I samverkan mellan
Ndmnaren och Tangenten

TORBJORN LUNDH

Kan matematiken hjalpa oss
att forsta hur vi blev till?

Att matematiken dr ett viktigt hjclpmedel inom fysik och
kemi cir vilkdnt, men dven biologin utnyttjar matematiken
for att studera komplexa fenomen. En matematisk modell
for en viss kemisk process som kallas reaktion-diffusion kan
exempelvis antyda hur en zebras rinder skapas. Kanske
kan matematiken civen hjdilpa oss att forstd hur vi sjdlva
utvecklas fran en enda dggcell till en fdrdig varelse?

ur blev vi till? Ja, detta med blom-
Hmor och bin kan vi, men vad hinder

efter sjilva befruktningen? Vad far
dgget att borja dela sig, och i vilka riktningar
borjar det dela sig? Efter ett antal delningar
borjar cellerna bli mer och mer specialisera-
de och ménster och strukturer bérjar upp-
trida. Hur kan d4 denna férfinande ordning
uppsta ur ett enda dgg? Ar det DNA som
ligger bakom denna beskrivning? Ja, del-
vis, men inte helt och hallet. Vara gener kan
inte vara en beskrivning av oss sjilva. Det
finns helt enkelt inte tillrickligt mycket in-
formation i véra trettio tusen gener for att
tex kunna ange positionerna for nervceller-
na i hjiarnan, in mindre fér hela var kropp.
Hur gar det till d4? Hur kan struktur uppsta
ur en jimn blandning? Det dr som det skul-
le finnas en magisk firg som automatiskt
"monstrade sig sjalv” nar man malade ut den
pa viggen. Det pdminner om den magiska
firg tomtenissen anvinder i det tevepro-
gram manga tittar pa varje julafton ungefir
klockan 15.07, se figur 1. Jag 4r inte ensam
om att vara fascinerad av denna scen. I som-
ras kunde man pd hora Bengt Feldreich i sitt

sommarpratarprogram den 16 juli kl 14.05
i P1 siga: Och ett av Disneys geniala schack-
drag, dir fortfarande i topp pd min egen favorit-
skala: tomten som i sin verkstad mdlar schack-
bréidet med rutig féirg.

Figur 1. Observera att tomtenissens féirg, till
skillnad frin digget, éir ménstrat redan i burken.
Dessutom verkar det som om det med denna
féirg bara gar att mdla en viss storlek pd schack-
briiden. Ett extremt tidigt embryo éir mer flexi-
belt, om det delas kan det skapas tvd perfekta
individer — endiggstvillingar!
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Kottar och koder

Nir den kinde matematikern Alan Turing
var liten och just lirt sig lasa fick han av
sin mamma en bok, Natural Wonders every
Child Should Know. Boken vickte formodli-
gen hans intresse fér ndgra av biologins mys-
terier. Turing fick tidigt en intensiv veten-
skaplig utbildning i privatskolors regi som
utmanade hans begdvning och tog honom
till Cambridge, dir han s smaningom dok-
torerade. Jag frigade en pensionerad mate-
matikprofessor pa St. Johns College i Cam-
bridge om han mindes Alan Turing. Sure. He
was a rather shy and quiet person. Turing var
inget socitetslejon och han var homosex-
uell, en kombination som gjorde att han var
pa sin vakt och som till slut kom att visa sig
ddesdiger. Lis vidare i den mycket lisvirda
boken Alan Turing: the Enigma av Andrew
Hodges som senare kom att ligga till grund
for en pjis och for filmen Breaking the Code,
dir huvudrollsinnehavaren Derek Jacobi
inte bara gor en stark rollprestation, han ir
ocksa till utseendet mycket lik Alan Turing
(enligt samme Cambridge-professor). Blan-
da dock inte ihop denna dramatisering med
biofilmen Enigma som kom 2001 och som
endast har lite med verklighetens Alan Tur-
ing att gora.

Kriget kom och Alan Turing blev "head-
huntad” till en kryptoforceringsgrupp i
Bletchley Park. Dir blev han s& smaning-
om en stor stjirna, stor men hemlig, efter-
som han lyckades knicka Tyskarnas ubits-
kod, den s kallade Enigmakoden. Ungefir
samtidigt brét Uppsalamatematikern Arne
Beurling tyskarnas G-Schreiber helt pa
egen hand. Ett exemplar av denna kom-
plexa mekaniska kryptoapparat finns ut-
stillti Beurlingbiblioteket i Uppsala. Arbe-
tet i Blechley Park var intensivt och Turing
kom undan fér undan att 6nska sig en da-
tor. Eftersom en sddan inte fanns annat dn i
teoretiska drommar bérjade de konstruera
en. Efter kriget fortsatte Turing att arbeta
med att utveckla en dator i Manchester,
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men han kunde inte glémma de fascine-
rande gitor han métt som pojke. Varfor dr
vanligtvis det spiralmdnster som man kan
se p& undersidan av en kotte sddant att an-
talet spiraler moturs respektive medurs ir
tva pa varandra féljande Fibonaccital? Hur
ir det mojligt att ett mer eller mindre ho-
mogent dgg undan fér undan spontant kan
skapa en levande och fantastiskt komplex
organism? Inte kan man vil tinka sig att
det finns kemiska reaktioner i igget som av
sig sjilv skapar monster och struktur? Eller
kan man det?

Samtidigt som doktoranderna Crick och
Watson satt och hingde pa puben The Eagle
i Cambridge och férindrade var virldsbild
genom att sitta upp strukturen for DNA-
spiralen, den dubbla helix som utgér var ge-
netiska information, satte Alan Turing ihop
en mycket speciell hypotetisk matematisk
modell. Modellen beskriver hur tvd tinkta
substanser skulle kunna spridas ut (diffun-
dera) och blandas i en kemiskt reaktion pa
ett sa finurligt sitt att deras koncentratio-
ner inte skulle vara konstanta utan variera
dver ytan, men inte éver tiden. Denna pro-
cess kallas reaktions-diffusionsprocess. Det
ir ganska svart att forestilla sig, det 4r inte
l&ngt ifrdn tomtenissefirgen i figuren pa ar-
tikelns forsta sida. Vi dr s vana vid att dif-
fusion dr en "utjimnare” och inte en mons-
terskapande process. Men idag kan vi sitta
upp en Turingekvation och testa i var dator.
P& Turings tid var det oméijligt eftersom han
knappt hade bérjat utveckla datorn.

I rutan pa foregdende sida finns ett exem-
pel pd en matematisk modell av en reaktion-
diffusionsprocess. Vi anvinder en matema-
tisk ekvation, eller rittare sagt ett system av
ekvationer. Dessa ekvationer beskriver en
tinkt kemisk process mellan tvd imnen. De
kemiska dmnenas koncentrationer beskrivs
av funktionerna u och v. De kemiska reak-
tionshastigheterna beskrivs av en tidsderi-
vata och koncentrationsférindringarna av
de ingdende amnena Gver ytan beskrivs av
rumsderivator.




En reaktion-diffusionsmodell

Den speciella reaktions-diffusionsprocess jag tinkte ta upp kallas Thomas modell och
iri denna form himtad frin sidan 145 i Jim Murrays bok Mathematical Biology Il — Spa-
tial Models and Biomedical Applications. Funktionerna u=u(x,y,t) och v=v(x,y,t) star for
koncentrationerna av de tva tinkta kemikalierna i en viss position (x,y) och en viss tid
t. I exemplet nedan later vi (x,y) tillhora ett visst rektanguldrt omrade i xy-planet som
representerar den yta pa vilken de tinkta kemikalierna reagerar.

Formeln for reaktionen ser ut s3 hir:

{u;:ryf(u,v)—i—ugx—{—ugy (1)
vy =79(u,v) + d(vz, + vyy)

dir

flu,v)=a—u— h(u,v)
g(u,v) = a(b - U) - h(“)”)a

och

h(u,v) = — P .
1+ u+ Ku?

Detta kallas ett kopplat system av tvd paraboliska differentialekvationer, dir kopp-
lingstermerna f och g ér icke-linjira. Funktionen u dr autokatalytisk, dvs ju storre u ar
desto fortare vixer u. Vi kan se detta ur formeln ovan, foér anta att u dr vildigt stort; da
ir u? annu mycket storre vilket ger oss att /i blir liten. Detta betyder i sin tur att f blir
stor vilket i sin tur medfér att ), det vill séga tillvixthastigheten av kemikalien vars
koncentration betecknas med u, blir stor. A andra sidan dr v bromsande av u. En viktig
ingrediens i ett sddant system ir att diffusionshastigheten hos v, som representeras av
konstanten d ir strikt storre dn diffusionshastigheten av u som hir satts till 1.

Figur 2. Med hjilp av beréikningsprogram-
vara har vi hittat en numerisk losning av ek-
vationen ovan. Hdr ser vi en tredimensionell
graf déir héjden representerar koncentratio-
nen av u vid tiden 10 sekunder och basy-
tan dr det rektanguléira omrdde vi réknar
pd. Den streckade héjdkurvan represente-
rar u=u,, ddru_druvid tiden t=0.I figur 4
visar vi i en tvddimensionell graf hur denna
lésning fordndrar sig 6ver tiden. Dd ldter vi
den del av kullarna som ligger ovanfor denna
kurvan u=u_motsvaras av vita omrdden.
Bilden hiir till viinster motsvarar dd den
sista bilden i figur 4.
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Numeriska berakningar

Eftersom Turing uppfann datorn kan vi idag
gora numeriska beriakningar av ekvation (1)
pa foregidende sida. Vi anvinder det svenska
berikningsprogrammet FEMLAB som byg-
ger pd den sé kallade finita elementmeto-
den. Vart berikningsomride, dvs den yta
diar vdra dmnen reagerar med vandra, in-
delat i smé trianglar, se figur 3. Genom att
anta att 16sningen ir konstant pa var och en
av dessa trianglar for sig, kan man numeriskt
berikna 16sningar till komplicerade diffe-
rentialekvationer, som till exempel ekvation
(1) pé foregdende sida. Ju finare indelning
man har desto bittre blir 16sningen, men
den blir samtidigt mer tids- och minneskri-
vande f6r datorn att berdkna.

[ figurerna 4 och 5 har vi illustrerat resul-
tatet av en sddana beridkningar for nio olika
tider. Initialvirden p& koncentrationerna u
och vsitts till 16sningen av ekvation (1) som
ir konstant dver bade tid och rum. Denna
16sning visar sig vara instabil, dvs en pytte-
liten férindring kommer att fortplanta sig
och vixa till och skapa ett ménster. Vi be-
hover inte ligga till denna lilla férindring
for att fa igdng processen, utan kan forlita
oss pa den naturliga variationen hos talre-
presentationen i datorn for att {3 igdng pro-
cessen. Observera att om man anvinder den
exakta matematiska 16sningen av ekvatio-
nen i det uniforma liget som begynnelse-
villkor sé "ligger den kvar” och gir inte mot
négot monster.

Grasbrander och svettande
grashoppor

Jim Murray har givit en beskrivning av re-
aktions-diffusionsprocessen som ir ganska
malande: Tink er en stor torr griasstipp. En
speciellt torr dag, uppstar sm4, sma brinder
lite varstans pd stippen. Dessa brinder spri-
der sig naturligtvis (de dr autokatalytiska,
dvs ju mer det brinner, desto mer sprider
sig elden). P4 denna grisstipp finns det en
mingd grishoppor. De blir forstds panik-
slagna och hoppar allt vad de kan bort fran
dessalokala briander. De idr sd ivriga sé de blir
helt svettiga (jag vet inte om riktiga gris-
hoppor svettas). Denna svett gor att graset
dir méinga grishoppor studsar fram blir lite
fuktigt, vilket i sin tur gor att grisbranden
inte kan spridas pd dessa omrdden (gris-
hopporna fungerar alltsd d4 som en brom-
sande, eller inhiberande, faktor). Till slut nir
alla briander brunnit ut aterstdr en griss-
stipp med ett svartbrint monster. Detta
monster beror pa var de ursprungliga smi-
brinderna startade och grishoppornas posi-
tion nir brinderna kom igdng. Det ér alltsd
nistintill omoijligt att forutsiga hur detta
brinda monster kommer att se ut, men om
grishopporna kan hoppa fort blir det forstas
mindre brinda omraden. Jimfor detta med
figurerna 4 och 5. Figur 5 kan man tinka sig
representerar en storre grisplitt, alternativt
ett omrdde med grishoppor som bide hop-
par fortare och svettas mer.

Figur 3. Virt berikningsomrdde indelat i smd trianglar.
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Figur 4. Hdir dir resultaten efter en berdikning med a=92, b=64, a= 1.5, K=0.1, d=10 och y=90.
Dessa viirden dir himtade frdan exemplet i Figur 3.2 i Murrays bok Mathematical Biology 1I — Spati-
al Models and Biomedical Applications déir man anvinder modellen till att studera en méjlig forkla-
ring av pigmentering hos péilsdjur. Initialvillkoren pd u och v éir en slags beskrivning av hur ytan ser
ut dd vi startar vdr berikning. Dessa viiljs till den tids- och rumsuniforma (insmbila) losningen u,
v_som man far genom att losa ekvation (1) under villkoren att u=v=u+u =v +v) =0. Gér man
detfar viattu_~9.933833 och u ~9.289222. Hdir visar vi med svart var u<u, vid tiderna 6. 5,76,
7.7,7.8,79,8. 5 8.9, 9.0 och 10. 0 sekunder. Vi ser ett vdgigt monster skonjas efter dtta sekunder och
att den efter tio sekunder inte dindrar sig ndmnvdrt — monstret sditter sig, dvs blir stationdirt.
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Figur 5. Hdir éir mindre fléickar efter en berdikning med y=900 och alla andra parametrar desamma
som i figur 4. Bilderna hdir ovan dr efter tiderna 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.2, 1.5, 2.0, 2.4 och 2.5 sek-
under. Att vilja ett stérre véirde pd y dr ekvivalent med att modellera en stérre area. Aven hiir ser
vi hur l6sningen forst éir instabil och gradvis fordndrar sig, men sedan gdr mot ett till synes stabilt,
prickigt monster.
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Finns dessa kemikalier i
verkligheten?

Man kan undra vad denna teoretiska, pahit-
tade modell har med verkligheten att géra.
Det ir ménga som gor det, och med all ritt.

Man ska nog inte ta reaktions-diffu-
sions-modellen for bokstavligt — att den
skulle vara en verklighetstrogen bild av
ett embryologiskt foérlopp, utan mer se
den som ett sitt att visa att det i princip
ir mojligt att skapa ménster ur en homo-
gen blandning, att det kan finnas processer
som kan kreera komplexa strukturer utan
inblandning och detaljstyrning utifrdn. Re-
aktions-diffusionsmodellen har kritiserats
for att man, si vitt jag vet, dnnu inte hittat
sddana kemikalier hos embryon. En annan
sak som kritiserats ir att det dr vildigt svart
att hitta parametrar i ekvationer som (1) hir
ovan, diar ménstren finns kvar och inte dnd-
ras over tiden. Om det nu snarare verkar
vara regel in undantag att rinderna forind-
ras 6ver tiden, varfor ser man inte detta hos
djur med rinder, fragade man sig? Det gor
man, svarade Kondo Asai 1995. Hos Kejsar-
fisken Pomacanthus imperato forandras rin-
derna nir fisken vixer.

Automatiska monster i
verkligheten

Samtidigt som Turing tinkte ut sin mate-
matiska modell och Watson & Crick satte
ihop en modell av dubbelspiralen, gjordes
en fantastisk upptickt av en rysk kemist,
Boris Belousov. Han upptickte, f6rmodli-
gen av en slump, att en viss blandning spon-
tant borjade skapa ringménster. Efter att ha
blandat ihop négra kemikalier och rért om,
sd uppstod monster i bigaren efter nigra
minuter. Han hade alltsd skapat struktur
frdn en uniform blandning! Han insdg att
detta var en sensation. Men virlden var inte
redo for upptickten. Han fick inte sin arti-
kel publicerad eftersom den beskrev en pro-
cess som ansdgs omdilig, eller dannu virre,
ett lagbrott. Ett flagrant brott mot termo-
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dynamikens andra huvudsats som siger att
ett system som limnas isolerat, gdr mot mer
och mer oordning. Det visade sig att det inte
var ett lagbrott, utan processen pégick bara
under en viss begrinsad tid.

Det gir att gora Belousovs experiment i
klassrummet. Man kan blanda ihop ingre-
dienserna i en vid bigare och stilla den pa
OH-apparaten. Efter ett tag kan man se hur
ringar och ibland ocksd sprialer, borjar ex-
pandera ut mot kanterna. Jag skulle dock
inte vilja rekommendera att man goér detta
experiment utanfor ett dragskdp, eftersom
en viss del giftig bromgas utséndras. Jag sdg
visserligen Ian Stewart utféra Belousov-
experimentet pd en forelisning en géng,
men det var i England, dir man ir lite tuf-
fare pa forelisningarna.

DNA - begynnelsevillkor

Idag kan man fa uppfattningen att DNA helt
styr oss. Varje vecka far vi reda p4 att man
har hittat genen for 4n det ena dn det andra.
Oftast brukar bilden kompliceras, nir man
sd smaningom hittar fler gener som ir in-
blandade i processen. For att forstd hur vi
blir till ricker det inte med att kunna ldsa
DNA, vi méste ocksi forsoka forstd de em-
bryologiska processerna som gor det verkliga
jobbet. Ian Stewart beskriver denna frége-
stillning pa ett vildigt intressant och un-
derhéllande vis i sina bocker Nature’s Num-
bers och i den lite mer detaljerade Life’s other
secret. Med lite andra begynnelsevillkor far
vi ett annat, men likartat, ménster. Hur
ir det d& i naturen? Jo, dven om eniggs-
tvillingar har exakt lika DNA-kod, har de
olika, men likartade, fingeravtryck. Svaret
pa denna enigma kan allts3 inte bara ligga
i generna.

Torbjérn Lundh dr docent i matematik
vid Chalmers tekniska hdgskola.




