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FORORD

Till att borja med skulle samtliga forfattare till den hér rapporten vilja tacka var handledare
Simone Calogero som har hjalpt oss under hela processen samt bidragit med inspirationen till att
skriva arbetet.

Den &r rapporten ar resultatet av samtliga fyra forfattares arbete. Forfattarna bar tillsammans
ansvaret for den analys som genomforts och rapportens Gvergripande kvalitet. Enskilt arbete har
dock varit frekvent forekommande och varje forfattare har haft sina respektive huvuddelar. Den
MATLAB-kod som tagits fram tillsammans med hérledningen av Black-Scholes-marknaden for tva
underliggande tillgdngar, har varit ett gemensamt arbete som samtliga forfattare varit delaktiga i.
En journal med forfattares individuella bidrag har dven forts under arbetets gang.

Gillande de specifika ansvarsomraden varje enskild férfattare har haft, har John Hang utvecklat
den kod som anvénts for att berdkna premien for den asiatiska two asset-optionen. De grafer
och utbetalningsfunktioner som ar associerade med optionen &r &ven de framtagna och beskrivna
av John. Vidare har John haft huvudansvaret for avsnitt 2.1 respektive 2.2 och dérmed skrivit
den nodvéndiga bakgrundsteorin som utgér fundamentet till det hir arbetet. Beskrivningen av
algoritmerna i kapitel 3 dr &ven de Johns bidrag.

David Lidstrom har fokuserat pa two asset barrier-optionen. Han har skrivit koden for prisséttning
av optionen, simulering av prisutvecklingen samt producerat tillhérande grafer. David har dven
skrivit texten i underavsnittet 2.3.3, ddr han beskrivit den specifika optionen och dess tillampn-
ingsomraden. Dessutom &ar valideringen av sampelvigarna i avsnitt 4.1 och parameteranalysen i
avsnitt 4.2 Davids bidrag. Till {6ljd av arbetet i 4.1 och 4.3, tillskrivs David &ven appendix B och
halva appendix C.

Trots att deriveringen av Black-Scholes marknad for tva underliggande tillgangar var ett gemensamt
arbete, &r Anton Reimbert den férfattare som varit mest involverad i processen kring hirledningen
och utvecklingen av MATLAB-koden som anvints for att simulera sampelviigarna. Dessutom é&r de
grafer och utbetalningsfunktioner som ar kopplade till den asiatiska best of assets or cash-optionen
Antons ansvarsomrade. Déarutéver har Anton bidragit med diskussionen kring eventuella felkéllor
och foslag till vidareforskning som férs i avsnitt 5.5 och 5.6.

Slutligen har Matthias Ydstrom arbetat med lookback spread-optionen; utvecklat den kod som an-
vants for att simulera optionspremien och framstéllt de associerade graferna. Dessutom har arbetet
med att beskriva de valda optionerna i avsnitt 2.3 varit Matthias ansvarsomrade, tillsammans med
hur premierna for de valda optionerna beror pa kénslighetsparametrarna i avsnitt 4.3. Vidare har
Matthias skrivit introduktionen till det hér arbetet, avsnitt 4.2 samt avsnitten 5.1-5.4.
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POPULARVETENSKAPLIG PRESENTATION

Dagens ekonomi har blivit allt mer global och féretag dr verksamma pa en sammankopplad marknad
som strécker sig 6ver samtliga virldsdelar. Globaliseringen medfor att handel mellan nationsgrénser
Okar och numera har de flesta foretag inkomster i flera olika valutor, producerar produkter med
ravaror fran hela virlden, tar lan fran utlindska langivare och har aktier noterade pa internationella
bérser. Med andra ord &r dagens ekonomi ytterst komplex. Den hir komplexiteten bidrar till bade
Okade risker och mojligheter pa grund av prisrorelser i allt fran valutor till réntor och aktiepriser.
For att skydda sig eller dra nytta av dessa rorelser kan optioner anvindas.

Kop- respektive séljoptioner dr kontrakt som ger dgaren réatten, men inte skyldigheten, att kopa
eller sillja en viss tillgang till ett férutbestamt pris. Om optionen dessutom &r av europeiskt slag
kan transaktionen endast ske pa en forutbestdmd dag som kallas slutdagen. Syftet med den hér
typen av kontrakt kan antingen vara ren spekulation i prisrorelser i olika tillgangar eller anvéndas
for att minimera forluster orsakade av fluktuationer i priset pa tillgangar. Optioner med flera
underliggande tillgangar tilldter mer komplexa losningar i ett och samma kontrakt, vilket kan vara
onskvart bade vid savél spekulation som minimering av risk.

For att optionsmarknaden ska vara réattvis ar det viktigt att optionskontrakten prissétts korrekt.
En réattvis prissittning betyder i det har sammanhanget att priset varken premierar kdpare eller
sdljare samt att det utesluter mojligheter for riskfria vinster. Grundtanken med prissédttningen av
optioner ar att de ska kosta lika mycket som de forviantas ge i avkastning, multiplicerat med
en diskonteringsfaktor som beror pa rantan. Diskonteringen gors for att kompensera fér den
avkastning optionsképaren hade kunnat erhéalla om pengarna varit placerade pa ett sparkonto
med en given ranta under samma tid. P& det sdttet ges inga mojligheter att tjana riskfria pengar
fér nagon aktér pa marknaden och priset kan anses vara réttvist.

Enklare optioner har exakta formler i vissa modeller som direkt réknar ut det rattvisa priset.
Utrdkningen kan vanligtvis goras med hjilp av Black-Scholes-modellen som togs fram 1973 av
Fischer Black och Myron Scholes. I modellen gérs vissa antaganden om hur priset pa tillgangar
beter sig, vilket &r en forutsdttning for att formlerna for prissdttningen kan tas fram. For att kunna
anpassa modellen for olika tillgangars karaktéristik finns det parametrar som gor det mojligt att
justera rorelserna i modellen. Till exempel representerar volatiliteten hur mycket priset pa en
tillgdng tenderar att réra sig upp och ned.

For mer komplexa optioner gar det inte alltid att ta fram néagra formler som réknar ut det rattvisa
priset i Black-Scholes-modellen. Istéllet behdvs andra metoder for att beridkna priset. Det hér
projektet anvinder en metod som kallas Monte Carlo-metoden. Metoden gar ut pa att simulera
olika utfall av rorelser for de underliggande tillgdngarna och sedan rdkna ut hur mycket innehavaren
skulle erhallit i snitt pa dessa utfall. For att fa fram det réttvisa priset diskonteras sedan den
genomsnittliga avkastningen.

Déarutover kan Monte Carlo-metoden implementeras med hjilp av olika modeller, till exempel den
geometriska Brownska rorelse-modellen och constant elasticity of variance-modellen. De ndmnda
modellerna har varierande grad av komplexitet och flexibilitet. Modellerna kan ddrmed vara mer
eller mindre traffsikra beroende pa de underliggande tillgdngarnas verkliga rorelser och beteende.
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SAMMANFATTNING

Multi asset-optioner ar exotiska optioner utfadrdade pé tva eller fler underliggande tillgangar. Syftet
med den hér rapporten &r att utoka den etablerade Black-Scholes-marknaden som géller f6r op-
tioner med en enda underliggande tillgang, till en tvadimensionell Black-Scholes-marknad. Teorin
implementeras sedan i MATLAB for att simulera priser for fyra olika vigberoende optioner med tva
underliggande tillgangar. I genomférandet av simuleringen anvinds Monte Carlo-metoden pa tva
olika marknadsmodeller: Black-Scholes-modellen (&ven kallad GBR-modellen) och constant elasti-
city of variance-modellen (CEV-modellen). Optionerna som undersoks ar asiatisk two asset-option
och two asset barrier-option samt de féreslagna asiatisk best of assets or cash-option samt lookback
spread-option.

Optionspremiernas kinslighet och beroende av parametrarna o3, o3, p och v underséks med hjilp
av Monte Carlo-simuleringen. I GBR-modellen motsvarar o} och o3 variansen av den forsta re-
spektive andra tillgangen samt p korrelationen mellan tillgangarna. I CEV-modellen inkluderas en
ytterligare parameter v, vilken ocksa analyseras. Dock motsvarar inte alla inmatningsparametrar i
CEV-modellen deras fysiska viirde. Specifikt ir bade o3 och p inte viintevirdesriktiga skattningar
av variansen av den andra tillgAngen respektive korrelationen mellan tillgangarna.

Resultaten fran simuleringen visar att den ytterligare parametern, v, i CEV-modellen tillater en
hogre grad av flexibilitet och mojliggor for en mer traffsiker anpassning av verklig data. Exempelvis
péaverkar parametern v bade den fysiska korrelationen och variansen sa att eventuella hdvstangsef-
fekter for underliggande tillgangar kan modelleras mer korrekt &n i GBR-modellen. Flexibiliteten
i CEV-modellen fas dock pa bekostnad av hogre komplexitet i jamforelse med GBR-modellen.
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ABSTRACT

Multi-asset options are exotic options on two or more underlying assets. The purpose of this thesis
is to extend the Black-Scholes theory for single asset options to the case of a two-dimensional Black-
Scholes market. This theory is then applied to four specific path-dependent multi-asset options,
namely, the two-asset Asian option and the two-asset barrier option together with the proposed
Asian best of assets or cash option and the lookback spread option. The Monte Carlo method is
used to simulate the option premiums in two different market models; the Black-Scholes model
(also called the GBM model) and the constant elasticity of variance model.

The option premiums’ dependence with respect to the Greeks are investigated. The Greeks included
in the analysis are o7 and o3, which in the Black-Scholes model correspond to the volatility of
the first and second underlying asset, respectively, and the parameter p, which is the correlation
coeflicient of the two assets. The CEV model has an additional parameter v, which is included
in the analysis. Furthermore, the input parameters o3 and p do not directly correspond to the

sample volatility and correlation of the assets in the CEV model.

The results show that the CEV model allows for greater flexibility and could be more suitable
for options with underlying assets, whose volatility have dissimilar dependence on the assets’
movements. However, due to the CEV model’s inherent flexibility, it is more difficult to accurately
fit the input parameters to market data.
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1 INTRODUKTION

Den moderna finansiella markanden féddes ur tva stora hindelser under 1970-talet — invigningen
av en formell handelsplats for optioner i Chicago och publiceringen av den teoretiska prisséttningen
av optioner av Fischer Black och Myron Scholes. En 6ppen handelsplats f6r optioner innebar att
instrumenten blev tillgidngliga for en storre andel investerare. En stor del av handeln med optioner
forflyttades ddrmed fran den tidigare stingda marknaden (ofta bendmnd “over-the-counter” eller
OTC) till en publik marknad dér alla kunde delta [1].

Den andra héndelsen, publiceringen av Black-Scholes optionsteori, gav investerare och utfirdare ett
ramverk f6r hur europeiska optioner pa tillgdngar utan utdelning kan prissittas rattvist [2]. Model-
len som Black och Fischer tog fram var dock begransad till optioner med endast en underliggande
tillgang.

Multi asset-optioner &ar exotiska optioner med fler &n en underliggande tillgang och handlas van-
ligtvis pd OTC-marknader och inte pa éppna handelsplatser. Likt optioner med en underliggande
tillgang dr multi asset-optioner kontrakt mellan tva parter. Kontraktet stipulerar att innehavaren
har ratten, men inte skyldigheten, att kdpa eller sélja ett specificerat antal av den underliggande
tillgdngen till ett forutbestamt pris (s& kallad 16senpris) [3]. En konsekvens av den hér typen av op-
tioners exotiska egenskaper ar att teorin for hur ett réttvist pris ska tas fram inte ar lika utvecklad
som for optioner med en underliggande tillgang.

Syftet med det hér arbetet &r dédrmed att expandera Black-Scholes-teorin for optioner med en
underliggande tillgang till prissdttningen av multi asset-optioner. I arbetet kommer Black-Scholes-
priset for optioner med tva underliggande tillgangar att hirledas. Optionernas komplexitet gor att
datorstdodd simulering &r noédvéndig for att ta fram priset pa vissa multi asset-optioner. Darmed
kommer dven Monte Carlo-simulering att implementeras i MATLAB f6r att ta fram priser samt
undersoka optionernas beroende pa valda kénslighetsparametrar.

Monte Carlo-metoden dr begridnsad till optioner som kan 16sas pa slutdagen, vilket gor att det
hér arbetet begrédnsas till europeiska optioner. For att generera steg i Monte Carlo-simuleringen
kommer tva olika modeller att anvindas och jamforas, ndmligen Black-Scholes-modellen (dven
kallad GBR-modellen) och constant elasticity of variance-modellen (CEV-modellen).

Vidare ar det hér arbetet avgrénsat till att undersocka fyra varianter av vagberoende multi asset-
optioner, ndmligen asiatiska two asset-optioner, two asset barrier-optioner samt de féreslagna asi-
atiska best of assets or cash-optioner och lookback spread-optioner.

I kapitel tva presenteras all nédvéindig bakgrundsteori for att hiarleda Black-Scholes-marknaden for
flera underliggande tillgaAngar samt den fullstédndiga Black-Scholes marknaden i tva dimensioner. En
mer utforlig hérledning ges i appendix A.1. Teorin for de tva valda simuleringsmodellerna kommer
dven att redovisas. Kapitlet avslutas med beskrivningar av de fyra valda optionerna, inklusive deras
utbetalningsfunktioner samt tillimpningar i verkligheten.

I kapitel tre beskrivs de metoder och algoritmer som anvéndes fér att genomféra Monte Carlo-
simuleringen f6r de tvi valda modellerna (se appendix D for fullstindiga beskrivningar av hur
metoderna implementerades i MATLAB).

Resultaten fran simuleringen redovisas i kapitel fyra tillsammans med en validering av sampelvigs-
genereringen, bestaende av en jamforelse mellan det analytiska priset och det simulerade priset.
En analys av hur optionspremierna beror pa de valda kénslighetsparametrarna foljer sedan. De pa-



rametrar som kommer att undersdkas ir o7 och o2, vilka i GBR-modellen motsvarar volatiliteten
av den forsta respektive andra tillgdngen. Dessutom kommer parametern p att undersokas, vilken
motsvarar korrelationen mellan de tva tillgdngarna i GBR-modellen. I CEV-modellen finns det en
ytterligare parameter, v. Hur v paverkar premier i CEV-modellen kommer att studeras i ndrmare
detalj. Till slut foljer en diskussion kring de erhallna resultaten och en slutsats dras om de tva
modellerna baserat pa de empiriska fynden.



2 TEORETISK BAKGRUND

I det hir kapitlet ges en 6verblick av Black-Scholes modell tillsammans med en hérledning av
en Black-Scholes-marknad for optioner med tva underliggande tillgangar. Dessutom redovisas en
kort introduktion av den lokala volatilitetsmodellen samt relevant teori om de valda multi asset-
optionerna. Samtliga resultat i den hér rapporten &r begriansade till tva dimensioner, dock kan de
enkelt generaliseras till dimensioner hégre &n tva, vilket visas i appendix A.2.

2.1 BLACK-SCHOLES MODELL

Lat S(t) beteckna priset pa den underliggande tillgdngen vid tiden ¢. Prisutvecklingen av denna till-
gang i en endimensionell Black-Scholes-marknad beskrivs av den stokastiska differentialekvationen
(SDE)

dS(t) = pS(t)dt + oS (t)dW (t),

dér 4 € R ar det momentana medelvirdet av den logaritmiska avkastningen och o > 0 &r den
momentana volatiliteten. Notera att bade p och o ar konstanter. Lésningen till ovanstaende SDE
dr den geometriska Brownska rorelsen

S(t) = S(0)eln=F)HaW )
dér {W(t)};>, &r en Wienerprocess.

Betrakta nu en europeisk option pa en enda underliggande tillgdng med utbetalningsfunktionen
Y = g(S(T)) och forfallotiden T'. Antag att den riskfria avkastningen r € R &r konstant. Da ges
det riskneutrala priset for optionen vid tiden ¢t = 0 av

Iy (0) = e "TE[Y]. (2.1)

(2.1) &r mer kind som Black-Scholes formel. Observera att viantevirdet av den diskonterade ut-

betalningsfunktionen antas vara i det riskneutrala sannolikhetsméttet P vid tiden T (se teorem
A4).

Black-Scholes marknad kan utokas till tva dimensioner enligt

dSl(t) == ulSl (t)dt + Jllsl(t)dwl (t) + 0'1251 (t)dWQ(t), (22&)
dSQ(t) = ,LLQSQ(t)dt + 02152(t)dW1 (t) + O'QQSQ(t)dWQ(t), (22b)

011 012
o= .
021 022

Losningen till (2.2) ges av en tvadimensionell GBR enligt

dar volatilitetsmatrisen ges av

g4 2
Si(t) = S;(0)elni— I tHe W (), (2.3)

dér o; = (041, 042) for i = 1,2, W(t) = (Wy(t), Wa(t)) och - betecknar den skaldra vektorprodukten.
Notera att den motsvarande volatilitetsmatrisen o = (0;;) antas vara inverterbar.



Teorem 2.1. De stokastiska variablerna S1(t) och Sa(t) har den simultana tathetsfunktionen

_, [log 5y — mat
exp | —5 (1og Sy — Mt log ngy(o) - Mzt) (o-ot)t- 51750) _
log g @y — Hat
fsi@).5.() (%) = ontrgJaeile o)

Daérutéver dr log S1(t) och log Sa(t) simultant normalfordelade med medelvirdet

(2.4)

m= (1og S1(0) 4+ pat  log S2(0) + ,ugt) ,

och kovariansmatrisen C =to - 0T .

Teorem 2.2. Priset av en option pd tvd underliggande tillgangar med utbetalningsfunktionen
Y = g(S1(T), S2(T)) vid tiden t = 0 i en tvddimensionell Black-Scholes-marknad ges av

exp (—% (x y> (o-0T) 1. (m))
ITy (0) :e_TT/R/Rg()\leﬁx,)\zeﬁy) QWW 4 dxdy, (2.5)

ddr

A = 5;(0) exp((r — #)T) for i=1,2.

Fkvation (2.5) dr dven kind som Black-Scholes formel i tvd dimensioner.

Dérmed &r Black-Scholes-priset for en europeisk option pa tva underliggande tillgangar ekvivalent
med att berdkna vantevirdet av utbetalningsfunktionen Y = ¢(S1(T), S2(T)) i det riskneutrala
sannolikhetsmattet, givet

|oi?

pi=r— -

for i = 1,2 samt den simultana téthetsfunktionen (2.4). Saledes &r detta den tvadimensionella
motsvarigheten till Black-Scholes-priset i (2.1). Fullstdndiga bevis av teorem 2.1 och 2.2 redovisas
i appendix A.l.

2.2 LOKAL VOLATILITETSMODELL

Den lokala volatilitetsmodellen introducerar tanken av variabel volatilitet som beror av bade tiden
och priset pa den underliggande tillgdngen. En av de mest framstaende parametriska volatilitetsmo-
dellerna &r CEV-modellen ("constant elasticity of variance”). Priset p4 den underliggande tillgdgen
S(t) vid tiden ¢ i CEV-modellen ges av en diffusionsprocess som relaterar till foljande SDE:

dS(t) = pS(t)dt + o S(t)dW (t), (2.6)

dér p € R och ¢ > 0 dr drift- respektive volatilitetsparametern, och v > 0 &r elasticiteten. Notera
att for v = 1 reduceras CEV-modellen till den klassiska Black-Scholes-modellen med konstant
volatilitet. Daremot for v = 0.5 erhalls den icke-negativa Cox—Ingersoll-Ross-modellen, &ven kind
som CIR-modellen. Saledes &r CEV-modellen en mer generell beskrivning av Black-Scholes modell
men med en extra parameter . Den hér parametern aktiverar en havstangseffekt som kan anvéndas
for att approximera formen pa den implicita volatiliteten av underliggande tillgangar [4].

Betraka nu foljande tvadimensonella modell:

dSy(t) = 18y (t)dt + 01151 (£)dWr (£) + 01251 (£)dWs(t), (2.7a)
dSy(t) = 1S5 (t)dt + 0219 (£)dW1 (t) + 0225 (t) dW(t), (2.7b)



déar Wl(t) fér ¢ = 1,2 &r Brownska rorelser i det riskneutrala sannolikhetsmattet. Losningarna till
(2.7a) och (2.7b) &r en geometrisk Brownsk rorelse respektive en diffusionsprocess. Dessutom ges
volatilitetsmatrisen till ekvationsystemet (2.7) av

Notera att o i det hiir fallet inte &r inverterbar, férutom da v = 1. Aven om det generellt sett inte
existerar nagon analytisk formel for priset pa den underliggande tillgangen i den lokala volatili-
tetsmodellen, kan likvél priset bestimmas med hjélp av numeriska metoder (se algoritm 3.2).

2.3 MULTI ASSET-OPTIONER

Multi asset-optioner &r en typ av optioner med flera underliggande tillgdngar. Den hér rapporten
avhandlar huvudsakligen fyra olika multi asset-optioner: asiatisk two asset-option, asiatisk best
of assets or cash-option, two asset barrier-option och lookback spread-option. Anledningen till
att valet foll pa dessa optioner &r att de ar vagberoende (det vill siga att premien beror pa hur
priset p4 de underliggande tillgAngarna ror sig fram tills slutdagen), vilket okar komplexiteten for
prisséttningen. Det bor ocksa tilliggas att varken den asiatiska best of assets or cash-optionen eller
lookback spread-optionen existerar, i den mening att det inte finns nagon litteratur som behandlar
de tvd nadmda optionerna. Vidare dr det endast two asset barrier-optionen som kan prissittas
analytiskt. For de dvriga tre optionerna maste numeriska metoder tillampas. Foéljande teori kan
appliceras pa savil kop- och séljoptioner, &ven om det endast &r kpoptioner som avhandlas i den
hér rapporten.

2.3.1 ASIATISK TWO ASSET-OPTION

En asiatisk option karaktériseras av att utbetalningen bestéms av medelvérdet pa en underliggande
tillgang Gver ett visst tidsintervall. Déarmed blir optionen mindre kénslig f6r prisvariationer i den
underliggande tillgdngen, vilket resulterar i en ligre premie jamfért med en vanlig kopoption.
Denna egenskap gor asiatiska optioner populdra pad marknader med lagt antal képare och séiljare
sdsom OTC- och ravarumarknader [3].

Det aritmetiska medelvéirdet for de underliggande tillgangarna S;(t) for ¢ = 1,2 definieras som

N

1

A (0,T) = —— Si(t;), 2.8
7=0

didr 0 =tg < t; < ... <ty =T &r tidspartionen av intervallet [0,T]. D& ges utbetalningensfunk-

tionen for en viktad asiatisk kopoption pa tva underliggande tillgangar av

Y = (aA1(0,T) + (1 — a)4(0,T) — K) (2.9)

4+

dér « ar vikten och K &r losenpriset. Lagg mérke till att utbetalningen endast avser positiva
varden, vilket indikeras av plusnotationen.

2.3.2 ASIATISK BEST OF ASSETS OR CASH-OPTION

I den asiatiska best of asset or cash-optionen bestdms utbetalningen av det storsta medelvirdet
av tva olika tillgangar 6ver ett forutbestdmt tidsintervall och en konstant kontantméngd K. Kéns-
ligheten for prisvariationer i nadgon av de underliggande tillgAngarna blir ddrmed 1ag i likhet med
den asiatiska two asset-optionen.



Utbetalningsfunktionen ges av féljande uttryck:
Y =max (4:(0,T),A2(0,7),K), (2.10)

diar A;(0,T) ar det aritmetiska medelvirdet i (2.8). Eftersom utbetalningen bestér av tre strikt
positiva virden kommer priset alltid vara storre &n eller lika med l6senpriset. Denna egenskap gor
att optionen varderas hogre dn den asiatiska two asset-optionen, da premien pa optionen alltid ar
begriansad nedat.

En asiatisk best of asset or cash-option skulle kunna liknas vid en obligationsoption utfardad av
ett bolag. Lat séga att ett bolag med det totala vardet V ingar i ett laneavtal dar bolaget alagger
sig att betala ut summan x i en inhemsk valuta eller summan y i en utlandsk valuta pa slutdagen.
Denna typ av option kallas obligationsoption och ger dgaren av optionen ritten att vélja den valuta
med hogst vixlingskurs pa slutdagen, givet att bolagets viardering V' 6verskrider ett nominellt virde
pa slutdagen och dr darmed tillrickligt likvit for att tédcka utbetalningen [5].

Den asiatiska best of asset or cash-optionen skulle kunna anvéndas pé ett liknande sétt som en
obligationsoption i en marknad dér véxlingskursen for valutor har hég volatilitet och betalnings-
mojligheterna for bolagen ar osékra. Lat bolag B vara en texittillverkare i en tillvixtsmarknad dér
bolagets reella tillgangar antas ha ett virde K USD efter eventuella avskrivningar pa slutdagen.
Om den inhemska valutan da anses vara volatil kan bolag B utfirda en asiatisk best of asset or
cash-option. Optionen fungerar pa liknande sétt som en obligation fér bolaget B dér = &r summan
i den inhemska valutan och y dr summan i en annan valuta med hog volatilitet. Innehavaren av
optionen har da mojligheten att pa slutdagen erhalla Y = max(A,(0,7),A4,(0,T), K). Om véxel-
kurserna for de tva valutorna skulle kollapsa erhaller innehavaren atminstone K, vilket motsvarar
bolag B:s reella tillgangar.

2.3.3 TWO ASSET BARRIER-OPTION

En two asset barrier-option kénnetecknas av att den ena underliggande tillgagen avgor storleken
pa utbetalningen och den andra tillgangen avgor om optionen existerar eller ej pa slutdagen.
Optionens existens avgors av om den andra tillgdngens pris nadgon géang under 16ptiden triffar ett
férutbestdmt pris, som kallas barriiren. Om barridren tréffas kan optionen antingen borja eller
sluta existera. Vidare kan barridren antingen vara over eller under det initiala priset pa tillgdngen,
vilket ger fyra mojliga kombinationer: upp-och-in, upp-och-ut, ned-och-in samt ned-och-ut. Om
den underliggande tillgangen vid nagot tillfalle traffar barridren och optionen upphér att existera,
kommer den att stanna i det tillstandet oavsett framtida rorelser i tillgdngen [3].

En upp-och-ut two asset barrier-option har féljande utbetalningsfunktion:

Y=t (B max(5i(0) ) (51(7) - K. (2.11)

J

— J

) 1, B > max(Sa(t;)),

H <B — max(Sa(t;))

0, B <max(S(t))),

J
ar Heavisides stegfunktion och 0 =ty < t; < ... < ty =T &r tidspartitionen av intervallet [0, T].
Premien f6r en barridroption kommer alltid vara ldgre dn for motsvarande kop- eller sdljoption
utan barridr. Den ldgre premien f6r en barridroption beror pa att utbetalningen dr densamma som
for en kop- eller séljoption, men barridren gor att sannolikheten for att erhalla en utdelning ar
lagre.

En two asset barrier-option lampar sig vél for hedging. Foretag vars intdkter beror av exempelvis
ravarupriser och vaxlingskurser kan anvénda barridroptioner som ett kostnadseffektivt skydd mot
prisvariationer i tillgdngarna. Ett exempel pa detta ar ett svenskt gruvbolag som séljer guld till



den Amerikanska marknaden och far betalt i USD. Deras intékter skulle ddrmed vara beroende av
saval guldpriset som véxelkursen for SEK/USD, dar foretaget gynnas av ett hogt guldpris och en
lag vaxelkurs. Vanliga valutaoptioner kan skydda mot valutarisken men en two asset barrier-option
med vixelkursen for SEK/USD och priset pa guld som underliggande tillgangar, skulle ge samma
skydd till en ldgre premie och kan darfor vara fordelaktig [3].

I fallet ovan skulle en upp-och-ut option vara lamplig. Lat S (¢) beteckna forhéllandet SEK/USD
och Sy (t) priset pa guld. Optionen skulle d& skrivas med utbetalningen ¥ = (51(7) — K)+ och
barridren B > S3(0). Darmed kommer optionens virde dka om SEK/USD okar och dédrmed ge
skydd mot valutarisken. Om Sa(t) traffar barridren innebér det dock att optionen blir virdelos
och skyddet forsvinner. Prisrérelsen betyder emellertid &ven att guldpriset har gatt upp, vilket
kompenserar for valutaférlusten. Genom att anvinda en two asset barrier-option blir alltsé premien
lagre, och om barridren triffas kommer den eventuella forlusten av prisférandringen i en tillgang
att viigas upp av vinsten fran den andra tillgangen [3].

2.3.4 LOOKBACK SPREAD-OPTION

Lookback-optioner dr optioner med ett fixerat 16senpris och utbetalning som ger den maximala
skillnaden mellan priset pa en underliggande tillgang och 16senpriset som uppstar fram till slutda-
gen [3]. Spread-optioner ar optioner som ger investerare ett verktyg for att generera en vinst pa
skillnaden mellan tva eller flera tillgangar. Optionen betalar ut skillnaden mellan differensen av de
underliggande tillgdngarna och 16senpriset vid slutdagen [6]. Darmed blir den féreslagna lookback
spread-optionen en kombination av en lookback-option och en spread-option med utbetalnings-
funktionen vid slutdagen 7', enligt

Y = (e (181(05) = Sa(t)]) - K>+, (2.12)

dir 0 =1t9 <t; <...<ty =T é&r tidspartitionen av intervallet [0,T7], S1(t;) och Sa(t;) &r priserna
pé de underliggande tillgangarna, samt K &r lésenpriset.

Optionen tillater ddrmed investerare att spekulera i skillnaden i pris mellan tva olika tillgdngar,
samtidigt som en stor del av tidsosédkerheten elimineras pa grund av lookback-aspekten; optionen
tar den absoluta maximala skillnaden som uppstar i intervallet fram till 7.

Tillampningen av spread-optioner ér bred och férekommer pa ravaru-, rénte-, valuta- samt aktie-
marknader. Spread-optioner kan till exempel utfirdas pa ravaror i olika steg av en féradlingspro-
cess. Exemplevis ér spread-optioner vanligt férekommande pa oljemarknader, déar sa kallade "crack
spreads” utfirdas pa skillnaden i pris mellan riolja och bensin [6]. En crack spread #dr darmed
ekvivalent med en europeisk kdopoption pé effektiviteten i en raffineringsprocess.

En lookback spread-option skulle kunna anvéndas av en investerare som forutser en tillfallig 6kning
av kostnaderna for att producera bensin fran réolja, men &r osdker pa nér Skningen kommer
ske. Lat Si(t) vara priset pa raolja, So(t) priset pa bensin och K losenpriset pa skillnaden déar
|S1(to) — S2(to)| < K. I det hér fallet skulle en innehavare av optionen dra nytta av en eventuell
Okning av skillnaden mellan ramaterialet och den slutliga produkten. Dock &r lookback spread-
optioner ofta ett dyrare alternativ jamfért med ménga andra typer av optioner (se delavsnitt
4.3.4). Det méaste ddrmed finnas en hog tidsosikerhet utifran innehaverens perspektiv samt en stor
forvantad tillfallig 6kning av produktionskostnaden for att rattfardiga utfardandet och innehavet
av optionen.



3 SIMULERINGSMETODIK

Nedan presenteras simuleringsmetodiken som tillimpats for att generera premier pa de valda op-
tionerna. Kapitlet inkluderar genomgaende beskrivningar av de tva modellerna som anvénts for
att implementerar simuleringen tillsammans med en introduktion till Monte Carlo-metoden.

3.1 GENERERING AV SAMPELVAGAR

Lat S;(t;) for ¢ = 1,2, j = 1,2,...,N vara en tidsdiskret stokastisk process med oberoende
tillskott. Detta antagande gor det mojligt att simulera tillskotten genom oberoende sampling.

Simulering av sampelviagarna i en tvadimensionell Black-Scholes-modell presenteras i algoritm 3.1.
Notera att S1(t;) och Sa(¢;) ar korrelerade med korrelationskoefficienten p. Detta &r en konsekvens
av att bada processerna har samma férdelning, vilken motsvarar (2.4). En uttémmande hérledning
av denna egenskap redovisas i appendix A.1.

Algoritm 3.1: Simulering av sampelvigar i en tvadimensionell GBR-modell

1 Lat 0 =1¢p < t;... <ty =T vara en tidspartition av intervallet [0, T].
2 Sitt steglangden h =t; — t;_;1.
3 Satt korrelationkefficienten

0109

p= .
lo1||oe|

4 Sampelvigarna Sq(t;) och Sa(t;) erhalls via:
a) Sétt S;(0) >0 for i =1,2.

b) Generera oberoende Brownska rorelser Wi(tj) ~N(0,t;),i=1,2, j=1,2,...,N.

c) Satt
Sl(tj) = Sl(O)exp((r - %)tholWl(tj)), j = 1,2,...,N.

d) Sitt

Sa(t;) = S5(0) exp((r — @)fwag (pﬁl(tj) + Wﬁz(tj))), j=1,2,...,N.

Vid simulering av sampelvigarna i CEV-modellen upprepas stegen ovan i algoritm 3.2. I det hér
fallet erhalls priset pa den underliggande tillgdngen vid nésta 6gonblick genom summering av det
nuvarande priset plus det nybildade tillskottet. Detta motsvarar Euler-Maruyama-metoden for
numeriska losningar av stokastiska differentialekvationer |7].



Algoritm 3.2: Simulering av sampelvigar i en tvadimensionell CEV-modell

1 Lat 0 =1¢p < t;... <ty =T vara en tidspartition av intervallet [0, T].
2 Sitt steglingden h =t; — t;_;1.
3 Sampelvigarna Sy (t;) och Sa(t;) erhalls via:

a) Sétt S;(0) >0 for i =1,2.

b) Generera oberoende tillskott

AWi(t;) = Wilty) — Wilt; 1) ~ N(0,h), i=1,2, j=1,2,...,N.

c) Satt
Sl(tj) = Sl(tjfl)(l + rh + (UudWl(tj) + UlgdWQ(tj))), j = ].7 2, ey N.

d) Sitt

Sa(t;) = Sa(tj—1) (1 +rh + (021dWi (t;) + 09285 (t;_1) " 1dWa(t;))), j=1,2,...,N.

3.2 MONTE CARLO-METOD

Monte Carlo-metoden for prisséttning av optioner presenteras i algoritm 3.3. Teorin bakom Mon-
te Carlo-metoden grundar sig i de stora talens lag som séger att det aritmetiska genomsnittet
konvergerar mot det teoretiska medelvirdet d& antalet oberoende forsok blir tillriackligt stort [4].

Algorithm 3.3: Monte Carlo-metoden for prisséttning av optioner

1 Generera n oberoende végar S;(t;) for i =1,2, j=1,2...,N.
2 Bestdm utbetalningsfunktionen Y (k) for varje enskild vig, k =1,2,...,n.
3 Berékna optionspriset enligt:

I _ rT E 7}
v(0)=¢ n
k=1
4 Berakna det 95%-konfidensintervallet:
oy

1.96——
V'

dér oy ar standardavvikelsen fér utbetalningsfunktionen.

Betrakta en £61jd av oberoende identiskt férdelade slumpvariabler {X; };>1 med véntevéirdet E[X,;] = p.
Enligt de stora talens lag tenderar stickprovsmedelvérdet

- 1
Xn:ﬁ(X1+X2+...+Xn)

att konvergera mot u nér antalet oberoende forsok X1, ..., X,, for slumpvariabeln X blir tillrdackligt
stort [8].

Den centrala gransvirdessatsen tillimpas vid berékning av konfidensintervallet av stickprovsme-
delvirdet. Satsen visar att fordelningen hos slumpvariablen

/’('_Xn
a/vn

konvergerar mot en standard normalférdelning for tillrdckligt stora n. Detta resultat kan sedan
anvindas for att visa att det verkliga vintevirdet p har en sannolikhet pa ungefir 95% att befinna




sig innanfor intervallet

_ (o3 — g
X, —1.96—, X, + 1.96— |,
N ARV

dér o ar standardavvikelsen. Notera att optionspremien i princip ir det diskonterade medelvardet
av utbetalningen for varje enskild vég.

Vid berékning av premierna for respektive option implementeras utbetalningsfunktionerna (2.9)-
(2.12) i MATLAB. Motsvarande MATLAB-kod for varje enskild option presenteras i appendix D,
tillsammans med de tva funktionerna for generering av sampelvigarna i GBR- respektive CEV-
modellen.
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4  RESULTAT

Resultaten fran Monte Carlo-simuleringen redovisas i féljande kapitel. Forst utvirderas Monte
Carlo-metodens tréffsikerhet i syfte att validera implementeringen och rattfardiga anvindandet
av metoden. Sedan féljer en jimférelse av hur parametrarna o3 och p paverkar sampelvariansen
(eller ekvivalent: fysiska variansen) av Ss(t) respektive korrelationen mellan Sy (t) och S2(t) i CEV-
modellen. Slutligen presenteras resultaten fran simuleringen av de valda optionernas premier och
hur dessa beror pa kiinslighetsparametrarna o, o3, p och v i bade CEV- och GBR-modellen.

4.1 VALIDERING AV SAMPELVAGSGENERERING

For att validera implementeringen av Monte Carlo-metoden, eller mer specifikt framtagningen av
sampelviagar for de underliggande tillgdngarna, jamfoérdes de simulerade optionspremierna med det
teoretiska priset for respektive option. Valideringen kunde endast genomféras med GBR-modellen
eftersom inga explicita formler existerar for optioner i den tvadimensionella CEV-modellen. Den
enda skillnaden mellan de tva modellerna &r dock valet av parametern . Darmed gar det att dra
slutsaster om framtagningen av sampelvigar for de bada modellerna genom att testa uteslutande
for GBR-modellen.

Implementeringens tréffsdkerhet testades forst pa en relative outperfomance-option, vilket &r en
icke-viigberoende option och har dirmed en foérhallandevis simpel explicit formel for priset (se
ekvation (B.1) for den fullstindiga formeln).

Figur 4.1 visar hur Monte Carlo-priset for en relative outperformance-option konvergerar mot det
teoretiskt framtagna priset for stora virden pa antalet genomforda simuleringar n.

1.335
—— Monte Carlo-pris
— — Analytiskt pris
133 b
© 1.325+ ‘ -
Il " ) I i
§ ‘ W Ly Ww 4 W‘MPW‘W‘ i N Ao S b i
1.32 il b
1315+ i
1.31 I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 10

Figur 4.1: Premie for en relative outperformance-option for olika n.

Monte Carlo-priset testades &ven mot den explicita formeln for en two asset barrier-option i (B.2) da
det ar den enda av de fyra valda optionerna som har en teoretisk exakt formel fér premien i Black-
Scholes-modellen. For vighberoende optioner dr langden pa tidsstegen h = T'/N avgoranade for att
fa ett traffsikert pris. Da den teoretiska formeln antas vara kontinuerlig i tid behover tidsstegen
vara sma for att representera priset vil. Simuleringarna kréver ddrmed stor berdkningskapacitet
eftersom bade n och IV behover vara tillrédckligt stora. Detta dr anledningen till att resultatet for
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two asset barrier-optionen presenteras i tabellform.

Tabell 4.1 visar att Monte Carlo-priset for two asset barrier-optionen inte &r lika traffsikert som for
en relative outperformance-option. Resultatet visar dock att den framtagna premien fran Monte
Carlo-simuleringen avviker med 1% fran det teoretiska, givet ett konfidensintervall pa 95%. Resul-
tatet ar darmed tillrackligt traffsikert for att rattfardiga metoden och utfora parameteranalysen.

Tabell 4.1: Premie for en two asset barrier-option for olika n.

n Monte Carlo-pris Konfidensintervall —~Avvikelse teoretiskt pris
20,000 2.2735 0.1754 2.0164%
40,000 2.2691 0.0865 1.8190%
60,000 2.2731 0.0608 1.9985%
80,000 2.2470 0.0427 0.8274%
100,000 2.2584 0.0348 1.3389%

4.2 PARAMETERANALYS AV CEV-MODELLEN

I figur 4.2 presenteras hur kiinslighetsparametrarna o3 och p férhaller sig till den fysiska variansen
av den andra tillgdngen Ss(t) respektive den fysiska korrelationen mellan de tva tillgdngarna. En
analys av hur valet av parametern v paverkar den fysiska variansen av Ss(t) respektive den fysiska
korrelationen mellan Sy (t) och Sa(t) ges i figur 4.3.

I 1 X 10
a 0.5 05F
:9 2}
= E
8 g
s 0
é 0r vq—g. 0 ]
2 :
g 3
“-0.5 -05¢
-1 : : . : : : :
-1 -0.5 0 0.5 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P o
(a) Sampelkorrelation av S1(t) och S2(t) mot p (b) Sampelvarians av S2(t) mot o3

Figur 4.2: Varden for sampelparametrar mot inmatningsparametrar i CEV-modellen.

Figur 4.2a implicerar att den uppmétta korrelationen mellan de tva tillgaingarna i CEV-modellen
ar beroende pd p. Anmiérkningsvirt ar att korrelationen har sitt minimum och maximum vid
p = —0.60 respektive p = 0.60, vilket gor att premierna fran modellerna kommer att skilja sig fran
varandra. For virden pa p ndra noll 4r den uppmétta korrelationen approximativt lika med para-
metern p, d.v.s. for —0.20 < p < 0.20 dr det mojligt att anvinda p som den fysiska korrelationen.

Genom att inspektera figur 4.2b far det majligt att utlédsa att den fysiska variansen av So(t) har ett
ytterst svagt beroende pa o2. Ett visst man av linjéirt beroende kan urskiljas, men virdemiingden
av den fysiska variansen &r ej signifikant i jimférelse med intervallet for 03. Det svaga beroendet
implicerar att o3 inte motsvarar den fysiska variansen av S3(t) i CEV-modellen.
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Vidare visar figur 4.3a att sampelkorrelationen mellan Sp(t) och Sa(t) beror pa valet av 7. Det
samma ar dven sant for variansen av Sa(t), vilken dven paverkas av viirdet pé -y, som gar att urskilja
ur figur 4.3b. Nér v 6kar, minskar den fysiska korrelationen och variansen av S (t) dkar. Okningen
av den fysiska variansen av S5(t) dr exponentiell for v > 0.7. Det gir dven att utlisa av grafen i
figur 4.3b att den fysiska variansen av Si(t) inte paverkas av valet av ~.

1 0.02 .
—— Var(S (1)
0.8+ 7Var(52(t))
- 0015+
~9 w2
= =
506} g
g <
> Z 001
= =9
2.0.4 - g
g &
i 0.005 -
0.2r
0 : : : : : 0 : : : ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
v v
(a) Sampelkorrelation av Si(t) och Sa(t) mot ~y (b) Sampelvarians av S2(t) mot

Figur 4.3: Varden f6r sampelparametrar mot v i CEV-modellen.

4.3 ANALYS AV KANSLIGHETSPARAMETRAR

Under simuleringens géng varierades kénslighetsparametrarna enligt tabell 4.2. Fér optionsspecifika
parametrar S1(0), S2(0) och eventuella barridrer eller 16senpris, &r dessa redovisade i kapitlet for
respektive option.

Tabell 4.2: Valda parametervarden.

Parameter n N T r Konstanta varden Parameterinterval
o3 100,000 1,000 1 0.02 o2 =0.30, p=0.15, v =0.50 0<o?<1
o3 100,000 1,000 1 0.02 0?2 =0.20, p=0.15, v = 0.50 0<o?<1
p 100,000 1,000 1 0.02 o7 =0.20, 05 =0.30, v = 0.50 -l1<p<l1
5y 100,000 1,000 1 0.02 02 =0.20, o5 =0.30, p=0.15 0<y<12

4.3.1 ASIATISK TWO ASSET-OPTION

Resultatet fran simuleringen med de givna variablerna i tabell 4.2 presenteras i figur 4.4. Variansen
av den forsta tillgdngen S (¢) redovisas i figur 4.4a och grafen visar tydligt hur optionspremien
for den asiatiska two asset-optionen 0kar med variansen i bada modellerna. Bada kurvorna foljer
en aningen logaritmisk trend. Det givna virdet pa ~ satt till v = 0.50, resulterar i att premien i
CEV-modellen ir ligre #n den i GBR-modellen for samtliga viirden pa o? i intervallet.

I figur 4.4b varierar 02 mellan 0 och 1 samtidigt som resterande parametrar ir konstanta. Premien
framtagen av CEV-modellen féréndras inte i nadgon storre utstrickning utan istéllet &r premien
relativt konstant vid 2.5. I GBR-modellen, diiremot, foljer premien en liknande kurva som nir o?

varierade, fast med aningen ligre viirden for alla o3.
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Figur 4.4: Simuleringsresultat for asiatisk two asset-option. Losenpris K = 50, vikt a = 0.5,

$1(0) = 51 och S(0) = 48.

Optionspremiens beroende pa parametern p kan avlésas ur figur 4.4c. Fér de givna parametrarna
avtar optionspremien for —1 < p < —0.80 och nar en minimumpunkt vid p = —0.80. Efter det att
minimumpunkten &r naddd 6kar premien linjart med p. I GBR-modellen f6ljer ddremot premien en
liknande logaritmisk kurva som aterfinns i de tidigare graferna fér GBR-modellen.

Slutligen, i figur 4.4d varierar v med de andra parametrarna vid deras konstanta virden. Gra-
fen visar tydligt hur premien fran respektive modell konvergerar med varnadra vid v = 1. For
0 <~ <0.50 & premien fran CEV-modellen n#stan konstant, for att sedan oka exponentiellt.
Dessutom &r premien fran CEV-modellen ldgre dn den framtagen av GBR-modellen for v < 1, och
hogre for v > 1.

4.3.2 ASIATISK BEST OF ASSETS OR CASH-OPTION

Resultaten fran simuleringen av den asiatiska best of assets or cash-optionen presenteras i figur
4.5. Genom att inspektera figur 4.5a gar det att se att premien Okar linjdrt med variansen av
den forsta tillgangen S7(t) i GBR-modellen och logaritmiskt i CEV-modellen. Det gar dven att
notera att premien for den asiatiska best of assets or cash-optionen ar hogre fér samtliga virden
pa o jaimfort med den asiatiska two asset-optionen. I likhet med de resultat fran den asiatiska two
asset-optionen genererar GBR-modellen hogre premier &n CEV-modellen for det givna vérdet pa

.
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Figur 4.5: Simuleringsresultat for asiatisk best of assets or cash-option. Lésenpris K = 75,

$1(0) = 100 och S5(0) = 100.

Figur 4.5b visar hur optionspremien fran de tvd modellerna varierar med o3. Grafen visar att
premien Skar linjirt med o2 i GBR-modellen, likt resultaten for 0. I CEV-modellen diremot
andras premien ytterst lite och dr approximativt konstant vid 108, vilket implicerar att det ar svag
till inget beroende pa o3 fér premien i CEV-modellen.

Genom att variera parametern p genereras de grafer som redovisas i figur 4.5¢. Grafen visar hur
premien i GBR-modellen avtar for alla virden pa p med en vixande takt for hogre virden pa p.
Premien i CEV-modellen dr ddremot avtagande fér —1 < p < 0.90 och har en minimumpunkt vid
p = 0.90, varefter premien fér optionen Okar.

Hur premien fér optionen beror pa parametern v presenteras i figur 4.5d. GBR-modellen visar
inget beroende pa +, utan ar konstant for alla virden av parametern. I CEV-modellen &r premien
konstant vid 108 for 0 < v < 0.70. For v > 0.70 6kar premien exponentiellt och de bada modellerna
konvergerar for v = 1.

4.3.3 TWO ASSET BARRIER-OPTION

Simulering av premien fér two asset barrier-optionen resulterade i de grafer som presenteras i figur
4.6. Som kan avlésas ur figur 4.6a foljer premien i CEV-modellen en 6kande logaritmisk trend for
0 < 07 < 0.40. For de resterande virdena pa o? avtar premien approximativt linjért. Motsvarande
simulering med hjilp av GBR-modellen resulterade istéllet i en strikt 6kande linjar funktion for alla
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Figur 4.6: Simuleringsresultat for two asset barrier-option. Lésenpris K = 95, barriar B = 110,

viirden pa o? i intervallet. Dessutom #r premien ligre i GBR-modellen jimfort med CEV-modellen
for samtliga viirden pa of.

Optionens beroende pa o3 redovisas i figur 4.6b. Likt beroendet pa o? dr premierna hogre i CEV-
modellen #in i GBR-modellen for alla viirden pa o3 i intervallet. Bada modellerna pavisar ett tydligt
inverterat logaritmiskt beroende pa parametern.

I figur 4.6¢ kan resultatet fran simuleringen av premiernas beroende pa parametern p urskiljas.
GBR-modellen genererar premier som ungeférligt avtar linjart med p parametern. Premien i CEV-
modellen nar en maximumpunkt vid p = —0.20 och ett minimum vid p = 0.60. Det gar &ven
att tyda ur figuren att CEV-modellen har tva skdrningspunkter med GBR-modellen, ndmligen vid
p = 0.30 respektive p = 0.70.

Slutligen, i figur 4.4d, presenteras resultatet fran simuleringen av premiens beroende pa ~. Till
skillnad fran den asiatiska two asset-optionen och den asiatiska best of assets or cash-optionen &r
premien i CEV-modellen hégre &n GBR-modellen fér 0 <« < 1. De bada modellerna konvergerar
dock vid v = 1. Likt resultatet for ovanstaende optioner &r premien konstant i GBR-modellen.
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Figur 4.7: Simuleringsresultat for lookback spread-option. Losenpris K = 194, S1(0) = 310 och
So(0) = 123.

4.3.4 LOOKBACK SPREAD-OPTION

Simulering av premien for lookback spread-optionen genom att anvinda CEV- respektive GBR-
modellen resulterade i graferna i figur 4.7. Nér o? lit varieras verkar modellerna konvergera for
o2 > 0.60, vilket kan utliisas ur figur 4.7a. Bada modellerna dkar i premie med o7, forst logaritmiskt
for 0 < 0? < 0.20 och sedan approximativt linjirt. Det gar #ven att notera att viirdemiingden for
premierna &r stor i jamforelse med de andra undersokta optionerna redovisade i ovanstaende kapitel.

Figur 4.7b visar hur premien fér lookback spread-optionen varierar for olika viirden pa o3. Till
skillnad fran hur o? paverkar premien, konvergerar inte de tva modellerna. GBR-modellen &r strikt
O6kande och CEV-modellen avtar ytterst lite. Premien adr dock alltid ldgre for CEV-modellen &n
motsvarande i GBR-modellen, likt for de andra parametrarna.

Optionspremiens beroende pa p pavisar ett linjéart avtagande beroende for alla virden pa p, vil-
ket presenteras i figur 4.7c. Resultaten for CEV-modellen visar ater igen ldgre premier &n for
motsvarande virde i GBR-modellen. En ytterligare observation som kan géras &r att premien i
CEV-modellen avtar med en aningen légre takt &n i GBR-modellen.

Nér parametern « varierades, vilket redovisas i figur 4.7d, dr premien i GBR-modellen konstant
och pavisar inget beroende pa parametern. Premien fran CEV-modellen, & andra sidan, okar ex-
ponentiellt nir v > 0.60. Som redovisats i ovanstaende kapitel konvergerar modellerna fér v = 1.
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5  DISKUSSION OCH SLUTSATS

I den hér rapporten har en Black-Scholes-marknad for tva underliggande tillgdngar hirletts (samt
generaliserats for n tillgdngar) och premien for fyra olika viigberoende optioner har simulerats
med hjilp av Monte Carlo-metoden. Vidare har tva separata modeller fér generering av sampel-
vagar anvants, testats och jamforts med varandra, i termer av bade premiers beroende pa kénslig-
hetsparametrar och deras anvidndande. Nedan foljer en diskussion om de erhallna resultaten fran
simuleringen och en jadmférelse mellan de tva modellerna.

5.1 BLACK-SCHOLES MARKNAD

Presentationen av Black-Scholes-markanden foér flera underliggande tillgangar i avsnitt 2.1 visar
att det dr mojligt att komma fram till en explicit formel f6r optioner med n stycken tillgangar.
Den framtagna formeln i (2.5) dr dock beroende av optionens utbetalningsfunktion. Kravet pa en
funktion som inmatningsparameter kan leda till att vissa optioner saknar en explicit formel for
priset d& integralen inte kan 16sas analytiskt for den givna funktionen. Avsaknaden av explicita
formler for vissa optioner pavisar vikten av simulering som metod for att berdkna optionspremier.
Den hérledda teorin ar dock fortfarande relevant for validering av simuleringsmetoderna da formler
fér enklare optioner kan anvdndas som referens. Vigberoende optioner, d.v.s de optioner som har
behandlats i den hér rapporten, har ofta antingen en komplicerad explicit formel eller saknar en
sddan helt, vilket vidare visar pa betydelsen av simulering som metod.

5.2 PREMIERS BEROENDE PA KANSLIGHETSPARAMETRAR

Genom att inspektera de fyra optionernas beroende pa kénslighetsparametrarna i avsnitt 4.3 gér
det att notera vissa likheter mellan hur premierna &ndras med specifika parametrar. En forsta ob-
servation som kan goras ir att alla premier kar med o?. Eftersom alla optioner som #r inkluderade
i det hir arbetet dr kdpversionen av respektive option, dr beroendet pa o inte 6verraskande; en
hogre volatilitet for Sp(¢) okar sannolikheten for att tillgangen ska Gverstiga 16senpriset vid slut-
dagen. Beroendet pa o2 forekommer dessutom i bade GBR- och CEV-modellen. D4 parametern i
bada modellerna gar att modellera som den fysiska motsvarigheten (se appendix A.1, dér o7 visades
vara en viantevirdesriktig skattning av variansen av Sp(t)) ar resultatet i linje med forvintningarna.

Detsamma giller diremot inte foér 03. Parametern visade sig inte direkt motsvara variansen av den
andra underliggande tillgangen S3(t) i CEV-modellen; en 6kning av 03 gav endast en liten 6kning
av variansen av S3(t) (se figur 4.2b). Den fysiska variansens svaga beroende av o3 forklarar varfor
alla utom en av optionernas premier ir konstanta nir o3 varieras. Two asset barrier-optionen &r
undantaget, d.v.s det #r den enda som paverkades av att variera o3. Effekten pa premien beror
eventuellt pa att barridroptionen &r kinsligare for variansskillnader pa grund av barridrens binéra

karaktéar.
I GBR-modellen har o3 istillet liknande paverkan som o? har pa premien. Forklaringen till det
ir att 0 i GBR-modellen motsvarar sampelvariansen for Sa(t) (se proposition A.1), vilket gor att

resultaten kan motiveras pa samma sitt som for o7.

Parametern p i avsnitt 4.2 dr inte densamma som den fysiska korrelationen mellan de underliggande
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tillgangarna S1(t) och Sa(t) i CEV-modellen. Dock kan p i stort sitt tolkas som den uppmétta
korrelationen fér vérden néra 0.

Déremot i GBR-modellen &r p ekvivalent med sampelkorrelationen mellan de underliggande till-
gangarna (se appendix A.1) och har en tydlig paverkan pé& premien for optionerna som undersokts.
Alla optioner utom den asiatiska two asset-optionen har avtagande premier fér 6kande viarden pa
p- Den asiatiska two asset-optionen har en higre premie fér storre virden pa p eftersom utbetal-
ningen blir stérre om bada tillgangarna okar i virde. Med hogre korrelation 6kar sannolikheten for
att tillgangarna ska rora sig i samma riktning, vilket ger potential for storre utbetalning.

For two asset barrier-optionen uppstod ett specialfall. For den hér optionen géller det att om Sy (¢)
och S5(t) ror sig i samma riktning s& dr det storre sannolikhet att barridren traffas och att optionen
ar virdelos pa slutdagen. Det ar darfor tydligt att 1lag korrelation &r fordelaktigt, vilket kan ses pa
grafen i figur 4.6¢, dér premien minskar linjart nér p ckar. I CEV-modellen 6kar premien initialt

och nar ett maximum vid p = —0.20, for att sedan ga mot 0 nér p ndrmar sig 1. Det hér beteendet
kan forklaras med hjélp av figur 4.6a (och figur C.1), dir det gar att se att sampelkorrelationen
har ett minimum vid p = —0.60 och att variansen av S3(t) dr som minst vid p = 0. De hér

tva sammanvigda faktorerna gor att optionens premie har ett maximum mellan deras respektive
minimum. Premien i CEV-modellen gar sedan mot 0 nar sampelkorrelationen nérmar sig 1, vilket
sker vid p = 0.60.

Genom att modellera S;(t) med GBR-modellen och Sa(t) med CEV-modellen samt lata v = 0.50
resulterar det i att So(f) far en ldgre varians &n S;(¢). Det optimala scenariot f6r en upp-och-ut
two asset barrier-option &r att Si(t) gar upp och att Sa(t) gar ned eller inte ror sig alls, vilket
forklarar varfor CEV-modellen néstan alltid har en hégre premie &n GBR-modellen. Fér de andra
tre optionerna ar det tviartom, dér &r hog varians positivt for bada tillgangarna, vilket betyder att
premien alltid &r lagre for CEV-modellen.

5.3 MODELLJAMFORELSE

Resultaten fran simuleringen pavisar att det finns en signifikant skillnad mellan de tva modellerna.
Den storsta skillnaden ér att parametern « inkluderas i CEV-modellen. Den hér parametern har
en direkt effekt pa den fysiska variansen och korrelationen samt bidrar till att modellen har en
hogre grad av flexibilitet &n GBR-modellen. Genom att inkludera v dr det mgjligt att modellera
variansen av priset pad So(t) som en funktion av priset i sig sjilvt och didrmed ta hénsyn till
havstangseffekter. Den hér flexibiliteten gor att CEV-modellen eventuellt kan anvéindas for att
mer traffsikert modellera tillgdngar med olika karaktaristik.

For att implementera CEV-modellen ordentligt &r dock valet av parametern v av yttersta vikt.
Svarigheter med att vélja virdet pa parametern sa att den pa ett lampligt sétt foljer priset pa
tillgangen finns ddremot och maéste tas i beaktning. Den komplexitet som ~ tillfor &r franvarande
i GBR-modellen, vilken inte inkluderar den parametern. Det blir saledes en avviigning mellan
modellenkelhet och flexibilitet vid valet av modell.

Parametrarna 03 och p i CEV-modellen kunde visas att inte vara vintevirdesriktiga estimatorer
av volatiliteten av So(t) respektive korrelationen mellan Si(t) och S3(t). Figur C.2 samt C.3 i
appendix visar tydligt att sampelvariansen och sampelkorrelationen dr beroende pa inmatnings-
parametrarna. Variansens och korrelationens beroende bidrar dven de till ytterligare komplexitet
nir inmatningsparametrarna ska bestimmas i CEV-modellen. Aterigen #ir GBR-modellen mind-
re komplex jamfort med CEV-modellen eftersom inmatningsparametrarna motsvarar de verkliga
parametrarna.
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5.4 SLUTSATS

Baserat pa de resultat som presenteras i kapitel 4 och den paféljande diskussionen ovan, &r det
mojligt att dra slutsatser om de tva modellerna. Som tidigare diskuterats tilliter CEV-modellen
mer flexibilitet genom att inkludera parametern -, vilket gér det mdjligt att modellera variansens
beroende av den underliggande tillgangens rorelser, dven kallat havstangseffekter. Optionerna som
beskrivs i rapporten har manga tillimpningar som innehaller andra underliggande tillgangar &n
aktier. For att pa ett sa korrekt sédtt som mojligt kunna efterlikna rérelserna av tillgdngarna och
pé sa vis generera en réttvis premie, &r CEV-modellen mer lamplig &n GBR-modellen.

Den 6kade flexibiliteten resulterar dock i att CEV-modellen blir mer komplex. Svarigheterna som
finns med att skatta inmatningsparametrarna ir stérre i CEV-modellen pa grund av att o3 och
p inte dr vintevirdesriktiga skattningar av variansen av S3(t) och korrelationen mellan S;(¢) och
Sa(t). Darmed krivs, {or att kunna utnyttja fordelarna med CEV-modellen, betydligt mer jobb
med parameterskattning jamfort med parameteranpassingen i GBR-modellen.

5.5 FELKALLOR

Vid simulering av CEV-modellen anvindes Euler-Maruyama-metoden som dr en numerisk metod
for att simulera stokastiska differential ekvationer [4]. En méjlig felkélla &r darmed denna numeriska
metod. Dock bor storleken pa felet inte paverka det redovisade resultatet av simuleringarna signifi-
kant da valideringan i avsnitt 4.2 tydligt visar att priset givet av Monte Carlo-metoden konvergerar
mot det analytiska priset.

Samtliga optioner som har avhandlats i den hér rapporten dr vigberoende, vilket gor resulta-
tet kdnsligt for val av steglingd. Med ett stort antal tidssteg exempelvis N = 1,000 minimeras
felet. Dock tenderar beridkningstiden att 6ka i proportion till N. Darmed blir valet av tidssteg en
avviagning mellan precision och berdkningstid.

5.6 VIDARE FORSKNING

Berédkningstiden kan minskas utan att 6ka konfidensintervallet genom att implementera varians-
reducerande metoder. Det skulle ocksd gora det mojligt att simulera optioner med fler &n tva
underliggande tillgangar d& just berdkningstiden &r den begrédnsande faktorn. Genom att utfo-
ra simuleringarna i ett programmeringsprak som &r battre lampat for Monte Carlo-metoden, till
skillnad fran MATLAB, skulle ett minskat konfidensintervall kunna ges med kortare berdkningstid.

Hur man ska kalibrera CEV-modellen med elasticitetsparametern ~y fér att simulera prisvariationer-
na for en verklig aktie eller liknande, &r en fragestéllning som uppkommer. Den uppméta variansen
och véntevirdet har fardiga formler till skillnad fran y-parametern. Fér CEV-modellen i en dimen-
sion har det utvecklats algoritmer baserade pa maximum likelihood-metoden, vilket skulle kunna
vidareutvecklas f6r modellen i den hér rapporten [9].
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A  BLACK-SCHOLES TEORI

I detta kapital visas en hérledning av den tvadimensionella Black-Scholes-marknaden foljt av en
generalisering for Black-Scholes-marknader i n dimensioner.

A.1 BLACK-SCHOLES-MARKNAD I TVA DIMENSIONER

Betraka den tvadimensionella geometriska Brownska rorelsen
Si(t) = Si(0)eritHor®), (A1)
dér o; = (041, 042) for i = 1,2, W(t) = (Wy(t), Wa(t)) och - betecknar den skaldra vektorprodukten.

Teorem A.1l. De stokastiska variablerna S1(t) och Sa(t) har simultantdtheten

_ log =757 — p1t
exp  —5 (10g S — At log gy — Mzt) (o-ot)h Sl@EO) _
log 52(0) 2t
fswso@y) = 2rtxy+/det(o - oT)

Darutover dr log S1(t) och log Sa(t) simultant normalfordelade med medelvirdet

m = (log S1(0) 4+ pt  log S2(0) + u2t> ,

och kovariansmatrisen C =to - oT .

Bevis. Lat X; = W;(t)/v/t € N(0,1) for i = 1,2. Da definieras priset for en tillgang som
Sl (t) = Sl (O)e.ult-‘rY17 52 (t) — Sl (0)61L2t+y27

dar
Vi = o ViX: + 012VitXs, Yo = 0 VEXy + 020V Xo.

Notera att Y7 och Y5 &r simultant normalférdelade ty slumpvariablerna &r linjadrkombinationer av
X7 och Xs. Darmed &ar vantevérdet for Y7 och Y5 noll och kovariansmatrisen ges da av

Var(Y1) Cov(Y1,Ys) of + 07y 0110921 + 012022 T
C=t =t =to-o".
Cov(Y2,Y1)  Var(Ys)

011021 + 012022 05y + 03,
(A.2)
Vidare ges vantevérdet for log S1(t) och log Sa(t) av

m = (Eog$i(1)] Ellog S2()]) = (1og1(0) + put log S2(0) + puat )
vilket konkluderar teoremets andra pastaende.

For att harleda simultantéitheten gors foljande omskrivning:

z Y
S1(t) <z e Y, <log—— — t, So(t) <z < Yy <log —— — uot.
1()_ 1> gsl(()) M1 2() 2 gSQ(O) 2
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Detta resulterar i den kumulativa simultanférdelning

Foy0),5:0(%,9) = Fy v, (log Sy — Mt log 5y — Mzt) :
Den motsvarande tathetsfunktionen ges da av
82
fsit),5:() (@, y) = mFsl(t),Sg(t)(may)

1
— ;yfyl’YQ <log ﬁ(m — it log %(0) — Mgt) .

Genom att applicera den simultana téthetsfunktionen fér Y7 och Y5 pé ovanstaende ekvationer
konkluderars ddrmed beviset. O

Proposition A.1. Den stokastiska processen som ges av (A.1) har samma fordelning som:
Sl (t) = 51(0)6#1t+6lwl(t)
So(t) = 5’2(())euthr?fz(le(lt)Jr\/1*#“"W2(t))7

_ 011021 + 012022
0, =104 + 0%, p= > — — € [-1,1].
V(0% +075)(03; +03,)
Den historiska variansen for de tvd tillgingarna S(t)1 och S(t)o dr en vintevardesriktig skattning
for @1, 2 och den historiska korrelationen dr en vintevdrdesriktig skattning for p.

(A.3)

Bevis. Hérledningen paminner om den i teorem A.l. Véntevirdet for Y; och Y5 &r noll ty de &r
linjarkombinationer av simultant normalférdelade slumpvariabler. Vidare ges kovariansmatrisen av

C—t Var(Yl) COV()/l7 YQ) —y 5'% p5'15'2
COV(YQ,Yl) Var(Yg) p515'2 5’% ’

vilket &r ekvivalent med (A.2). Den simultana tathetsfunktionen for Y7 och Y, hérleds analogt
med teorem A.1l. Den stokastiska processen (A.1) har da samma téthetsfunktion som (A.3) vilket
konkluderar teoremets forsta pastaende.

Givet den stokastiska processen (A.3) dér Sy(¢),S2(t) € [0,T], 7 = t — to &r ett godtyckligt
delintervall och h =t; — t;_1 ar steglangden. Den historiska variansen ges da av
1 - _
_92 2
- —— SR -R?,
or h(’ﬂ . 1) Z( )
i=1
dir R; for i = 1,2 #r den logaritmiska avkastningen och R #r medelvirdet av den logaritmiska
avkastningen enligt:
S(t:)

— 1
R=—-1o .
& S(ti1)

, Ry =log
0

3
wn
e~

For Si(t) fas foljande:

RO = 2t~ t0) + 01 (Wa (1) = Walto))) = puh+ (Wi (0) = Wal),
RM = i1 (t; — timy) + 51 (Wi(t) — Wi(tim1)) = b+ a1 (Wits) — Wa(tioy)).

Skattningsvariansen for S(t); ges da av

I B AR
571 = m;(RZ — RW)?
= ﬁ ;(Wﬂti) - Wl(ti—l) — %(Wl(t) _ Wl(to)))2
= h(:il—l) (;(Wl(ti) — Wi(ti—1))? — %(Wl(t) - Wl(to))2> )
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Notera att viinteviirdet av (W (t) —W (s))? motsvarar variansen av det oberoende tillskottet (W (t)—
W (s)) enligt
E[(W(t) — W(s))?] = Var[W(t) = W(s)] =t — s,

vilket ger upphov till
o7 - 1 o7 1
E[52 -9 ti —tio1) — —(t—1t =—1 (t—ty)(1—=) =32
72 = (Z( - o>) T (= (1= ) = o

Utrékningarna for So(¢) utfors pa linkande sétt:

RO = ol -+ 2 (pWi(t) - Wito)) + V1= 2(Walt) — Wa(to)))
Rz@) = ph + o2(p(Wh(t:) — Wi(ti—1)) + V1 — p2(Wa(t;) — Wa(ti—1))),

vilket resulterar i skattningsvariansen for S(¢); enligt
1 n B
2 _ (2) (2)\2
= R — R .

07'72 h(n . 1) ZZZ;( i )

Wi (t) och Wh(t) dr oberoende normalfordelade slumpvariabler med vintevirde p = 0 ty
EWr(6)Wa(t)] = E[W1 (D)]E[W»(2)] = 0.

Dérmed &r vantevirdet av skattningsvariansen for Ss(t)

3 2 2 1 _o
nh(* + (1 - )1 - )= a3

E[a-g,Q] = h(n . 1) n

Sedan introduceras Pearsons korrelationskoefficient
n 1 5 2 =
ey Sy (R — RWY(RP — R®)
n 1 D n 2 = ’
\/ﬁ Zi:l(RE ) - R(l))Q\/h(nlﬂ) Zi:l(Rz(' - R(2)2

f6ljt vinteviardena av respektive term

Pr =

1 n (1) B 1 n (2) _
E - - RY —ROHY2 | =5, & I RY —R@H2 | =5
h(n—l) ;( i ) g1, h(n—l) 1:1( i ) 09
och -~
! () A1\ p2) _ B(2) 0102 1 _
E7§ R —R R — R =—nh(l——)p= .
h(n—1) i:l( B )( i ) h(n — l)n ( n)ﬂ 0102p

Alltsa ar den historiska korrelationen
0102p _
0109

Elp-] =

en vantevirdesriktig skattning for p. Motsvarande géller for de historiska variansera for tillgdngarna
S(t); och S(t)2 d.v.s de dr vintevarderiktiga skattningar for &1 och 7.

O

Teorem A.2. (Radon-Nikodyms teorem). Lit P, P: F — [0,1] vara tvd sannolikhetsmdtt och lat
E[] beteckna vintevdrdet i dessa matt. Dd dr P och P ekvivalenta om och endast om det existerar
en slumpvariabel Z : Q@ — R sdadan att Z > 0, E[Z] =1 och P(A) = E[Z]4].

Proposition A.2. Lat {W5(t)}i>0 och {Wa(t)}i1>0 beteckna Brownska rorelser i sannolikhetsmdt-
tet P. Givet @ € R och T > 0, dd dr sannolikhetsmdattet P(A) = E[Z14] ekvivalent med P.
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Bewis. Definiera funktionen
Z(t) = e~1Wr (=02 Wa(H)=§(63+63)

dar Wy (t) och Wa(t) ar Brownska rorelser, medan 6; och 6 &r konstanter. Enligt teorem A.2 &r
Z(t) > 0 ty den dr en exponentialfunktion. Darmed &r véntevéirdet av Z(t) vid t =T

E[Z(T)] = e~ T (OI+0R {6701W1(T)792W2(T)] ) (A.4)

Notera att W;(T) ~ N (0,T) och Y; = W;(T)/V/T for i = 1,2. Saledes kan uttrycket (A.4) skrivas
pa formen:

E[Z(T)] = AR} |:6791\/TY1792\/TY2:| .
Da ar Y7 och Y, standardnormalfordelade ty
OVTY1 + 05VTYs = X, X ~ N(0,T(6? + 63)).
Foljaktligen kan (A.4) skrivas pa formen
E[Z(T)] = e~ 3 iR [e=X] .
Enligt Law of the unconscious statistician kan det tidigare uttrycket skrivas som

2

E[Z(T) e~ 5 (07+63) ( z > e — 1
=————— | exp| 55— — ¢ |dz = 1.
o /T2 1 02) J= D\ 2T (02 + 03)

Alltsa enligt Radon-Nikodyms teorem &r P(A) = E[Z14] ekvivalent med P.

O

Teorem A.3. (Girsanovs teorem i tvd dimensioner). Lat {W1(t)}i>0 och {Wa(t)}i>0 beteckna
Brownska rérelser i sannolikhetsmdttet P. Givet 0 € R och T > 0, lat P vara det ekvivalenta
sannolikhetsmattet till P. Definiera den stokastiska processen {W(t);}1>0 som

Wz(t) = W(t)l + 9¢t fd?” 1= 1, 2.
Da dr {W(t)i}tzo Brownska rorelser i sannolikhetsmattet P.

Proposition A.3. Fér alla 6 € R och T > 0 har den tvidimensionella geometriska Brownska
rorelsen i (A.1) foljande simultantdthet i sannolikhetsmdttet P:

. 1 1
T,y) = exp | —=AT - (o-0T)7! ~A) , A5
fSI(t)st(t)( y) Qﬂ_tzy\/m p ( 2t ( ) ( )

ddar matrisen

A <logslﬁ'zo)—(,u1—0-01)t>.

log 75224(0) — (g — 0 -o9)t
Bevis. Betrakta de geometriska Brownska rorelserna (A.1) och antag att de &r i sannolikhetsméattet
P. Utfor sedan variabelsubstitutionen W;(t) = W;(t) — 0;t vilket resulterar i
Sy = §;(0)elmi=0ottor WO gy 1 9,

dsr 0 = (61,05) och W (t) = (W (t) + 01, Wa(t) + 6t). Enligt Girsanovs teorem i tva dimensioner
ar variabeln W;(t) dr en Brownsk rorelse i sannolikhetsméattet P ty P ar ekvivalent med P. Darmed
ar dven simultantédtheten i de tva sannolikhetsmatten ekvivalenta, vilket skulle visas.

O
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Teorem A.4. Sannolikheten P Gr riskneutral om och endast om 6 = q,

q:

Genom att ersitta § = ¢ i (A.5) erhalls simultantdtheten for den tvidimensionella geometriska
Brownska rorelsen i det riskneutrala sannolikhetsmattet [P:

~ 1 1
x, = ex _*AT' U'UT _1'14)7
IENOENOICK) 2rtzyy/det(o - oT) P ( 2t ( )

T _ _ \0’1\2
A= (lOg STO R 2)t> . (A.6)

log 752%0) —(r— =)t

dar matrisen

Det riskneutrala priset pa en tillgang i en tvadimensionell Black-Scholes-marknad ges da av:

S; = 8,(0)elr—H I (),

dar 0; = (0'7;1,02'2) och W(t) = (W(t)l,W(t)Q) for i = 1,2

Teorem A.5. Priset av en option pd tvd underliggande tillgangar med payoff-funktionenY = g(S1(T), S2(T))
vid tiden t = 0 i en tvadimensionell Black-Scholes-marknad ges av

exp ( 1 (x y) . (U.UT)—I . <z>>
O):efrT/R/RgG\leﬁx,)\zeﬁy) orm\/det(o - oT)

)\i:Si(O)exp((r—#)T) for i=1,2.

Denna dr dven kind som Black-Scholes formel i tvd dimensioner.

dxdy,

dar

Bevis. Vintevirdet av g((S1(T), So(T )) i det riskneutrala sannolikhetsmattet P ges av:

dér A &r matrisen i (A.6). Infor sedan variablerna

7 (bg 50 |U§|2)T) = <1°g XU 032”) |

och utfor omskrivningarna

xTr =

z =25 (O)ezﬁ““#”, Y= SQ(())@?J\/THP@)T'

Inséttning av ovanstaende variabler i (A.7) ger foljande:

o1 oo ()
Blo((s1(). 521 = [ [ a(sume T )V ™) YL dway,
S1(T) = S1(0) exp((r - "’;,P)T) So(T) = S5(0) eXp((r - |U;|2>T>

dar

Da ar
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A.2 N-DIMENSIONELL BLACK-SCHOLES-MARKNAD

Det riskneutrala priset pa en tillgang i en N-dimensionell Black-Scholes-marknad ges av:

S, = 5,(0)elr= HD o W),

diir 0; = (041,042 ..., o5n) for i = 1,2, ..., N och W(t) = (Wy(t), Wa(t), ..., Wn(t)).

Teorem A.6. Den simultana tithetsfunktionen for Sy (t), Sa(t), .., Sn(t) ges av:

1

1
T1,%2,...,TN) = ex —AT'U'O'T_l'A>.
Jsr@).820)5w ) (21,22 v) xlxg...xN\/(Qﬁt)Ndet(a-aT) p( 2t ( )

dar

log 55y — Ht
o8 S8t~
log 545y — unt

Teorem A.7. Priset av en option pd N wunderliggande tillgingar med payoff-funktionen Y =
g(S1(T), S2(T), ..., Sn(T')) vid tiden t = 0 i en N-dimensionell Black-Scholes-marknad ges av:

Ale\rﬂh . )\Ne‘rxN) 1 .
/ / exp [ —= (x y) (o)L ) ey day,
2m/det(o - oT) 2 ’

dar

Ai = Si(O)eXp((r— %)T) fori=1,2,...,N.
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B EXPLICITA FORMLER FOR OPTIONSPREMIER

Nedan redovisas samtliga analytiska formler fér optionspremier som har anvints i det hér arbetet.

B.1 RELATIVE OUTPERFORMANCE-OPTION

Premien {or en relative outperformance-option vid ¢ = 0 ges av [3]:

S -
My (0) = 2 W epa,) - KerTa(a.) (B.1)
S2(0)
déar
0 log Iféi%) + (f‘:l: LU];%I) T
- o1 — 03| VT
och
N o1 — 0o 02> Jou?
=g T 2 )

B.2 UPP-OCH-UT TWO ASSET BARRIER-OPTION

Premien f6r en upp-och-ut two asset barrier-option vid ¢ = 0 ges av [10]:

. 2(p2 + po102) log 525
HY(O) = 51(0)6_7T [M(d17 €1, _p) — exXp < 0_2 20 M(d3> €3, _p) (B2)
2
2413 log 525
- KS*’I"T [M(d27627 _p) — €Xp (252(0)>M(d45647 _p) ’
03
dar
1 51(0) 4 2 T
dy = 08 — (1 +07) ’ d2:d1_01ﬁ7
O'1T
2plog 555 2plog%
dy =d 20 dy = dy + —— 20
3 ! U2\/T * 2 0'2\/T
log 5 (2 + poro2)T
(0)
e = , es = e1 + po \/T7
1 Ug\/T 2 1T pPo1
ALY ) . Yesg
3 1 0'2\/T ) 4 2 0'2\/T )
2 2
__ % __%
H1 = 2 ) H2 2 ’
och

z? — 2pxy + 12 }
M(a,b, ex —dd,
(a,,p) = 2m/1— / / p{ 2(1—p?) Y

vilken &r sannolikhetsfuktionen for en bivariat normalférdelning.

28



C PARAMETERANALYS AV CEV-MODELLEN

Sampelkorrelation
Sampelkorrelation

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0‘1
1

: 2
(a) Sampelkorrelation mot o (b) Sampelkorrelation mot o3

12 x 10

Sampelvarians
o o
[} e} —_

=
~
T

(c) Sampelvarians mot p

Figur C.1: Sampelparametrar mot inmatningsparametrar i CEV-modellen.

Sampelvariansen av So(t) ér beroende av bade p och 03, och Skar med . Dock ir sampelvariansen
vid v = 0.50 liten med ett minimum da p = 0, vilket implicerar ett svagt beroende pa ~.
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Figur C.3: Sampelkorrelation koefficient som en funktion av  och o3.
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D MATLAB-KOD

I det hér avsnittet presenteras MATLAB-koden som har anvénts fér att simulera de olika options-
premierna.

D.1 PAYOFF-FUNKTIONER

Hur utbetalningsfunktionerna togs fram och det initiala priset berdknades redovisas i féljande del.

D.1.1 ASIATISK TWO ASSET-OPTION

function [pay0ff] = PayOffTwoAssetAsian(path,weight ,K)
weightedSum = weight*path(:,:,1) + (l1-weight)*path(:,:,2);
pay0ff = max(0,mean(weightedSum) -K);

end

D.1.2 ASIATISK BEST OF ASSETS OR CASH-OPTION

function [pay0ff] = PayOffAsianBestOfAssetsOrCash (path,K)
N = length(path(:,:,1),1);
meanl = mean(path(:,:,1));
mean2 = mean(path(:,:,2));
values = [meanl; mean2; K*xones(N,1)];
pay0ff = max(0,values);
end

D.1.3 LOOKBACK SPREAD-OPTION

function [pay0ff] = PayOffLookbackSpread(path,kK)
difference = abs(path(:,:,1)-path(:,:,2));
pay0ff = max(0,difference-K);

end
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D.1.4 TWwO ASSET BARRIER-OPTION

function [payOff]

end

D.2 GENERERING AV SAMPELVAGAR MED GBR-MODELLEN

= PayOffTwoAssetBarrier (path,K,B)

n = length(path(:,:,1),2);

pay0ff = zeros(1l,n);

for i = 1:n

if max(path(:,i,2)) >= B

pay0ff (i)

else

0;

pay0ff (i) = max(0,path(end,i,1)-K);

end
end

function [path]

end

h = T/N;

q
rho

StockPaths(s,sigma,r,T,N,n)

ones (N,n) ;
sigma(l,:)*sigma(2,:)’/(norm(sigma(l,:))*norm(sigma(2,:)));

Wi = sqrt(h)*randn(N,n);

W2 = sqrt(h)*randn(N,n);
sigmal = norm(sigma(1l,:));
sigma2 = norm(sigma(2,:));

pathl = s(1)*exp((r - sigmal~2/2)*h.*cumsum(q)...
+ sigmal*cumsum(W1l));
path2 = s(2)*exp((r - sigma2~2/2)*h.*cumsum(q) ...

+ sigma2*(rho*xcumsum(W1) + sqrt (1

path(:,:,1)
path(:,:,2)

[s(1)*ones (1,n);pathl];
[s(2)*ones (1,n);path2];
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D.3 GENERERING AV SAMPELVAGAR MED CEV-MODELLEN

function [path] = CEVPaths(s,sigma,gamma,r,T,N,n)

end

h = T/N;

pathl = zeros(N,n); pathi(1l,:) = s(1);
path2 = zeros(N,n); path2(1,:) = s(2);

dwi
dw2

sqrt (h) *randn(N,n) ;
sqrt (h) *randn (N,n) ;

for i = 2:N
path1(i,:) = path1(i-1,:).*(1 + rxh...
+ (sigma(1,1)*dW1(i,:) + sigma(1,2)*dW2(i,:)));

path2(i,:) = path2(i-1,:).*%(1 + r*h + (sigma(2,1)*dW1(i,:)))...

+ sigma(2,2)*path2(i-1,:). (gamma) .*xdW2(i,:);
end

path(:,:,1) = pathl;
path(:,:,2) path2;

1]
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