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Popularvetenskaplig presentation

Kan matematik radda liv?

For behandling av cancer har kombinationen av kemoterapeutisk- och immuno-
terapeutisk behandling visat sig vara en effektiv metod. Dock kan behandlings-
metoder som dessa medféora avseviarda problem i form av svira biverkningar.
Idag fokuserar darfér mycket forskning pa att minska tumorstorleken samtidigt
som doserna lakemedel halls sd sma& som mdojligt. Ett tids- och kostnadseffek-
tivt satt att studera sddan dynamik idr med hjilp av matematisk modellering.

Cancer ér ett samlingsnamn for sjukdomar som orsakas pa grund av ohdmmad celldelning
som slutligen kan bilda tumorer, vilka kan vara dédliga. Tvéa vanliga behandlingsmetoder
mot cancer, vilka ofta kombineras, ar immunoterapi och kemoterapi. Behandlingarna kan
tyvérr medfora negativa bieffekter. Av den anledningen 6nskar man att minska tumorstor-
leken samtidigt som dosen likemedel halls sa lag som mdojligt. Detta problem angrips med
fordel genom matematisk modellering dér olika matematiska metoder kan anvindas for att
fa fram en optimal behandling av cancern.

I dagsldget finns det Gver 200 kéinda typer av cancer i olika form. Gemensamt for alla typer
ar att sjukdomen péverkar kroppens celler och uppstar genom ett fel i genernas DNA som
gor att cellerna delar sig okontrollerat. Alla sorters cancer klassas som allvarliga och var-
je ar okar antalet drabbade. Tack vare avancerade diagnosmetoder och forskning har nya
effektiva behandlingar kunnat tas fram vilket leder till att allt fler drabbade Gverlever sin
sjukdom.

Tva vanliga behandlingar som appliceras i praktiken dr immunoterapi och kemoterapi.
Kroppens egna immunforsvar spelar en stor roll i bekdmpningen mot fraimmande bakterier
och virus. Tumorer bestar dessvarre av kroppens egna celler, vilket forsvarar identifiering av
dem f6r immunforsvaret. Immunforsvaret behover dérfér hjilp i bekimpningen och identi-
fieringen av tumorceller, vilket dr grundtanken bakom immunoterapi. En annan metod for
bekdmpning av tumorceller ar kemoterapi som bidrar till att stoppa eller bromsa tillvaxten
av tumorceller, vilka vixer och delar sig snabbt. Denna metod har visat sig vara valdigt
effektiv i sin verkan men medfor stora biverkningar for patienten da den slar ospecifikt mot
alla celler som delar sig snabbt och inte bara mot tumorceller.

Problematiken kring sjukdomens allvarliga konsekvenser och de bieffekter som medfoljer
behandlingen leder till en svar avvigning inom sjukvarden da patienten insjuknar av tu-
mortillvixt. En effektiv behandling borde stréava efter att uppnéa en tillrécklig minskning
av tumorstorleken samtidigt som patienten far en minimal mangd av ldkemedel. For att
utarbeta en sadan behandlingsmetod har det visat sig vara onskvért att kunna kombinera
kemoterapi och immunoterapi pa en sddan niva att behandlingens bieffekter kontrolleras.
Detta kraver kunskap om bland annat behandlingarnas interaktion med varandra, tumor-
celler, immunceller och kroppen som helhet. Ett sétt att studera sddan dynamik ar med
hjalp av matematisk modellering.

Anvéandningen av matematiska modeller for simulering av dynamiska biologiska processer
blir alltmer vanlig i praktiken. De senaste decennierna har sadana matematiska metoder
blivit alltmer nédvéandiga inom cancerforskning, da de hjalper oss forsta cancerpopulatio-



nens svar till kliniska ingrepp. En val fungerande matematisk modell kan utgéra grunden
i en mycket tids-och kostnadseffektiv metod for att ta fram en optimal behandlingsmetod,
bland annat eftersom man kan undvika langdragna ménniskostudier. Det kan ocksa moj-
liggora att specifika patienter kan behandlas med s& fa negativa konsekvenser fran sjilva
behandlingen som maojligt.

Detta arbete syftar till att undersoka en tidigare framtagen matematisk modell for att
beskriva ett tumdér-immunsystem. Med denna modell som grund studeras metoder for att
ur ett matematiskt perspektiv faststéilla vilken kombination av cellgifter och immunote-
rapi som mest effektivt minimerar tumorbérdan. Tvé olika angreppssétt presenteras och
utvirderas, for att faststilla vilket av dem som &r att foredra vid framtida forskning. Olika
numeriska berdkningsmetoder presenteras och appliceras for att sedan implementeras och
studeras genom modellering i programspraket matlab. Rapporten syftar &ven till att kunna
ge forslag pa forbattringar och studieomraden infoér framtida forskningsarbeten.

Resultaten fran arbetet visar att metoderna skulle kunna underlatta faststéllandet av den
optimala behandlingen av tumorer med kemoterapi och immunoterapi, men vidare forsk-
ning bor utféras for att kunna ta fram medicinskt anvéndbara resultat. Modellen som
studeras visade sig vara bristfilligt forenklad och en mer verklighestrogen modell bor dér-
for utvecklas for framtida studier.

Detta arbete visar att med vidare forskning kring modeller s kan studerade matematiska
metoder mycket vél bidra till en optimal behandling av cancer. P4 sa vis kan forhoppnings-
vis matematiken bidra till att patienter med cancer far en sa bra behandling som méjligt,
samtidigt som deras vilmaende inte kommer i klam.



Sammanfattning

I denna rapport understker vi en matematisk modell, i form av ett system av ordinéra
differentialekvationer (ODEs), som beskriver dynamiken hos ett tumér-immunsystem
med kemoterapeutiska savil som immunoterapeutiska ldkemedel. Vi utvecklar en opti-
meringsmetod for 1osningen av ett parameteridentifieringsproblem (PIP) for systemet
med ODEs, i syfte att minimera antalet tumorceller séavil som den kemoterapeutis-
ka och immunoterapeutiska likemedelsadministreringen. Vi formulerar minimierings-
problemet fér Tikhonovs regulariseringsfunktional samt fér en méalfunktional, vilken
behandlas av biomedicinska forskare i tidigare publikationer. For att minimiera bada
funktionalerna anvénds Lagrange metod och optimisieringsalgoritmen formuleras, vil-
ket involverar 10sning av framat- och adjointproblemen. Framat- och adjointproblemen
16ses utifran Newtons metod, vars noggrannhet implementeras och testas. Metoder for
16sning av problemet formuleras, verifieras och testas darefter numeriskt i matlab. Re-
sultatet lagger grund for en diskussion som verifierar Newtons metod och presenterar
den som anvéandbar for framtida arbeten. Resultatet pavisar &ven ett behov av att
forbéttra den matematiska modellen inf6r framtida arbete, da den visar sig vara brist-
fallig. Vidare diskuteras skillnader och likheter mellan funktionalerna for att faststélla
vilken funktional som bor anvéindas i fortsatta studier. Slutligen analyseras epidemi-
ologiska fynd utifran vara analytiska slutsatser.

Abstract

In this thesis, we consider a mathematical model, in the form of a system of ordi-
nary differential equations (ODEs), which describes the dynamics of a tumor-immune
system with chemotherapeutic as well as immunotherapeutic drugs. We develop an
optimization method for the solution of a parameter identification problem (PIP) for
the system of ODEs, in order to minimize the number of tumor cells as well as the
chemotherapeutic and immunotherapeutic drug administration. We formulate the
minimization problem for the Tikhonov regularization functional and for an objective
functional, which was considered by biomedical researchers in previous publications.
To minimize both functionals we use the Lagrangian approach and formulate the opti-
mization algorithm, which involves solution of the adjoint and forward problems. The
adjoint and forward problems are solved by using Newtons method, whose accuracy is
implemented and tested. The methods for the solution of the problem are also formu-
lated, verified and numerically tested in Matlab. The results give rise to a discussion
that verify the accuracy of Newtons method and present it as useful for future work.
Additionaly, the results show a need to improve the mathematical model in future
work since is shown to be deficient. Furthermore, differences and similarities between
the two functionals are discussed to determine which functional is preferable to use in
future studies. Finally, epidemiological findings are anaylzed based on our analytical
conclusions.
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Forord

Den har rapporten ar ett kandidatarbete vid institutionen Matematiska vetenskaper pa
Chalmers tekniska hogskola. Arbetet ar forfattat av Ella Guiladi, Louise Leonard, Noel
Waters, och Robin Nilsson.

Alla i gruppen har varit delaktiga i alla de olika momenten i projektet, men vissa uppdel-
ningar har gjorts under gemensamma planeringstillfallen varje vecka. Framforallt har hela
gruppen bidragit med diskussion kring alla avsnitt. Bidragsrapport, tidslogg och projekt-
dagbok har forts under arbetets gang for att klargéra de individuella prestationerna.

Ella har arbetat med avsnittet om konvexitet, derivering av bevis for konvexitet, derive-
ring av adjointproblemen och Jakobianerna, Newtons metod samt bidragit till avsnittet
med teorin kring korrekt och icke-korrekt stéllda problem. Ella har skrivit stor del av al-
la resultat och diskussions delar och bidragit till utvirdering av modellen. Ella har &ven
skrivit inledningen, populédrvetenskapliga texten, sammanfattning, abstrakt samt slutsats.
Louise har arbetat med avsnittet som beskriver modellen, derivering av adjointproblemen
och Jakobianerna, Newtons metod samt avsnittet med teorin kring inversa problem och
korrekt och icke-korrekt stéllda problem. Louise har &ven skrivit utviarderingen av model-
len, bade i resultat- och diskussionsdelen, samt varit delaktig i jamforelsen mellan ODE45
och Newtons metod och utvirdering av numeriska berakningsmetoder. Noel har arbetat
med Lagranges metod och derivering av Fréchetderivatan for bada funktionaler. Noel har
ocksé fokuserat pa teorin om maéalfunktionalen och dess anvindning, samt bidragit till te-
orin angaende Tikhonovs regulariseringsfunktional. Noel har bidragit till att skriva koden
och varit delaktig i att framstélla arbetets figurer. Vidare har Noel skrivit stora delar av
resultatdelen och diskussionsdelen, daribland utvardering av modellen samt arbetat med
slutsatsens innehall. Robin har statt for avsnitten med Lagranges metod, derivering av
Fréchetderivatan, grafiska resultat, diskussion och slutsats kring dessa samt férenklingar
av modellen. Robin har ocksa varit delaktig i utvarderingen av BVP4c, samt varit delaktig
i jamforelsen mellan ODE45 och Newtons metod. Robin har &ven skrivit storre delarna av
matlabkoden samt delar av konvexitetstestet.

Vi vill slutligen rikta ett stort tack till var handledare Larisa Beilina for den hjalp hon gett
oss under arbetets gang och hennes tydliga engagemang i &mnet.



1 Inledning

Cancer ar ett samlingsnamn pa sjukdomar som orsakas pa grund av ohdmmad celldelning
som slutligen kan bilda tumorer, vilka kan vara dodliga [1]. Madnniskans egna immunforsvar
spelar en stor roll i bekdmpningen av frimmande bakterier och virus med hjélp av kroppens
immunceller. Tumorer bestar dessvérre av kroppens egna celler, vilket gor det svarare for
immunforsvaret att identifiera dem som farliga. Det innebér att immunsystemet behover
hjalp for att bli mer effektivt i att identifiera och attackera tumorceller genom stimulering
av de vita blodkroppar som ingar i immunférsvaret, vilket dr grundtanken bakom immu-
noterapi [2]. En annan metod f6r bekdmpning av tumorceller dr kemoterapi, en behandling
som slar hart mot celler som véxer och delar sig snabbt. Den ar darfor effektiv mot tumo-
rerceller, som karakteriseras av sin snabba reproduktionshastighet [3]. Dessvérre ar dagens
kemoterapi oselektiv i sin verkan vilket innebér att méanga typer av celler kan drabbas, i
synnerhet de som normalt delar sig snabbt, exempelvis har- och hudceller. Det forklarar
vanliga biverkningar som haravfall, illamaende och minskat antal blodceller [4].

For att utarbeta effektiva behandlingsmetoder har det visat sig vara anviandbart med en
kombination av kemoterapi och immunoterapi fér applicering pa olika tumdér-immunsystem
[5]. For att forstd och utveckla kunskapen angéende dynamiken hos sddana system har
teoretiska studier om cancer genom matematisk modellering varit en anvindbar metod.
Tidigare forskare har bland annat presenterat en matematisk modell som beskriver tumor-
tillvixt med anvéndning av en kombinerad behandling av kemoterapi och immunoterapi
[6]. Det finns &ven forskning som har fokuserat pa dynamiken hos tumér-immunsystem
[7, 8, 9] samt forskare som presenterat modeller vilka beskriver optimal kontroll av tumér-
tillvéixt [10, 11, 12]. Sadan forskning &r anvindbar i sokandet efter effektiva strategier for
att hdmma och minska spridning av sjukdomen, samtidigt som administreringen av ldake-
medel minskas.

I den hér rapporten utgar vi framst ifran modellen som beskrivs i projektartikeln [13]. Detta
i syfte att undersoka en modell for tumortillvaxt som illustrerar effekten av tumor-immun
interaktioner med kemoterapeutiska savil som immunoterapeutiska behandlingar. I pro-
jektartikeln [13] presenteras en matematisk modell och en tillhérande mélfunktional. Detta
i syfte att ur ett matematiskt perspektiv minimera tumortillvixten samt anvindandet av
lakemedel, beskrivet i modellen. Ett syfte med arbetet &r saledes att undersdka och utvér-
dera den matematiska modell och den tillh6rande malfunktionalen samt metoder for att
angripa detta problem. En ytterligare del av vart arbete &r en presentation av Tikhonovs
regulariseringsfunktional och en jamforelse av den med méalfunktionalen som presenteras i
[13]. Vi undersoker &ven vilken av funktionalerna som &r mest lamplig att fortsitta arbetet
med samt ger forslag pa mojliga forbéattringar och studieomraden till framtida arbeten.

Rapporten inleds med en presentation av modellens uppbyggnad och funktion under av-
snitt 3 om den matematiska modellen. Problemet som presenteras i rapporten dr ett inverst
problem, vilket beskrivs under avsnitt 3. I avsnitt 4 formuleras minimeringsproblem ge-
nom presententation av Tikhonovs regulariseringsfunktional, malfunktionalen samt test pa
konvexitet for att bevisa mdjligheten att hitta globala minimum. I avsnittet om Lagranges
metod beskrivs en metod for 16sning av optimeringsproblem som sedermera appliceras
for att stéka minimum till funktionalerna. Under numeriska berdkningsmetoder presen-
teras Newtons metod for 16sning av framat-och adjointproblemet, BVP4c, ODE45 samt
konjugat-gradient metoden som anvénds i rapporten. I avsnittet om numeriska jamforelser



och utvarderingar gors en analys och jamforelse av de numeriska metoder som anvénds och
beskrivs. Resultatet som beskriver det dynamiska beteendet hos tumor-immun modellen
presenteras i form av figurer som illustrerats via matlab. I resultatet utvirderas &dven den
presenterade modellen. Rapporten avslutas med en diskussion och slutsats som visar pa
att vidare forskning kravs for att kunna applicera teorin i praktiken.

2 Matematisk modell

Den matematiska modellen som anvénds for att beskriva tumor-immunsystemet behandlat
med kemoterapi och immunoterapi &r hidmtad fran den rapport som projektet baseras
pa [13]. Tidsdoménen for problemet definieras av €%, = [0,¢7],ty > 0. Modellen ir ett
initialvirdesproblem med f6ljande ordinéra differentialekvationer,

4L — rT(1 — pT) — nTI — q1 D1 T,

2
B = s+ P + 228 — o TT — pul — gu D1,
oy (2.1)
i =uw — 7D,
Dy _

e = u2 — 7202,

och med initialvillkor 7'(0) = Ty, I(0) = Iy, D1(0) = Dy, samt D2(0) = Dg,. System (2.1)
ar det framatproblem som behandlas i rapporten. Funktionerna 7' = T'(t) och I = I(t)
representerar biomassan av tumorceller respektive immunceller och Dy = D;(t) samt
Dy = Dy(t) representerar méngden kemoterapeutiska respektive immunoterapeutiska 1&-
kemedel i blodet. Kontrollparet uy = uq(t), us = wuz(t) representerar den utdelade dosen
kemoterapeutiska respektive immunoterapeutiska likemedel under tiden ¢ € ;. Samtliga
modellparametrar r, p, a1, as, s, p, h, B8, 1, 9, Y1, V2, q1, g2 ar icke-negativa konstanter
som beskrivs i projektartikeln [13] och dess virden definieras i appendix C.

For att underldtta infors beteckningarna y(t) = (T'(¢t), 1(t), D1(t), D2(t)) och u(t) = (u1(t), ua(t)).
Modellen (2.1) kan da skrivas som

dy(t) _
g = fy(t),u(?)),

{y&t)) = Yo. 2.2)
I ekvationen &r yo = (7°(0), 1(0), D1(0), D2(0)) := (Tv, Lo, D1y, D2,) och f = (f1, fo, f3, f1)

ar definierad som hogerledet i system (2.1):

fi=rT(1 —pT) —a1TI — q1D1T,

T2 Dol
fo= s+ £ + 222 — o TT — ul — gD 1,
fz=u1 —mnD,
fa =ua —y2D>.

3 Korrekt och icke-korrekt stillda inversa problem

Lat By och Bs vara Banachrum. Lat &ven G C Bj vara en 6ppen méngd i B; och F': G —
By en operator. Antag nu att y € Bs och att vi séker x € G sadan att

F(z)=uy. (3.1)



Ett problem pé denna form &r ett sa kallat inverst problem. Problemet att identifiera
u = (u1,uz) utifran kinda funktioner T, I, Dy, Dy fran system (2.1), motsvarar ett in-
verst problem pa formen av ett parameteridentifikatonsproblem. Detta innebér att u ar en
parameter till en differentialekvation och F(u) = y &r 16sningen till differentialekvationen
14, 15].

Ett inverst problem ségs vara korrekt stallt enligt Hadamard om det existerar en 16sning
x = z(y) for varje y sddan att F'(x) = y samt att varje sddan 16sning ar unik och &r en
kontinuerlig funktion av y [16]. Om dessa villkor inte uppfylls sdgs problemet vara icke-
korrekt stéllt. Att ett problem &r icke-korrekt stéllt medfor svarheter i att hitta dess 16sning
numeriskt, eftersom brus i observationen y kan generera stora fel i l6sningen = = z(y).
Parameteridentifikationsproblem &r ofta icke-korrekt stéllda, varpa regulariseringsmetoder
kan anvindas for att 16sa problemen numeriskt [15, 17, 18]. I det hér arbetet antas darfor
att problemet att identifiera u; och wug utifran (2.1) ar icke-korrekt stéllt.

4 Minimeringsproblemet

Det 6vergripande méalet med projektet ar att ta fram en matematisk metod, med vilken
syftet dr att minimera de negativa effekter som tumoren medfor. I arbetet foreslas tva
olika metoder for att angripa problemet. Det ena angreppsséittet involverar inférandet
av Tikhonovs regulariseringsfunktional for 16sning av det inversa problem som beskrivs i
avsnitt 3. Méalet ar att utifran énskvéirda observationer péa tumortillvixten kunna bestdmma,
vilka doser u; och us som korresponderar mot de observationerna, vilket mojliggors via
Tikhonovs regulariseringsfunktional. Ett annat sétt att angripa problemet &r genom att
inféra en specifik malfunktional, som presenteras i sektion 4.2, dér malet blir att hitta det
kontrollpar u;, ug som minimerar denna malfunktional. Detta ger i sin tur en minimering
av tumortillvaxten T samtidigt som lakemedelsdoserna w1, ug halls laga, vilket ar énskvart
da alla tre komponenter ar skadliga.

4.1 Tikhonovs regulariseringsfunktional

Antag att y* € F(G) &r observationer till systemet (2.1) utan brus samt att vi har
observationer med brusniva § > 0. Definiera dessa observationer som ys € Bsly*|, dir

Bsly*] ={y : lly — y*||B, < 0} [15].

Notera att problemet F'(x) = y har en exakt 16sning z* sddan att F(z*) = y*, men har
generellt inte nagon 16sning for brusig data ys till f6ljd av att problemet kan vara icke-
korrekt stallt. For att hitta losningen till F'(z) = y;s avser vi darfor att konstruera en familj
av approximerade 16sningar {xs} € G som konvergerar till z* da § — 0. For detta &ndamal
definieras

By, = ||F(x) = ysllB, (4.1)

varpé vi soker ett ys € G som minimerar Ey, [15]. For att sékerstélla att man vid minime-
ring av I, stannar inom en omgivning av nagot xo som man a prior: vet ar tillrdckligt néra
den sanna Iosningen x*, kan Tikhonovs regulariseringsfunktional anvéndas, given enligt

1 Q
Eq(z) = 5\|F(:U)—ya\l232 +§Hw—:vo|!?;- (4.2)



Den férsta termen i E, motvarar E,, definierad i (4.1), medan den andra termen &r regu-
lariseringstermen med regulariseringsparametern « := «(d) som bestams i forhallande till
0 > 0 [15, 17, 19]. Centrala egenskaper for « &r att storleken pa parametern méaste mins-
ka monotont och g& mot noll om Tikhonovs regulariseringsfunktional anvénds iterativt [20].

Omskrivning av Tikhonovs regulariseringfunktional for anpassning till projektets system
(2.1) ger

4
1 .
Eay,u) =5 /Q (g5 — gz dt+) o [ (w—u))? dt, (4.3)
j=17"f i

Hér &r g; given testdata under tidsintervallet (t1,t2) dér t1,t2 € Q. uY &r initialgissningar
pa uf och o = oy(0) ar regulariseringsparametrar. Funktionen z; = z¢(t) gor (y; — g;)
kontinuerlig och ar definierad enligt

1 tE[tl—l-?C,tg—QC],
Zg(t) =40 t € [ta — (,t2) Ult1,t1 + (], (4.4)
6(0,1) tE(tQ—QC,tQ—C)U(t1+c,t1+2C).

Da vi endast avser att anvinda observationer pa forsta elementet av y, d.v.s. observationer
pa y1 = T, studerar vi istéllet foljande variant av (4.3):

2
1 Q
E.(y,u) = 2/Q (T — g1)%2¢ dt + E 2/Q (u; — u?)? dt. (4.5)
‘s i=1 ‘s

4.2 Malfunktionalen

I [13] definieras syftet med arbetet som att sdka det optimala kontrollpar u = (u1, u2) som
minimerar méalfunktionalen

E(y,u) = /Q (T + Byu? + Bgu%)dt, (4.6)

d& tumortillvixten beskrivs av system (2.1). Regulariseringsparametrarna B; och kvadra-
terna pa wu; for i = 1,2 reflekterar den relativa respektive hoga allvarligheten hos de tva
typerna av medicinering. Beroende pa hur By och By viljs ser dérfor 16sningen for det op-
timala kontrollparet u, ug olika ut. I [21, 22, 23] stélls liknande malfunktionaler med bade
linjara och kvadratiska termer upp. Motivet till utseendet pa malfunktionalernas integrand
i artiklarna bygger pa en analys fran forfattarna av vad som &r viktigt att minimera. Ex-
istensen av de optimala kontrollpar motiveras via ett antal villkor beskrivna i [24]. Det
optimala kontrollparet u; for ¢ = 1,2 maste dessutom tillhora en tillaten kontrollméngd
My, = {ui(t) s ui(t) € [0,1] dat € Q, } for i = 1,2, d.v.s. u; € My, for i = 1,2 [13, 25].

5 Konvexitet

Ett konvext optimeringsproblem ar ett optimeringsproblem med en konvex funktion och
en konvex tillaten méangd [26], vilket ges av definition 1.

Definition 1. Konvexa optimeringsproblem
Ett konvext optimeringsproblem avser att hitta det € C', * som uppnar ing f(z), dar
Te



f(x) ar en konvex funktion och C &r en konvex méngd. Om en siddan punkt x* existerar
ar den en optimal punkt.

Ett konvexitetstest behover genomforas pa bada funktionalerna i syfte att underséka maoj-
ligheten att hitta globala minimum. Om funktionalen uppfyller de globala konvexitetskra-
ven kommer varje lokalt minimum att vara ett globalt minimum, vilket &r det som soks.
Det kan dadremot finnas bade lokala och globala minumum vilket isafall innebér att en
béttre initial gissning behover goras, se avsnitt 1.4.2 ur |26].

5.1 Konvexitetstest for Tikhonovs regulariseringsfunktional

Konvexitetstestet for Tikhonovs regulariseringsfunktional kan utforas i enlighet med teorin
som presenteras i [19]. Funktionalen kan dér visas vara lokalt starkt konvex under anta-
gande att initialgissningar u; och usg ar tillréckligt bra och att regulariseringsparametrarna
a1 och aop valjs pa ratt sitt, se appendix A.

Det finns andra metoder som kan géra Tikhonovs regulariseringsfunktional globalt konvex
t.ex. dr Carlemans viktfunktionsmetod &r en metod for att géra funktionalen globalt kon-
vex genom att skapa en ny funktional som &r strikt konvex i méngden [27].

5.2 Konvexitetstest for malfunktionalen

Vi har antagit att malfunktionalen &dr konvex for att kunna fortsdatta arbetet. Daremot har
vare sig ett rigorost bevis eller en kélla hittats for detta antagande. I fortsatta arbeten bor
dérfor ett bevis utforas for att bekrafta detta antagande.

6 Lagranges metod

Lagranges metod &r en metod for att 16sa optimeringproblem med bivillkor [26]. Betrakta
optimeringsproblemet

min f(x)

zeX

givet att gi(z) =0, i =1,...,m,
For att 1osa denna typ av problem med Lagranges metod introduceras den sa kallade
Lagrangianen L(x) samt Lagrangemultiplikatorn A. Saledes studeras istéllet

min L(x) = f(x) + 2712 Aigi(z)

Metoden anvinds for att strukturera sokandet efter ett minimum av funktionaler. I arbe-
ten déar malfunktionaler anvinds, sasom [13, 21, 22, 23], anvinds Pontryagins maximum-
princip som i viss man liknar Lagranges metod. I denna rapport studeras anvindadet av
Lagranges metod for sckandet av ett minimum for méalfunktionalen och Tikhonovs regu-
lariseringsfunktional. For motivering till anvindning och uppstéllning av Lagrangianen se
[14].



6.1 Minimering av Lagrangianen

Av Lagranges metod fas att Lagrangianen med Tikhonovs regulariseringsfunktional (4.5)
kan skrivas som

L(v)zEa@,uHi /Q Ai<dyl fily, >) , (6.1)
i= ty

och att Lagrangianen med malfuntionalen (4.6) kan skrivas som

L) = Blp) + 3 Lo (% ) e (62)

dar v=(y,A\,u) och \; ar Lagrangemultiplikatorer. Tikhonovs regulariseringsfunktional
E,(y,u) ar definierad som i (4.5)och malfunktionalen E(y,u) &r definierad som i (4.6).
For att L(v) for Tikhonovs regulariseringsfunktional respektive malfunktionalen ska vara
valdefinierade infoérs rummen H;, H /{ och U pa foljande satt:

Hg}( tr) —{fEHl(Qtf) f(O):CeR},
U HleleQ(Qtf)

och later v € U. Har ar H' Hilbertrum och Ly dr Lo-rummet. For att hitta minimum till
Lagrangianen soks saledes ett v : L) (v)(0) =0, v,0 € U dér L] (v)(v) dr Fréchetderivatan
av L med avseende pa v [14]. I appendix B hérleds Fréchetderivatan.

6.2 Fréchetderivatan av Tikhonovs regulariseringsfunktional

For att erhalla Fréchetderivatan av Tikhonovs regulariseringsfunktional (4.5) beréknas
L df(y.u)
i (ai(ui —ud) — ; Ajjdu;> dt fori=1.2, (6.4)

;i(u)(ﬂi):/ﬂt <dy2 fi(y, )) dt fori=1,.4, (6.5)

'T(v)(T)=/Q T((T—m 2= — dAl Z jdf] Ak )dt (6.6)

tf

och

4
_ _ [ dX dfi(y,u) .
/ _ 4i\Y, _
Ly, (v) (i) = /Qtf —Yi y + '221 Yy du; dt fori=2,.4. (6.7)

Ekvationerna (6.6) och (6.7) tas fram genom att partialintegrera termen th )\% dt. Vi
f

kan dérefter genom (B.2) skriva



memzéw<ﬁﬁ( E:A%£;>

4
+T((T —g1)% — % > N dfzé%ﬂ))

+Z ym< +Z/\ df”yy’ )>> dt, (6.8)

m

vilket genom att samla alla termer med 7, A respektive @, kan skrivas pa mer kompakt

form som
@@= [ A - ) a
s

a df(y,
—1—/Qtfzj<(T—91)zCP—dt—)\ Iy “)> dt

dy
v
Qtf

dar P = (1,0,0,0). For att hitta ett nollstélle till Fréchetderivatan (6.9), d.v.s. L] (v) =0
for nagot v € U sa ansétts

a<a<u - Adfg“/’“)> dt. (6.9)

U

Y — fly,u) =0
dt Y ’ 6.10
{mm—m, (6.10)
df (y,u
D= N (T — gy)ze P, (6.11)
Aty) =0,

och vi soker da det kontrollpar w1, ug som ger

\Y(,u)

du
Notera att (6.10) svarar mot framéatproblemet (2.1) och att (6.11) utgor grunden for ad-
jointproblemet for Tikhonovs regulariseringsfunktional, se sektion 6.4.1. Vidare géller att
(6.12) kan skrivas ut till tva explicita ekvationer som beskriver det kontrollpar u;, us som
minimerar (4.5) enligt

alu —up) — =0. (6.12)

A
u =22 49 (6.13)
aq
och \
uy = =2 + 4. (6.14)
a2



6.3 Fréchetderivatan av malfunktionalen

Fréchetderivatan av malfunktionalen (4.6) erhalls via sambanden

L;i(v)(ui):/Q uz<2Bul Z)\ df]) dt fori=1,2, (6.15)
ty

L’)\i(v)(f\i):/g (dy’ iy, )) dt fori=1,.. 4, (6.16)
tr

'T(v)(T):/Q <1—6M1— jdfﬂ v, 4 ) dt, (6.17)

och

L0 = | 3 ] (-5

dér (6.17) och (6.18) aterigen fas med hjilp av att partialintegrera termen th )\% dt.
f
Darefter erhalls via (B.2) att

/QZul<QBul ZA df] )

ty 4=1

k=1

4
= d)\l dfl(yvu)
T(1-=L -
+< dt PR dT

4
Z C(l > dt fori=2,..,4, (6.18)
—1 Z

4 4
_ dAm dfn(ya U)
E —UYm| —— E Ap———= | dt. 6.19
i m=2 y ( dt " n=1 dym ( )

Pa samma sitt som for Tikhonovs regulariseringsfunktional kan alla termer med g, A
respektive 4 samlas och (6.19) kan skrivas pa mer kompakt form som

L) = [ A((G - ) d

f
dA df (y, )
+/Q,f (P at N dy > “
_ df(y,U)>
Bu - YW .
+ /Q . u<2 L) ar, (6.20)



dar P = (1,0,0,0). For att hitta ett nollstille till Fréchetderivatan (6.20), d.v.s. L] (v) =0

for nagot v € U s& ansétts
d
y(0) = yo,

S ()
aw =P =27 (6.22)
Alty) =0,

och vi soker det u; och ug som ger

df (y,u)
2Bu — A= = 0. (6.23)

Notera att (6.21) svarar mot framatproblemet (2.1) och att (6.22) utgér grunden f6r adjo-
intproblemet for malfunktionalen, se sektion 6.4.2. Vidare géller att (6.23) kan skrivas ut
till tva explicita ekvationer som beskriver det kontrollpar w1, us som minimerar méalfunk-

tionalen (4.6) enligt
A3

=2 .24
DY (6.24)
respektive
A4
= — 6.25
“2 =58, (6.25)

6.4 Adjointproblemet

For att hitta uy, ug fran (6.13) och (6.14) via Tikhonovs regulariseringsfunktional eller
fran (6.24) och (6.25) via malfunktionalen, krivs att A3 och A4 berdknas. Att hitta A; for
i=1,2,3,4, dir \i(ty) =0, ty € 4, utgdr det sa kallade adjointproblemet.

Fran ekvationer (6.11) och (6.22) ges ekvationer som kan expanderas till ekvationssystem
for 16sning av adjointproblemen korresponderande mot Tikhonovs regulariseringsfunktional
respektive malfunktionalen. Notera att for en fullstédndig 16sning till adjointproblemen &r
en tidigare 16sning av framatproblemet nédvandig, samt att 16sandet av adjointproblemen
kommer ske bakat i tiden, fran sluttiden ¢y till och med starttiden ¢ = 0.

6.4.1 Adjointproblemet korresponderande mot Tikhonovs regulariseringsfunk-
tional

Det adjointa systemet framtaget med Tikhonovs regulariseringsfunktional tas fram genom
att utfora deriveringen i (6.11) hogerled. Det resulterande ekvationssystemet skrivs som

BL = N (2rpT + anl + @ D1 — 1) + hao(aol — 72555) + (T — g1)z,

—= 2

D2 = \i(a1T) + Moo + pu+ goDy — 25 — BB2),
Ds = M1 T + Aagol + A3,

d\ T

ait = Xl Gihy) + M,

dar \i(tf) =0ochi=1,2,3,4.

(6.26)



6.4.2 Adjointproblemet korresponderande mot méalfunktionalen

Det adjointa systemet framtaget med malfunktionalen tas fram genom av att expandera
(6.22). Det resulterande ekvationssystemet skrivs som
= M\ (2rpT + a1l + 1Dy — 1) + G hrp) + 1,
% = )\1((11T) + )\Q(OZQT —|— 1% + (]2D1 — 7}53;-‘2 — gi%z)’
Bs = A1 T + AagoI + A3,

I
2 = AQ(—(g_ig%)g) + A2,

dér A\i(ty) =0, ty € i, och i =1,2,3,4.

(6.27)

7 Numeriska berdkningsmetoder

I denna sektion presenteras foljande numeriska berdkningsmetoder: Newtons metod for
16sning av framat- och adjointproblemet, BVP4c och ODE45 f6r numerisk verifiering samt
konjugat-gradientmetoden for att hitta minimum av Tikhonovs regulariseringsfunktional.

7.1 Newtons Metod

Newtons metod ar en vilkind iterativ metod for att hitta approximationer till nollstallena
av reellviirda funktioner, se definition 1.6 i [28]. For att utfora numeriska l6sningar av
bade framat- och adjointproblemen anvénds Newtons metod (ekvation 4.1-4.8 i [15] for
framéatproblemet, och 4.11-4.19 i [15] for adjointproblemet). En viktig komponent i metoden
ar uppstéallningen av Jacobimatriser korresponderande mot de ekvationssystem som ska
l6sas.

7.1.1 Newtons metod fér framatproblemet

Framéatproblemet

ok
e (A! (7.2)

dar y*+1, ¥ ar diskreta virden av funktionen y vid tidspunkter k + 1 respektive k. Det

uniforma tidssteget 7 definieras som 7 = t*T1 — t*_ Vi definierar v := y**1 och later
Fv):=v—1f(v)—y* =0, (7.3)
dér Newtons metod anvinds pa (7.3) for att hitta funktionen v sddan att
" =" — (F'(v™) 1) - F(u™). (7.4)

Utifran definitionen av F'(v) kan F'(v™) tas fram, vilket i sin tur kréver Jacobimatrisen for
framatproblemet, se avsnitt 4.1.1 i [15].
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Jacobimatrisen for framatproblemet berdknas enligt

[0h 0f Ofi 0N
or 90 0D; 0Dy
Ofs 0fy Ofs  Ofs
9T 9I 9D, 0D
oT 0 0D,y 0D
Ofs Ofs Ofs  Ofa
L 0T O0I 0Dy 0Dsd

dar f = (f1, fo, f3, fa) och T', I, Dy, Do definieras enligt (2.2). Jacobimatrisen for framéat-
problemet som svarar mot system (2.1) kan saledes skrivas som

r—2rpT — ol —q1 Dy —anT —q1 T 0
2pThI 72 BD Bgl
J, (") = ey — o2l (e + g3p; — T —p—@D1) —@l othye
y 0 0 M 0
0 0 0 -2
(7.6)
7.1.2 Newtons metod for adjointproblemet
Adjointproblemet kan skrivas pa formen
Aty) =0 '

dér 0 = (T — g1)z¢ P for Tikhonovs regulariseringsfunktional, medan § = P for malfunk-
tionalen. Problemet diskretiseras i tiden (0,¢7) som

)\k—l-l _ Ak
L —h(b), (7.8)

T

diar A1 och AF #r diskreta virden av funktionen A(t) vid tidspunkter k 4 1 respektive
k. Det uniforma tidssteget 7 definieras som 7 = t*+1 — ¥, Adjointproblemet l6ses bakat i
tiden, d.v.s. fran ¢ = t; till ¢ = 0 och diirmed erhalls A* fran (7.8) for redan kiinda viirden
av \Ft1 En ny variabel w := \* introduceras sadan att

Q(w) :=w + Th(w) — \FT1 =0, (7.9)

dar Newtons metod anvands for att hitta funktionen w saddan att
Wt = w" — (Q'(w") ) - Qw™). (7.10)

Utifran definitionen av Q(v) tas Q'(v™) fram, vilket i sin tur kréver Jacobimatrisen for
adjointproblemet, se avsnitt 4.1.2 1 [15].

I vart fall studeras tva adjointproblem, ett utifran Tikhonovs regulariseringsfunktional och

ett fran malfunktionalen. Jacobimatriserna for respektive adjointproblem (7.7) berdknas pa
samma satt som for framatproblemet. Adjointproblemen for de tva funktionalerna skiljer

11



sig endast genom att ha olika 6 i (7.7). Eftersom € ar konstant med avseende pa A medfor
detta att Jacobimatriserna for de tva adjointproblemen kommer vara identiska, ndmligen

_27“pT + o1l +q Dy —1r ool — % 0 0]
Ty(w") = ol ol +u+aDi= -7 0 0| (7.11)
@T g1 7m0
I 0 (—(gf%p) 0 2]

7.2 BVP4c och ODEA45

For numerisk verifiering och framtagande av optimala kontrollpar har artikeln [13], som
stora delar av projektet utgar ifran, anvént sig av BVP4c som &r ett program for 16sning av
randvérdesproblem. I denna rapport anvinds BVP4c som referens for att utvirdera vidare
om Newtons metod ger liknande resultat for 16sning av framét- och adjointproblemet.

ODEA45 ar en funktion i Matlab som utfér numeriska losningar pa ordindra differentia-
lekvationer genom Runge-Kuttametoden [29]. P4 samma vis som med BVP4c, anvinds
ODEA45 i ett jamforande syfte for att analysera Newtons metods precision for de aktuella
berdkningarna.

7.3 Konjugat-gradientmetoden

Konjugat-gradientmetoden &r en algoritm for den numeriska lésningen av sarskilda system
med linjédra ekvationer, vilken implementeras som en iterativ algoritm. Metoden kan dven
anviandas for att 16sa optimeringsproblem, vilket &r anledningen till metodens relevans i
denna studie [30]. Nar Tikhonovs regulariseringsfunktional anvénds iterativt bor regulari-
seringsparametern « uppdateras i varje iteration. Flertalet forslag pa scheman for sddan
uppdatering beskrivs i [20].

8 Resultat

I detta avsnitt presenteras féljande resultat: jamforelse mellan l6sningarna framtagna med
ODEA45 och Newtons metod, utviardering av BVP4c, jamforelse med resultat ur projektar-
tikeln [13], jamforelse mellan adjointlosningen for Tikhonov- och malfunktionalen samt en
utvirdering av modellen som beskrivs av system (2.1). Resultaten kommer att presenteras
med grafer genererade i Matlab som underlag.

Som utgangspunkt for berdkningar i Matlab hdmtas initialvirden savil som parametrar
fran [13], s& att resultaten ska kunna jdmforas med figurer fran motsvarande rapport.
Dérigenom mojliggors dven en utvirdering av tillférlitligheten hos [13] och en rimlighets-
bedémning av deras modell. For enkelhetens skull ansatter vi att vi har observationer for
hela tidsintervallet, d.v.s. att z¢(t) = 1 Vt € (.

8.1 Jamforelse mellan ODE45 och Newtons metod

Vid jamforelse av framatlosningen for system (2.1) framtagna med Newtons metod respek-
tive ODE45 for konstanta varden pa wui, ug kan det konstateras att de tva metodernas
resultat sammanfaller med avseende pa T'(t) da antalet berdkningspunkter ar 100, se figur
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la. Resultaten skiljer sig mer desto férre berdkningspunkter som anvinds, dock inte till
nagon storre grad, vilket illustreras i figur 1a.

I figur 1b askadliggors att T'(¢) framtaget med Newtons metod respektive ODE45 vid 100
berdkningspunkter sammanfaller oavsett vilka konstanta virden som wup, ue antar. Det
noteras ocksa att mindre varden pa ui, ug svarar mot 6kande mangd tumorceller Gver tid.

==L 6sning med ODE45
== == Ldsning med Newtons metod

~ o 5 punkter
- -

=== Lsning med ODE45
== == L&sning med Newtons metod

Relativ T(t)

0 20 40 60 80 100
t t

(a) (b)

Figur 1: Jamforelse mellan framéatlosningar 7'(¢) fran Newtons metod och ODE45. Forskjutning i y-led
ar gjort i efterhand via addition med 1. I (a) varieras antalet berikningspunkter mellan 5 och 100 med
ur = uz = 0.2 . I (b) varieras u; och uz med 100 berdkningspunkter.

I figur 2b askadliggors att 16sningen for A; framtagen med ODE45 och Newtons metod
sammanfaller vid samtliga testade varden pa ui,us d& antalet berdkningspunkter &r 100.
I figur 2a syns att losningarna for \; framtagna med Newtons metod skiljer sig markant
fran de framtagna med ODE45 da berdkningspunkter ar fa. Nar antalet berdkningspunk-
ter 6verstiger 100 sammanfaller 16sningarna. Vid lagt antal berdkningspunkter verkar 16s-
ningen framtagen med Newtons metod vara bristande ndrmare boérjan av losningen for
adjointproblemet(t = ty) medan losningen framtagen med ODE45 verkar vara bristfal-
lig ndrmare slutet av losningen for adjointproblemet(t = 0). I bade figur 2a och 2b har
adjointsystemet for malfunktionalen anvénts for att generera graferna.

8.2 Utvardering av BVP4c

En kort utviardering av BVP4c indikerade att den inte tycks vara lampad for att l6sa
initialvardesproblem. BVP4c 16ser randvardesproblem och problematiken som behandlas i
denna studie omfattar initialvirdesproblem, vilket innebér att BVP4c inte var mdjlig att
applicera. Det ges ingen forklaring i [13] till hur virden pé& randen har uppskattats, vare
sig for framat- eller adjointproblemet. Vidare anges inte explicit nagra numeriska virden
pé initialvillkor eller kontrollparet ui, ug i [13]. Forfattarna till artikeln har kontaktats
for tillgang till motsvarande data, men svar har uteblivit. En direkt numerisk jamforelse
mellan BVP4c och Newtons metod kunde dérfor inte utforas.

8.3 Jamforelse med resultat ur projektartikeln

For aterskapande av figurer anvinds parametervirden ur tabell 3 i [13], se appendix C.
Uppskattningar och val av initialviirden har gjorts utifran figurer 3 och 4 i [13]. I figur 3
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o

150 = L6sning med ODE45
= = Losning med Newtons metod

r u1=u2=0,9 = L6sning med ODE45
= = Lésning med Newtons metod
- -
- 5 punkter 20 u1=u2=0.6
|
-40

20 punkter = 6ol u,=u,=0.2
100 punkter
1000 punkter

Relativ A (t)

-80 |

-100

. . -120 . . . . )
100 120 0 20 40 60 80 100
t t

(a) (b)

Figur 2: Jamforelse mellan adjointlésningen framtagen med Newtons metod respektive ODE45 fér mal-
funktionalen. I (a) varieras antalet berdkningspunkter enligt 5, 10, 20, 100 och 1000 i sjunkande ordning i
figuren med w1 = u2 = 0.2. Forskjutning i y-led ar gjort i efterhand via addition med 40. I (b) varieras u:
och uz med 100 berdkningspunkter. Varderna fér u1 = ug ar 0, 0.2, 0.6, 0.9 i stigande ordning i figuren.

aterskapas figur 4 ur projektartikeln [13|, som anges beskriva tumortillvéxt och immuncell-

tillvixt utan kontroll, d.v.s. u; = ugs = 0. Resultatet sammanfoll vdl med projektartikelns
resultat.

Tumoérceller (T) och immunceller (1)

t

Figur 3: Aterskapande av figur 4 ur [13], med initialvillkor yo = (1,1,1, 1).

8.4 Adjointlésaren for funktionalerna

I figur 4a askadliggors framéatlosningen da bada typerna av ldkemedel administreras, d.v.s.
d& u; = ug = 1. Det noteras att T'(t) avtar med tiden. I figur 4b presenteras adjointlosning-
arna for malfunktionalen respektive Tikhonovs regulariseringsfunktional med u; = ug = 1.
Utifran figur 4b visas det att den storsta skillnaden mellan de tva adjointlésningarna finns
i utseendet pa Aq. Vi noterar dven att l6sningar pa Ag och A4 dr extremt sma i forhallande
till resterande losningar.

I figur ba askadliggors framatlosningen med endast immunoterapeutisk behandling, d.v.s.
da u; = 0,uz = 1. Det noteras att T'(t) okar med tiden. I figur 5 illustreras lsningen av
framéat- och adjointproblemet for Tikhonovs regulariseringsfunktional och malfunktionalen
dad u3 = 0 och ug = 1. Det resulterar i att A; far ett mer liknande utseende for de tva
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Figur 4: Losningen av framatproblemet (a) och adjointproblemet (b) med Tikhonovs regulariserningsfun-
kional respektive malfunktionalen med bada typerna av behandling (u1 = u2 = 1) och g = 0.

funktionalerna. I figur 5a skiljer sig graferna for D; och T fran figur 4a medan graferna for
I och D5 foljer samma utseende.
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Figur 5: Losningen av framétproblemet (a) och adjointproblemet (b) med Tikhonovs regularisernings-
funkional respektive malfunktionalen med endast immunoterapeutisk behandling (u1 = 0, u2 = 1) och
g=0.

Fran ekvationer (6.13) och (6.14) for Tikhonovs regulariseringsfunktional, respektive ek-
vationer (6.24) och (6.25) for malfunktionalen ser vi att det optimala kontrollparet uy, ug
beror pa A3 och Ay, vilket gor dem intressanta att undersoka. Deras utseende illustreras for
olika tidsdiskretiseringar i figur 6. Fran figur 6 kan konstateras att 16sningarna skiljer sig
markant nér antalet berdkningspunkter varieras, bade for Tikhonovs regulariseringsfunk-
tional och for malfunktionalen. Skillnaderna &r storst for farre antal berdkningspunkter i
Tikhonovs regulariseringsfunktional, for 0 < ¢ < 20.

8.5 Utvardering av modellen

I figur 7 visas hur kemoterapeutisk respektive immunoterapeutisk behandling péaverkar
systemet var for sig, jamfort med fallet da bada doser sétts till noll. Utan behandling
savil som d& endast immunoterapeutisk behandling ges, dr utseendet pa tumortillvaxt
och immuncelltillvixt identiskt. Resultatet péavisar saledes att den immunoterapeutiska
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Figur 6: Losningarna for adjointproblemets A3 och Ay med u1 = uz = 1,9 = 0 for Tikhonovs regulari-
seringsfunktional (a) och malfunktionalen (b) med varierat antal berdkningspunkter; 5, 10, 20 respektive
100. Hér har A4 multiplicerats med en faktor 10'® i (a) respektive med en faktorn 10'7 i (b). Forskjutning
i y-led ar gjort i efterhand via addition med 1.

behandlingen uy inte har nagon effekt pa vare sig T'(¢) eller I(¢) i den angivna modellen.
Detta konstateras &ven av figur 3 i [31], som ocksa har studerat modellen hdmtad ur [13].
Den kemoterapeutiska behandlingen u; kan konstatera en positiv effekt, i den mening att
T(t) minskar med tiden om u; = 1. Aterigen stagnerar I(t) till samma viirde som vid
samtliga andra l6sningar for framétproblemet.

Figur 7: Losningen av framétproblemet utan behandling (u1 = uz = 0), endast immunoterapeutisk
behandling (u; = 0, uz = 1) respektive endast kemoterapeutisk behandling (uz = 1, uz = 0).

For att vidare undersoka modellen studeras inverkan av u; och ue pé funktionerna D,
respektive Dg och i sin tur dessa funktioners inverkan pa 7. Med kravet att u € (0,1)x (0, 1)
och modellparametrar r, p, a1, as, s, p, h, B, i, g, 71, 72, q1, g2 definierade som i appendix
C kan vi gora foljande uppskattning:



t t
D;(t) = D;(0)e™ " +/ ui(s)etDids < D;(0) +/ ui(s)ds < D;(0)+t, i =1,2.
0 0
Olikheten visar att D;, ¢ = 1,2 ar begridnsad av storleksordningen pa tidsintervallet. I
modellen sa har Dy endast inverkan péa I, och darmed pa T, genom termen B f [2)1; . Det
noteras dock att med givna parametervirden ar Do forsumbar i forhallande till g savida
inte Dy &r av storleksordningen 107. Vidare géller att om inte antingen 7T eller I &r mycket
5552 féorsumbar. Detsamma géller for termerna %, —aT'I och
—qo D1 1. Foljaktligen konstateras att om storleksordningen pa 7', I, D1, Do &r sadana som
i figur 5a och 7 eller som i figur 3, 4 och 5 i [13] kommer de enda termerna med inverkan pa
I vara s och —ul. Med samma resonemang konstateras att termerna —rTpT och —ayT'1
i den forsta ekvationen i system (2.1) har mycket liten inverkan pa 7', i jamforelse med

termerna 1T och —q; D T.

stora blir hela termen

9 Diskussion

I féljande avsnitt utvéirderar vi de metoder som anvénts for att angripa problemet i rappor-
ten. Vi analyserar jamforelserna mellan ODE45 och Newtons metod och beskriver begréns-
ningar i metoderna, samt vikten av att understka deras beteende i kombination med nagon
gradientmetod. Vi analyserar &ven relevansen av Tikhonovs regulariseringsfunktional och
malfunktionalen samt skillnader mellan dem. Detta utfors bade med utgangspunkt i teori
och utifran framtagna figurer. Relevansen av respektive funktional diskuteras saledes for
framtida studier. Dessutom diskuterar vi projektartikelns resultat och utvérderar riktighe-
ten av modellen som behandlas samt hur den kan forbattras. Det gor vi bade utifran ett
biologiskt och matematiskt perspektiv, med utgangspunkt i killor fér modellens uppkomst.

9.1 Utvardering av numeriska berdkningsmetoder

Ur figur la kan vi se att Newtons metod och ODE45 ger liknande 16sningar pa framatpro-
blemet for varierande antal berdkningspunkter. Jamforelsen i figur 1b mellan framétlosning
via ODE45 respektive Newtons metod da viarden pa u; och usy varierades visar att de ger
liknande resultat. Ur figurer 2a och 2b konstateras att Newtons metod ger sammanfallan-
de 16sningar med ODE45 for adjointproblemet vid ett hogre antal berdkningspunkter for
varierade u; och uo, men inte for ett lagre antal berdkningspunkter. Resultaten pavisar att
Newtons metod och ODE45 bor anvindas vid ett hogre antal berdkningspunkter for god
precision, i detta fall fler &n 100. Att l6sningen via ODE45 sammanfaller med Newtons me-
tod vid 100 berdkningspunkter kan anses vara en god indikator pa att Newtons metod har
implementerats pa korrekt sétt samt att koden till Newtonlosaren &r korrekt skriven. Det
baseras pa att ODE45 anses ha god precision d& den &r en allmént kind l6sare i Matlab.
Dessa resultat ger motiv for att Newtons metod och den kod som vi skrivit, dr anvindbar
for hantering av minimeringsproblemen.

I figur 6 dér 16sningen av de tva adjointproblemen for olika antal berédkningspunkter illu-
streras, ser vi att 16sningen skiljer sig markant mellan olika tidsdiskretiseringar. Det visar
pa ett storre fel i berdkningarna av adjointlosningen i jamforelse med framéatlésningen fran
figur 1a, via Newtons metod. Felet dr gemensamt oavsett vilken funktional som anvénds
och okar for farre berdkningspunkter. Felet ar storst for A4, vilket kan forklaras med att
den har ett mer foranderligt beteende &n A3 i figur 6. Vidare ska tilldggas att A4 dr extremt
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liten i forhallande till A3 och Ay, vilken kan ha medfort svarigheter i dess berédkning.

Motivet till exakt berdkning av framat- och adjointproblemen &r implementering av dem
i sokandet av de kontrollpar som minimerar funktionalerna. Ekvationerna (6.13, 6.14) for
Tikhonovs regulariseringsfunktional respektive (6.24, 6.25) for malfunktionalen, ger endast
onskvirda kontrollpar u, ug om gradienten &r noll, d.v.s. om villkor (6.12) respektive (6.23)
r uppfyllda. Det dr diremot inte troligt att initialgissningarna u{, uJ dr sapass bra att
Frechétderivatan L), (v)(w;) blir noll direkt, varfor en iterativ uppdatering av gissningarna
blir nédvéndig. For andamalet foreslas konjugat-gradientmetoden men metoden studeras
inte vidare i arbetet, da anvindningen av metoden &r bortom arbetets réckvidd. Detta
medfor att vi inte testar hur funktionalerna kan anvindas i syftet att hitta optimala kon-
trollpar uq, ug, vilket darfér lamnas at framtida arbete. Oavsett vilken iterativ metod som
anviands ar det centralt att berdkningsfel minimeras, eftersom de annars kan ackumuleras

genom flera iterationer.

Slutligen presenteras figur 3 i avsnitt 8.3 som ett lyckat aterskapande av figur 4 ur [13].
Detta bekréftar pa sa vis att koden som skrivits ar korrekt for den jamférande analysen
som utfors med projektartikeln [13].

9.2 Tikhonovs regulariseringsfunktional och malfunktionalen

De tva funktionalerna skiljer sig i termen for tumortillvixt, da termen skrivs som %(T —
g1)?z¢ i Tikhonovs regulariseringsfunktional (4.5) men endast T' i malfunktionalen (4.6). I
arbetet studeras endast beteendet hos funktionalerna da g1 = 0 och z¢(t) = 1 Vt € (U,.
Utifran de presenterade resultaten i sektion 8.4, kan vi se att A\;, ¢ = 1,...,4 ar av sam-
ma storleksordning under vart tidsintervall for Tikhonovs regulariseringsfunktional och
malfunktionalen. I figur 4b, dér u; = 1, ser vi att formen skiljer sig kraftigt for A i ad-
jointlésningarna mellan de tva funktionalerna. I figur 5b, dir u; = 0, ar déremot formen
pa 16sningen for A; med de bada funktionalerna lika. Det kan forklaras utifran att de enda
skillnaderna mellan adjointsystemen (6.26) och (6.27) &r termerna (7' — g1)z¢ respektive 1.
Dé vi satt g1 = 0 samt z¢(t) = 1Vt € Oy, ser vi att adjointsystemen dérfér liknar varandra
om T ligger i ett niromrade kring 1, d.v.s. T'(¢) ~ 1 for nagra t € (%, vilket T gér i figur
ba, men inte i figur 4a.

Avsnitt 8.4 presenterar resultat som pavisar att en undersékning av A3 och A4 ar av intresse,
da de anvands i den iterativa uppdateringen for sokandet av minimum till funktionalerna.
A3 respektive Ay skiljer sig mer at i figur 4b &n i figur 5b, dock behaller adjointlésningarna
liknande form oberoende av funktionalerna i bade figur 4b och figur 5b. Det indikerar att
Lagranges metod under vissa forhallanden kan ge sammanfallande minimum foér de tva
funktionalerna. Den analysen forsvaras dock av att initialgissningen u” inte tas hiinsyn till
i malfunktionalen 4.6, samt att vi endast gor en iteration. Bevis for konvexitet har dock
endast kunnat presenteras for Tikhononvs regulariseringsfunktional med antaganden pa
initialvirdena och regulariseringsparametrarna och inte fér malfunktionalen. Sammanta-
get innebér det att vi inte kan bekréfta mojligheten att hitta minimum fér malfunktionalen.

De tva funktionalerna skiljer sig i termen som inkluderar funktionen 7', da den &r kvadra-
tisk 1 Tikhonovs regulariseringsfunktional (4.5) och linjér i malfunktionalen (4.6). Utifran
analys ur projektartikeln [13] kan det tolkas att mer vikt liggs pad minimering av lidke-
medelsadministreringen an tumortillvaxten, dérav kvadreringen av ui,us men ej av T' i
maéalfunktionalen (4.6). Detta bidrar till tolkningen att betoningen blir stérre pa minime-
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ring av tumértillvixten via Tikhonovs regulariseringsfunktional (4.5). Det forutsatter dock
att gy sdtts till noll, vilket i det generella fallet inte &r ett krav, p4 samma sitt som att
2¢ kan anta andra virden dn 1. Variationer i g; och z; paverkar endast Tikhonovs regula-
riseringsfunktional (4.5), d& dessa termer inte forekommer i malfunktonalen (4.6). Utifran
system (4.4) kan vi se att da z hamnar utanfor observationsintervallet blir funktionen 0.
Detta innebér att tumdrtillvixten inte ldngre tas hinsyn till i minimeringen av funktio-
nalen. Att sétta g1 = 0 motsvarar en ansats att helt eliminera tumdrtillvixten fran start,
vilket i praktiken &r omdojligt. Att ansdtta observationer som svarar mot en gradvis mins-
kande tumor kan darfor vara av storre medicinskt intresse.

Sammanfattningsvis bekriftas det att Tikhonovs regulariseringsfunktional och méalfunk-
tionalen minimerar tumoérbordan med tvé olika angreppsséatt. Det mest effektiva angrepps-
sittet bor darmed undersdkas vidare, vilket bland annat bor utforas genom att variera de
virden som har valts for g; och z¢.

9.3 Utvirdering av modellen

Baserat pa resultatet i figur 7 kan det konstateras att den immunoterapeutiska behandling-
en inte minskar tumorstorleken. Detta resultat ar dven i enlighet med analysen av storleks-
ordningen pa termerna i system (2.1). Analysen indikerar att méngden immunceller inte
paverkar tumortillvixten ndmnvart, da interaktionstermen asT'I &r mycket liten. Saledes
kan de forsta tva raderna i system (2.1) utifran analysen approximeras till % ~rT—q DT
respektive % ~ s+ ul. Resultatet leder till funderingar kring hur modellen &r konstruerad,
eftersom det tidigare ar visat att immunforsvaret och immunoterapi har effekt pa tumorer

2].

Modellen som &r hdmtad fran projektartikeln [13]| &r framforallt baserad pa teori fran
[6]. Dér beskrivs ett liknande tumor-immunsystem men med skillnaden att immuncellerna
ar uppdelade i tre olika typer, ndmligen Natural Killer (NK) celler, CD8T T celler samt
lymfocyter. Populationsférandringen av dessa tre olika typer av celler beskrivs i [6] av tre
olika ekvationer i systemet. I modellen hdmtad fran projektartikeln [13] har man alltsa
gjort en forenkling av den teori modellen bygger pa, genom att betrakta de tre typerna
av immunceller som en enda sorts immuncell. Viktigt att notera &dr den stora skillnaden
i storleksordning pa populationera av de tre olika immuncellerna i [6], ddr NK celler har
initialviirde 1 - 10%, CD8TT celler har initialvirde 1 - 10? och lymfocyter har initialvirde
6 - 10'°. Skillnaderna verkar inte ha tagits hiinsyn till di modellen i projektartikeln [13]
utarbetades, vilket forklarar varfor flera termer i modellen ar obetydligt smé och viktiga
interaktioner forsummas.

Den forenklade modellen av tumor-immunsystemet kan vara fordelaktig eftersom det gor
den numeriska analysen och forskningsarbetet enklare. Dock forutsétter det att forenkling-
arna inte eliminerar fundamentala komponenter av modellen, sdsom interaktionen mellan
tumor- och immunceller eller immunoterapins effekt. Vid fortsatt arbete foreslar vi darfor
att modellen modifieras for att stimma béttre Gverens med teorin den dr baserad pa, och
forhoppningsvis verkligheten.

For vidare undersokning av en forbattrad modell dr det av intresse att undersoka artikeln

[32]. Artikeln borjar med att undersoka enkla modeller for tumortillvixt och fortsitter
sedan med att utvirdera modeller med en mer detaljerad immunologi. Utifran artikeln
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kan noédvandigheten med att expandera komplexiteten av modeller fortydligas i framtida
studier. Den medfoér dessutom djupare forstaelse for de biologiska mekanismerna vilken vi
vill kunna applicera.

10 Slutsats

Utifran resultatet i sektion 8.1 och 8.4 samt diskussionen i sektion 9.1 dras slutsatsen att
Newtons metod, vars precision utvirderas i arbetet via en jamférande analys, har god palit-
lighet. Daremot bor antalet berdkningspunkter éverstiga 100 for adjointlésningen. Darmed
rekommenderas anvidndandet av denna metod i fortsatta studier och forskning.

I detta stadie av studien ar det inte mojligt att dra slutsatser kring vilken av de tva
funktionalerna som &r mest fordelaktig att fortsiatta arbetet med. Detta beror bland annat
pa att konjugat-gradientmetoden inte anvénds i detta arbete, vilket ar varfor ekvationer-
na (6.13, 6.14) samt (6.24, 6.25) inte implementeras. Déarfor ar det inte mojligt att finna
optimala varden for u; och us. Detta medfor i sin tur att vi inte med sdkerhet kan fastsla
att vare sig Tikhonovs regulariseringsfunktional eller malfunktionalen kommer konvergera
mot varsin 16sning. En annan bidragande orsak till svarigheter i att dra slutsatser kring
funktionalernas roll i framtida studier ar att g; och z viljs till konstanta vérden.

For att styrka resonemanget drar vi slutsatsen ifran diskussionen i sektion 9.2, att det
inte dr mojligt att avldsa om det optimala kontrollparet &r samma for de olika funktiona-
lerna (4.6) och (4.5). Dessutom har ett bevis for konvexitet endast kunnat presenteras for
Tikhonovs regulariseringsfunktional men inte fér malfunktionalen, vilket likvél forsvarar
slutsatsen kring funktionalernas fortsatta anvandning. En rekommendation till kommande
arbeten &r darfor att studera och jamfora de optimala kontrollpar som hérstammar fran
optimering av respektive funktional. Det &r &dven av intresse att infora ett bevis for konvex-
itet av malfunktionalen i syfte att understka mojligheten att hitta minimum. Framforallt
rekommenderas anvindningen av konjugat-gradientmetoden i fortsatta studier.

Slutligen leder resultatet i sektion 8.5 samt diskussionen i sektion 9.3 till slutsatsen att
modellen som anvénds i arbetet och som &r tagen ifran projektartikeln [13] &r alldeles for
forenklad och ddarmed bristfillig. Modellen anses sakna tillrackligt mycket 6verensstdmmel-
se med bakomliggande teori, vilket gor att den inte uppfyller sitt syfte. Infor fortsatt arbete
ar det saledes av stor vikt att modellen utvérderas noggrant samt modifieras med hansyn
till viktiga komponenter i den biologiska samt matematiska teorin. Det rekommenderas
dérfor att studera den modell som system (2.1) baserats pa, d.v.s. modellen beskriven i [6]
snarare dn modellen ifran projektartikeln [13], infor framtida arbete.
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Appendix

A Test for konvexitet

Vi kommer i féljande avsnitt ge bakomliggande teori for konvexitet fér Tikhononvs regulari-
seringsfunktional och framfora en sats som visar pa att Tikhonovs regulariseringsfunkinalen
ar stark lokalt konvex under vissa antaganden. Teorin baserar sig pa att en relaxation av
funktionalen utfors med finita-element metoden av forsta ordningen. Fér en mer rigorés
diskussion och ursprung av teorin se [19].

Lat Q vara ett begransat rum i R™, m = 2,3 och lat T vara dess forfinade triangula-
tion som spanns upp av basvektorerna {e;}/_, med e; = ¢;(2,T), x € (T); vilka &r
forsta ordningens ekvationer. (7}.); &r har den j:e triangeln eller tetraheden av 7. Lat nu
Hy =Jspan({ej(xz,T)}) vilket medfor att Hy C La(lU(T7);)-

T T

Lat Hy vara ett reellt Hilbertrum med normen || - [|3. Lat © C H; vara en 6ppen, konvex
méangd och lat F': © — Hjy vara en kontinuerlig operator men notera att dess invers inte
nodvéndigtvis ar kontinuerlig, d.v.s. problemet kan vara icke-korrekt stéllt.

Studera nu ekvationen F (z) = y och antag att det finns en exakt 16sning z* € H; till denna
ekvation som ger F/(z*) = y*. Hogerledet av F'(z) = y har ett fel pAd > 0, d.v.s |ly—y*|| < 0
dér & € (0,1) ér tillrdckligt liten. Lat nu F(z) = F(x) — y och sk F(z) = 0, = € Hj.
Saledes antar vi att

[|F(z")|]2 <0, 6 € (0,1).
Fortséttningsvis definierar vi
Vy(x) = {2’ € Hy : ||/ — z|| < d},

for nagot d > 0 och x € Hjy. Vi antar ocksa att operatorn F' har en Lipschitz—kontinuerlig
Fréchetderivata F'(z) for z € V4, d.v.s.

|F"(2)]] < Ny, vz e Vi(z"),

|F'(z) — F'(2)|] < N2, Y,z € Vi(a"),

dar Ny, No &r positiva konstanter.

Lat oss nu introducera Tikhonovs regulariseringsfunktional E, med regulariseringspara-
meter « € (0,1)

1 «
Eq(x) = §HF(3«“)H§ +5lle — 2%, a € (0,1),

dir 20 #r den initiala gissningen for den exakta 16sningen x*. Lat E!,(z) vara Fréchetderi-
vatan av funktionalen E,(z), vilken kan skrivas som

Eq(x) = (F'(2))"F(z) + a(z — 2°)
enligt ekvation 2.4 1 [19]. Antag dérefter att

|| — z*|| < 6", py = const € (0,1), (A1)
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a = 0" g = const € (0,min(u1,2(1 — p1))). (A.2)
Villkoret (A.1) medfor att alla exakta losningar till ekvationen F(z) = y* finns i ett till-
rickligt litet omrade Vjui (2°) kring den forsta rimliga initialgissningen 20 [19]. Villkoret
(A.2) innebér att den exakta losningen x* och initialgissningen 2° finns i ett nirliggande
omréade kring den regulariserade 16sningen [19].

Foljande sats visar pa lokal konvexitet for Tikhonovs regulariseringsfunktional. For bevis
av satsen, se bevis som f6ljer teorem 3.1 ur [19].

Sats 1. Antag att (A.1) och (A.2) gdller och att u* ar den exakta losningen till

F(z)=vy".

Da existerar det ett 51 = $1(N1, N2) € (0,1) och ett o1 = o1(p1, 2, N1, N2) € (0,1) sadant
att om p = Pra, dd for nagot § € (0,01] sd dr Tikhonovfunktionalen Jo(u) (4.3), starkt
konvex i en omgivning V,(ua) av uq med starkt konveza parametern k = §. Fortsdttningsvis
ir u®, u* € Vy(uq).

For den funktional beskriven i ekvation (4.5) géller
1 2
Ea(e) = T~ P + 3 Dl — fI%, 0 € (0,1).
i=1

Givet att antagnaden (A.1) och (A.2) géller for w;, ¢ = 1,2 kan det genom sats 1 visas att
Tikhonovs regulariseringsfunktional for systemet (2.1) ar starkt lokalt konvex.

B Fréchetderivata

Lat B; och By vara Banachrum och lat U C Bj vara en 6ppen, konvex delméngd. Definera
L : By — By och antag att x € U. En funktion L(z) ar Fréchetdifferentierbar i  om det
existerar en operator L, : U — By sadan att

L(x+ )= L(z) + L (2)(Z) + O(z), VT : x + 2 € U
med ~
[10@)||8,
12l[5,—0  |Z]] 3,

=0

och Z € U. L, kallas da Fréchetderivatan av L(z) [33]. Darfor kan foljande approximation
goras:

L(x + ) — L(z) =~ L, () (7). (B.1)
For x = (z1, 2, ...., 5,) ges riktningsderivatan av L(z) i riktning av & av Fréchetderivatan
n
L@@ =3 (L)),
i=1

vilket vidare innebéar att

n

@)@~y (Lm ra) - L(x»). (B.2)

i=1
Sambandet 1 B.2 anvands i ekvationer 6.8 och 6.19.
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C Modellparametrar

For alla vara berdkningar utgar vi fran modellparametervirden fran féljande tabell, vilken

motsvarar Tabell 3 1 [13, s. 165].

Parameter | Varde Enhet

r 0.00431 1/dag

p 1.02-1079 | 1/cell

ai 6.41 10~ | 1/dag/cell
Qo 3.42-107% | 1/dag/cell
Q1 0.08 1/dag

0 2.1071 1/dag

S 0.33 cell/dag

p 0.0125 1/dag

h 20200000 | cell?

1 0.204 1/dag

64 0.125 1/dag

g 20000000 cell

" 0.9 1/dag

Yo 1 1/dag

D Matlabkod

% Main.m is mainly used to illustrate how the functions are used.

% comparing Newtons method and ode45 with different ul and u2

n = 100;
time_mesh = 1:n;
y_start = 2x[1 1 1 1];
figure (1)
for i = [0 0.2 0.6 0.9]
u = i*ones(2,n);
[yo,l0] = ode4b5Solver(u,time_mesh,y_start);
ode45b
yN = ForwardNewton(u,time_mesh,y_start) ;1N

% solves forward and adjoint with<—

= MalAdjNewton (u,

% solves forward and adjoint with Newton

hold on
plot(time_mesh-1,l0(:,1),
end
xlabel ('t ")
ylabel ('\lambda_1(t)")
legend ('Losning med ODE45','Losning Newtons met

%% comparing ode4b5 and newton with different ti
final_time=100;

%har varieras mangden tidpunkter
initial=[2 2 2 2]; % T,I, Di

figure (2)
i=1;
for n = [5 10 20 100 1000]
u = 0.2*%ones(2,n);
time_mesh = linspace(0,final_time ,n);
[yo,l0] = ode4b5Solver(u,time_mesh,y_start);
ode45b

yN = ForwardNewton(u,time_mesh,y_start) ;1N

od ')

mesteps

yN, time_mesh); <«

'-r',time_mesh-1,1N(1,:),'--b','LineWidth',2)

% solves forward and adjoint with<—

= MalAdjNewton (u,

% solves forward and adjoint with Newton

hold on
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plot(time_mesh, lo(:,1) + 40%(4-i),'-r',time_mesh,1N(1,:) + 40*(4-i),'--b','+
linewidth',2)
i = i+1;
end
xlabel ('t ")
ylabel ('Relativ \lambda_1(t)"')
legend ('Losning med ODE45 ', 'Losning med Newtons metod ')

function [y,lambdal = ode45Solver (u,time_mesh,y_start)
%solves forward and adjoint for malfunktionalen with ode45b
y = ode4bForward(u,time_mesh,y_start);
lambda = ode45Adjoint (y,time_mesh);
end
function [y, lambdal] = ode45TikSolver (u,time_mesh,y_start,g,obs_start,obs_end)
%solves forward and adjoint for Tikhonovs regulariseringsfunktional with <
ode45b
y = ode4bForward(u,time_mesh,y_start);
lambda = ode45TikAdjoint (y,time_mesh,g, obs_start, obs_end);
end
function [adjJac] = adjJacobi(y,x)

% The Jacobian for the adjoint problem same for malfunktionalen and
% Tikhonovs regularizationfunktional

r = 0.00431;

p = 1.02%x10"-9;
alphal = 6.41%x10"-11;
alpha2 = 3.42%10°-6;

ql = 0.08;
q2 = 2*x10"-11;
s = 0.33;

rho = 0.0125;
h = 20200000;
mu = 0.204;

beta = 0.125;
g = 20000000;
gammal = 0.9;
gamma2 = 1;

adjJac = [2*r*p*y(1)+alphal*y(2)+ql*y(3)-r , alpha2*y(2) -((2*rho*y (1) *h*xy(2))/(h++
y(1)~-2)-2), 0, 0;
alphalxy (1), alpha2*y(1)+mu+q2*y(3) -((rho*y (1) ~2)/(h+y(1)~2)) -((betax*xy(4)+>
)/ (g+y(4))), 0, O;
ql*y (1), g2*y(2), gammal, O;
0, ((-betaxg*xy(2))/(g+y(4))~2), 0, gamma2];

end
function ext_eta = ExactEta(scaling,flag,time_mesh)
%Input: 1. scaling factor
%2. function flag (0. const. 1. +linear 2. -linear 3. sin 4. exp(-x))
%htime = 0;
s = 3*time_mesh/time_mesh(end);
if flag == 1
ext_eta = scalingx*s/3;
elseif flag == 2
ext_eta = scaling*(1-s/3);
elseif flag == 3
ext_eta = scaling*sin(s);
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elseif flag == 4
ext_eta = scaling*exp(-s*1.2);
elseif flag == 5
ext_eta = scaling*exp(-s) + 0.05;
else
ext_eta = scaling*ones(l,length(time_mesh));
end
end
function [ f ] = Forwardfunc(y,x)

%The function f in the problem: u'=f(u)
%hsystem (1)
f=zeros(4,1);

r 0.00431;

p = 1.02%10°-9;
alphal = 6.41%10"-11;
alpha2 = 3.42%10"-6;

ql = 0.08;
q2 = 2%10°-11;
s = 0.33;

rho = 0.0125;
h = 20200000;
mu = 0.204;

beta = 0.125;
g = 20000000;
gammal = 0.9;
gamma2 = 1;

£f(1) = r*y(1) .*(1-pxy (1)) - alphalx*y (1) .*xy(2) -ql*y(3).*y(1);
£(2) = s + rhoxy(1).72xy(2)./(h + y(1).72) + beta*xy(4)x*xy(2)./(g + y(4)) - «
alpha2*y (1) *y (2) - mux*xy(2)-q2*y(3) *xy (2);
£(3) = x(1) - gammalx*y(3);
£f(4) = x(2) - gamma2x*y(4);
end

function [Jac ] = ForwardJacobi(y,x)
% The Jacobian for our forward problem

r = 0.00431;

p = 1.02%x10°-9;
alphal = 6.41%x10"-11;
alpha2 = 3.42%10°-6;

ql = 0.08;
q2 = 2%10-~-11;
s = 0.33;

rho = 0.0125;
h = 20200000;
mu = 0.204;

beta = 0.125;
g = 20000000;
gammal = 0.9;
gamma2 = 1;

Jac=[r-2*r*xpxy (1) -alphal*y(2) -ql1*y(3), -alphal*y (1), -ql*y(1), 0;

((2*xrho*y (1) *h*xy (2)) /(h+y (1) ~2) ~2) -alpha2x*y (2), ((rhoxy(1)~2)/(h+y(1)-2))+
+((betax*xy(4))/(g+y(4)))- alpha2*y(1)-mu-q2*y(3), -q2xy(2), ((beta*xgxy«
(2))/(g+y(4))~2);

0, 0, -gammal, O;

0, 0, 0, -gamma2];

end

28




%Computes the forward solution of the model problem.

function [y] = ForwardNewton(x,time_mesh,y_start)
%x should be a 2 x n matrix with size n = length(time_mesh) -1
%y_start intital value for y
nodes = length(time_mesh) -1;

v=y_start';

%nodes = 100;

MaxIter = 1000; % maximal number of iterations in Newton method
y = zeros(4,nodes+1);

y(:,1) = y_start;

%u_hist=[ul; %Save all u values for later plot

dt = time_mesh(2:end) - time_mesh(l:end-1);

for i = 1:nodes % Here we define final time

tol=1;

iter=0;

while to0l>10"(-10) && iter < MaxIter %Newton iterations
F= v-y(:,i)-dt(i)*Forwardfunc(v,x(:,1i));
J=eye(length(y_start)) - dt(i)*ForwardJacobi(v,x(:,i));
if det(J) < 1 7 test singularity

disp('Singular')

end
dv = -(J)\F;
v=v+dv; %The Newton iteration
iter = iter +1;
tol = norm(dv,inf);
end
if iter==MaxIter %If the Newton meth. does not converge
disp('No convergence in the Newton method')
break
end
A disp('Newton method converged at iteration:')
% iter
if v(1) <0 || v(2) <0 || v(3) <0 || v(4) <O
warning ('Forward solution algorithm yields invalid solution. Try <
increasing the number of nodes in the time partition.')
return
end
y(:,i+1) = v
end
end
%Computes the exact solution of the model problem.
function [g,g_randNoise,g_addNoise] = ForwardNewtonNoise(x,time_mesh ,noise_level, <

y_start)

% Specification of initial data
%t=0; % initial time

nodes = length(time_mesh); % Number of nodes in the time partition
%final_time = time_mesh(end);

v=y_start;

MaxIter = 1000; % maximal number of iterations in Newton method

y=zeros (4,nodes) ;
y(:,1) = y_start;

noise = zeros(4,nodes);
dt = time_mesh(2:end)-time_mesh(l:end-1); %Time step
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end

for i = 1:nodes-1
tol=1;
iter=0;
while to0l>10-(-5) && iter < MaxIter %Newton iterations
F= v-y(:,i)-dt(i)*Forwardfunc(v,x(:,1));
J=eye(length(y_start)) - dt(i)*ForwardJacobi(v,x(:,i));
dv = -J\F;

if norm(F) <10~(-5)
disp('norm(F) s very small! Newton method stops at time step ')
t = time_mesh (i)
norm = norm(F)
break
end
v=v+dv; %The Newton iteration
iter = iter + 1 ;
tol = norm(dv,inf); Y%sldkjf
% if norm large then diverge
end
if iter == MaxIter %If the Newton meth. does not converge
disp('No convergence in the Newton method at time step ')
y(:,i+1) = y(:,1);
continue
end
if v(1) <0 || v(2) <0 [l v(3) <0 || v(4) <O
warning ('Exact solution algorithm yields invalid solution. Try <
increasing the number of nodes.')
return
end

% random numbers are on the interval [-1,1]

r = -1 + 2.xrand;
noise(:,i) = r*noise_level;

y(:,i+1) = v;
end

g=y;%No noise
g_randNoise = g + g.*brus;)Added random noise

g_addNoise = g + g*noise_level;),Added offset noise

function adjf = MalAdjfunc(lambda,y)

%The rhs f(lambda) in the adjoint problem: lambda'=f(lambda)
adjf=zeros (4,1);

r 0.00431;

P 1.02%10°-9;
alphal = 6.41%x10"-11;
alpha2 = 3.42%10°-6;

ql = 0.08;
q2 = 2x10°-11;
s = 0.33;

rho = 0.0125;
h = 20200000;
mu = 0.204;

beta = 0.125;
g = 20000000;
gammal = 0.9;
gamma2 = 1;

adjf (1) = 1lambda (1) *(2*r*p*xy(1)+alphal*y(2)+ql*y(3)-r) + lambda(2)*(alpha2x*y<«>
(2) -(2*xrhoxy (1) *h*y (2)) /((h+y (1) ~2)~2)) + 1;
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adjf (2) = 1lambda(1)*(alphal*y(1)) + lambda(2)*(alpha2x*y(1)+mu+q2*y(3) -((rho*«>
y(1)~2) /(h+y (1) ~2)) -((betax*xy (4))/(g+y(4))));

adjf (3) = 1lambda(1)*(ql*y(1))+ lambda(2)*(q2*y(2))+ lambda(3)*gammal;

adjf (4) -lambda (2) *(((betaxgxy(2))/(g+y(4))~2))+ lambda (4) *gamma2;

end

function [lambdal = MalAdjNewton(x, y, time_mesh)

final_time = time_mesh(end); % here we choose the final time
nodes = length(time_mesh);

t=final_time; % final time in adjoint solver, the same final time is in the<«>
forward problem

lambdastart = [0;0;0;0]; % values for lambda(T)= 0 at the final time
w = lambdastart;

MaxIter = 1000; % maximal number of iterations in Newton's method
lambda = zeros (4,nodes);

%dt = final_time/nodes; %Time step

dt = [time_mesh(2:end)-time_mesh(l:end-1) 0]; %Time step

%i = nodes + 1;

for i = nodes:-1:2

adjtol=1;adjiter=0;
while adjtol>10~(-5) && adjiter < MaxIter %Newton iterations
adjF = w - lambda(:,i) + dt(i)*(MalAdjfunc(w,y(:,i))); %Do not <
include observations outside observation interval.
adjJ = eye(length(lambdastart)) + dt(i)*adjJacobi(y(:,i),x(:,1i));
if det(adjJ) < 1 Ycheck if singular
disp('Singular')
end
dw = -adjJ\adjF;
w=w+(dw); %The Newton iteration

adjiter = adjiter +1;
adjtol = norm(dw,inf);

end

if adjiter==MaxIter %If the Newton meth. does not converge
disp('No convergence in the Newton method for adjoint problem')
break

end

lambda(:,i-1) = w;
t=t-dt (i) ;

end
lambda;
end

function lambda = ode45TikAdjoint (y,time_mesh,g, obs_start, obs_end)

[t,lambda]l = ode45(@(t,lambda) Adjode(t,lambda,time_mesh,y',g, obs_start, <
obs_end) ,flip(time_mesh), [0 O 0 0]);
lambda = flip(lambda);

function adjf = Adjode(t,lambda,time_mesh,y,g, obs_start, obs_end)
gl =@(t) interpl(time_mesh,g(l,:),t);
yl1 =@(t) interpl(time_mesh,y(1,:),t);

y2 =@(t) interpl(time_mesh,y(2,:),t);
y3 =@(t) interpl(time_mesh,y(3,:),t);
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end

end

y4 =@(t) interpl(time_mesh,y(4,:),t);

r = 0.00431;

p = 1.02%x10"-9;
alphal = 6.41*10"-11;
alpha2 = 3.42%107-6;

ql = 0.08;
q2 = 2*x10"-11;
s = 0.33;

rho = 0.0125;
h = 20200000;
mu = 0.204;

beta = 0.125;
g = 20000000;
gammal = 0.9;
gamma2 = 1;

adjf = [lambda (1) *(2*r*pxyl(t)+alphal*y2(t)+ql*y3(t)-r) + lambda(2)*(+
alpha2x*y2(t) - (2*xrho*y1 (t)*h*y2(t))/((h+y1(t)~2)~2)) + (y1(t)-gl(t))*z+
(t,obs_start ,obs_end);
lambda (1) *(alphal*y1(t)) + lambda(2)*(alpha2#*yl(t)+mu+q2*y3(t)«
-((rho*y1(t)~2) /(h+y1(t)~2)) -((betaxyd (t))/(g+y4(t))));
lambda (1) *(ql*y1(t))+ lambda(2)*(gq2*y2(t))+ lambda (3)*gammal;
-lambda (2) *(((beta*xg*xy2(t))/(g+y4(t))~2))+ lambda (4) *gamma2];

function f = z(t,obs_start,obs_end)
if t > obs_start && t < obs_end
f = 1;
else
f = 03
end
end

function lambda = ode45Adjoint (y,time_mesh)
[t,lambdal = ode45(@(t,lambda) Adjode(t,lambda,time_mesh,y'),flip(time_mesh) ,«

[0 0 0 0D);

lambda = flip(lambda);
function adjf = Adjode(t,lambda,time_mesh,y)

%The rhs f(lambda) in the adjoint problem: lambda '=f(lambda)

yl1 =@(t) interpl(time_mesh,y(1,:),t);
y2 =@(t) interpl(time_mesh,y(2,:),t);
y3 =@(t) interpl(time_mesh,y(3,:),t);
y4 =@(t) interpl(time_mesh,y(4,:),t);

r = 0.00431;

p = 1.02%10°-9;
alphal = 6.41%10"-11;
alpha2 = 3.42%10"-6;

ql = 0.08;
q2 = 2*x10"-11;
s = 0.33;

rho = 0.0125;
h = 20200000;
mu = 0.204;

beta = 0.125;
g = 20000000;
gammal = 0.9;
gamma2 = 1;
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adjf = [lambda (1) *(2*r*p*xyl(t)+alphal*y2(t)+ql*y3(t)-r) + lambda(2)*(+
alpha2x*y2(t) - (2*rho*y1(t) *h*xy2(t))/((h+y1(t)~2)"2)) + 1;
lambda (1) *(alphal*y1(t)) + lambda(2)*(alpha2*y1(t)+mu+q2*y3(t)<+
-((rho*y1(t)~2) /(h+y1(t)~2)) -((beta*xyd(t))/(g+ty4(t))));
lambda (1) *(ql1*y1(t))+ lambda(2)*(q2*y2(t))+ lambda(3)*gammal;
-lambda (2) *(((beta*xgxy2(t))/(g+y4(t))~2))+ lambda (4) *gamma2];

end
end
function y = ode4bForward(u,time_mesh,y_start)
[t,y] = ode45(@(t,y) ode(t,y,time_mesh,u),time_mesh, y_start);
function f = ode(t,y,time_mesh,u)
%The function f in the problem: u'=f(u)
%system (1)
ul =@(t) interpil(time_mesh,u(1l,:),t);
u2 =@(t) interpl(time_mesh,u(2,:),t);
r = 0.00431;
p = 1.02%10"-9;
alphal = 6.41%x10"-11;
alpha2 = 3.42%10°-6;
ql = 0.08;
q2 = 2*x10"-11;
s = 0.33;
rho = 0.0125;
h = 20200000;
mu = 0.204;
beta = 0.125;
g = 20000000;
gammal = 0.9;
gamma2 = 1;
f = [r*y(1)*(1-pxy (1)) - alphalx*y(1)*y(2) - ql*y(3)*y(1);
s + rhoxy (1) ~2xy(2)/(h + y(1)~2) + betaxy(4)*y(2)/(g + y(4)) - alpha2+«
*y (1) *xy (2) - mu*xy(2) -q2*y(3) *y(2);
ul(t) - gammalx*y(3);
u2(t) - gamma2xy(4)];
end
end
function [ adjf ] = TikAdjfunc(lambda,y,observations,bx)
%the adjoint system using Tikhonov regularizationfunktional when z = 1

%The rhs f(lambda) in the adjoint problem: lambda'=f(lambda)

adjf=zeros (4,1);

r = 0.00431;

p = 1.02%10"-9;
alphal = 6.41%10"-11;
alpha2 = 3.42%10"-6;

ql = 0.08;
q2 = 2*x10"-11;
s = 0.33;

rho = 0.0125;
h = 20200000;
mu = 0.204;

beta = 0.125;
g = 20000000;
gammal = 0.9;
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gamma2 = 1;

adjf (1) = 1lambda (1) *(2*r*p*y(1)+alphal*y(2)+ql*y(3)-r) + lambda(2)*(alpha2*y(2)<«
-(2*rho*y (1) *h*y (2) ) /((h+y (1) ~2)~2)) + (y(1)-observations(1));

adjf(2) = lambda(1)*(alphal*y(1)) + lambda(2)*(alpha2*y(1)+mu+q2*y(3) -((rho*y (1)«
~2) /(h+y (1) ~2)) -((beta*y (4))/(g+y(4))));

adjf (3) = 1lambda(1)*(ql*y(1))+ lambda(2)*(q2*y(2))+ lambda (3)*gammal;

adjf (4) = -lambda(2)*(((betax*xg*xy(2))/(g+y(4))~2))+ lambda (4)*gamma?2;

end

function adjf = TikAdj2func(lambda,y,x)
%the adjoint system using Tikhonov regularizationfunktional when z = 0
%The rhs f(lambda) in the adjoint problem: lambda'=f(lambda)
adjf=zeros(4,1);

r = 0.00431;

p = 1.02%10°-9;
alphal = 6.41%x10"-11;
alpha2 = 3.42%10"-6;

ql = 0.08;
q2 = 2%10"-11;
s = 0.33;

rho = 0.0125;
h = 20200000;
mu = 0.204;

beta = 0.125;
g = 20000000;
gammal = 0.9;

gamma2 = 1;

adjf (1) = 1lambda (1) *(2*r*p*xy(1l)+alphalx*xy(2)+ql*y(3)-r) + lambda (2)*(alpha2x*y«>
(2) -(2*rho*y (1) *h*xy (2)) /((h+y (1) ~2) ~2));

adjf (2) = 1lambda(1)*(alphal*y (1)) + lambda(2)*(alpha2*y(1)+mu+q2*y(3) -((rho*+

y(1)~2) /(h+y (1) ~2)) -((betax*xy (4))/(g+y(4))));
adjf (3) lambda (1) *(ql*y (1)) + lambda (2)*(g2*y(2))+ lambda (3)*gammal;
adjf (4) = -lambda(2)*(((betaxgxy(2))/(g+y(4))~2))+ lambda(4)*gamma2;

end

function [lambda] = TikAdjointNewton(x, y, g, time_mesh, obs_start, obs_end)

final_time = time_mesh(end); ) here we choose the final time
nodes = length(time_mesh);

t=final_time; % final time in adjoint solver, the same final time is in the<>
forward problem

lambdastart = [0;0;0;0]; % values for lambda(T)= 0 at the final time
w = lambdastart;

MaxIter = 1000; % maximal number of iterations in Newton's method
lambda = zeros (4,nodes);

dt = [time_mesh(2:end)-time_mesh(l:end-1) 0]; %Time step
%backwards in time
for i = nodes:-1:1

adjtol=1;adjiter=0;

while adjtol>10"(-5) && adjiter < MaxIter %Newton iterations

if t > obs_start && t < obs_end Yz = 1
adjF = w - lambda(:,i) + dt(i)*(TikAdjfunc(w,y(:,1i),g(:,1),x(:,i)«
D)
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end

end

else %z = 0
adjF = w - lambda(:,i) + dt(i)*(TikAdj2func(w,y(:,i),x(:,1i))); «
%Do not include observations outside observation interval<

end
adjJ = eye(length(lambdastart)) + dt(i)*adjJacobi(y(:,i),x(:,1i));
if det(adjJ) < 0.01 %Test singularity
disp('Singular')
end
dw = -adjJ\adjF;
w=w+(dw); %The Newton iteration

adjiter = adjiter +1;
adjtol = norm(dw,inf);
end
if adjiter==MaxIter % If the Newton meth. does not converge
disp('No convergence in the Newton method for adjoint problem')
break
end
lambda (:,i-1) = w;
t=t-dt(i);
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