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Bidragsrapport

Inledning

I denna rapport kommer de individuella bidragen till arbetet diskuteras. Det som framst kommer
diskuteras ar ansvarsomréaden och arbetsprocessen. D4 detta arbete inneburit att vi har funderat
och diskuterat mycket ar det svart att kvantifiera exakt vilka delar varje person bidragit med
till slutrapporten da alla mer eller mindre varit delaktiga i alla delar under nagon tidpunkt. Vi
star alltsa alla bakom allt som &ar skrivet i alla olika delar av rapporten.

Under arbetet har vi fort loggbok, déar vi kort kommenterat vad vi arbetat pa for att se hur
arbetet fortskridit. Vi har ocksé hallit oss forvanansvért bra till var preliminéra planering som
angavs i planeringrapporten. Aven om loggboken funnits har vi lagt mindre och mindre vikt
vid den d& vi som sagt i stor utstrickning jobbat tillsammans och hallit varandra uppdaterade
muntligt.

Ansvarsomraden

Kapitel 2 och 3

I borjan av arbetet delade vi upp sa att Jack och Henrik hade hand om delen att hérleda
egenfunktionerna, det som nu &r kapitel 2. Oliver och Max hade hand om klassifikationsdelen
som nu ar kapitel 3 i rapporten. Det huvudsakliga innehallet i dessa kapitel ar alltsa utformat
enligt ovanstaende uppdelning. Mot slutet av arbetet, och efter méanga revideringar, har vi ockséa
bytt runt lite for att forbattra det forsta preliminéra innehéallet. Anledningen till att vi har bytt
runt dr dels att alla tycker det &r intressant och dels att det &r bra att fa ny input pa vad som
kan forbéttras. Det har resulterat i storre insikt i arbetet, och att fler fel upptéackts tidigare.

Kapitel 4

Det sista kapitlet, kapitel 4, om kopplingen mellan Weylgrupper, klassifikation och kristaller har
valdigt mycket véaxt fram under resans gang och bit for bit har fallit pa plats. Just detta kapitel
ar nog det vi diskuterat mest tillsammans och en stor anledning till det ar att den matematiken
var ganska ny for oss alla. Det var ocksa den del av arbetet som inte pa forhand var sa given
vad den skulle innehéalla.

Aven fast vi gjort mycket tillsammans har vi #nda bidragit med lite olika delar och infalls-
vinklar i sista kapitlet. I borjan holl Oliver pa ganska mycket med gitter och kristallbiten, som &r
en del av kapitel 4. Henrik och Jack kom forst in pé sparet att utforska rotsystem och Weylgrup-
per. Max intresserade sig kanske mest for de hogredimensionella bitarna av vara resonemang,
vilket ledde till flera framsteg. Aven fast vi inte har med sa mycket konkret om klassifikation
i hogre dimensioner, pa grund av platsbrist, gav &nda de resonemang som utvecklades viktig
forstaelse dven for det tvadimensionella fallet.

Kreativa idéer

Om vi énda ska forsoka ge lite berom till olika personer for specifikt konkreta idéer och pre-
stationer sa &r det nagra saker som utmérker sig. Jack hade grundidéen till beviset for egen-
funktionernas fullsténdighet, som &r en variation pa hur det visats tidigare i litteraturen. I det
inledande stadiet d& Oliver och Max hade hand om klassifikationskapitlet féljde vi till stor del



det McCartin gjort. En sak som de gjorde annorlunda var att pa ett mer konkret sétt forsoka
motivera vilka polygoner som &r strikt tessellerbara utgaende fran Lamés fundamentalsats och
satsen om forsvinnande linjer vilket ledde till speglingsprincipen och satsen om framtagande av
dessa polygoner.

Henrik har bidragit med att vara den som antagligen gjort mest rdkningar och faktiskt kollat
att allt om egenfunktiner och egenvarden faktisk stdmmer. Henrik bidrog ocksé valdigt mycket
till att vi forstod McCartins utokade klassifikationssats med dess bevis.

I O6vrigt maste vi alla arligt sédga att vi kommit pa manga av de kreativa idéerna nar vi
diskuterat med varandra och det ar svart att sdga vilken som var den mest bidragande till en
given idé. I det stora hela har vi haft bra diskussioner och vi har inte varit rddda for att ta
debatter med varandra och verkligen vara arliga med nar vi inte hdnger med i ett resonemang.
Detta har lett till att vi hittat fel och kunnat utveckla resonemang och bevis som varit oklara.

Ovriga bidrag

Ovriga bidrag som #anda kan ses som mer individuella &r att Henrik och Max har gjort de flesta
bilderna i arbetet. Max har ocksa skrivit bilagan om l6sningar till den diofantiska ekvationen for
att fa fram vinklarna till de strikt tessellerbara polygonerna samt beviset av speglingsprincipen.
Jack har skrivit den populdrvetenskapliga sammanfattningen. Jack och Henrik har till storst
del skrivit inledningen och syftet. Oliver har skrivit beviset till Lamés fundamentalsats och
koordinatbyte till fullstdndighetsbevis (som ligger som bilagor) samt denna bidragsrapport.



Popularvetenskaplig presentation

Under 1780-talet spenderade Pierre-Simon Laplace, en fransk matematiker och fysiker, sin tid
med att studera himlakroppars rorelse. Resultatet blev, férutom en nyanserad teori kring plane-
ternas rorelse, dven den forsta studien av vad som nu kallas Laplaceekvationen. Denna ekvation
har sedan dess uppkommit pa en rad olika omraden inom fysik, med varianter som beskriver hur
varme sprids och hur ljudvagor ror sig i luften.

Inom studier av Laplaceekvationen kan man intressera sig for att l6sa ekvationen i olika
geometriska miljéer. Vad detta innebér &r att man loser ekvationen pa en form, som en triangel
eller en kvadrat. Anledningen till att detta &r intressant &r for att ofta &r man intresserade av
saker med olika form, som hur vérme sprider sig i en lang stav eller ljud ror sig i ett runt rum.

Problemet &r att det generellt sett dr véildigt svart att 16sa Laplaceekvationen. Vissa former ar
latta, medan andra vet man inte ens om det gar. Exempel pa latta former &r rektanglar, lador,
klot och torusarﬂ Men andra former, som trianglar, pyramider eller bara nagon slumpméssig
form &r mycket svarare.

(a) Likbent ritvinklig triangel (b) Halv liksidig triangel (30° — (c) Liksidig triangel (60°—60°—
(45° — 45° —90°). 60° — 90°). 60°).

Figur 1

I vart arbete presenterar vi en lésningsgang for Laplaceekvationen for tre olika trianglar, som
vi forsoker gora sa enkel som mojligt. Vi gor detta genom att forst 16sa ekvationen pa en rek-
tangel, vilket &r mycket lattare. Efter det “Gversitter” vi lésningen till triangeln. P& s& vis kan
vi 16sa ekvationen pa en triangel genom att forst 16sa den pa den lattare rektangeln. Hur denna
oversdttning gar till dr att man “viker” en rektangel. Ifall du har en kvadrat och viker den ldngs
diagonalen far du triangeln i figur [Ta]

Eftersom méanga former ar sapass svara att 16sa ekvationen pa, s kan det vara intressant att
veta vilka man kan oversétta till lattare former. Detta var en fraga som Brian J. McCartin stéllde
ar 2009, mer dn 200 ar efter att Laplace borjade studera ekvationen. McCartin lyckades visa,
pa ett valdigt elegant satt, att det var endast dessa tre trianglar, rektangeln och kvadraten som
gick att 16sa pa detta sétt (se figur . McCartin visade att 16sningarna till en form &r relaterade
till om vi tdcka planet med den pé ett visst sdtt. Vad vi menar med detta dr att formen &r
“kaklingsbar”, det vill sdga om vi lagger massvis med kopior av formen brevid varandra kan
vi tdcka en platt yta. Precis som med ett kakelmonster vill vi att det bildas raka linjer som
man kan folja fran ena kanten av ytan till andra. Kvadraten &r tydligt ett exempel pé en sadan
kaklingsbar form, men &ven en triangel med lika langa sidor (se figur .

Nagot som &r intressant med dessa typer av kaklingar ar att de liknar kristaller. Kristaller
ar en regelbunden struktur som studeras inom fasta tillstandets fysik. I rapporten pavisar vi en
koppling mellan kristaller och formerna som vi kan l6sa Laplaceekvationen pa. Alltsa relateras
denna abstrakta ekvation till vilka sétt atomer eller molekyler kan ordna sig regelbundet. Vi far
alltsa en koppling mellan denna svarlosta, ganska abstrakta ekvationen och kristallbildning.
Den matematiska studien av kristaller ar ett ganska utforskat falt, med flera intressanta resultat.
Ett spannande resultat ar att det gar att bestdmma vilka typer av kristaller som kan bildas i

ITorusar ser ut som dougnuts.
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Figur 2: Exempel pa kakling av en liksidig triangel.

hogre dimensioner. Har pratas alltsa om 3, 4, 5 eller hogredimensionella kristaller. Dessa kristaller
ar vildigt abstrakta objekt, men kan anvindas for att beskriva mer komplicerade fysiska &mnen.
Nagot som vore spdnnande att studera i framtiden &r ifall samma koppling mellan former i hogre

dimensioner kan kopplas till dessa kristaller. I s& fall skulle man bestdmma dessa former dven i
hogre dimensioner.



Sammandrag

Vibehandlar egenstrukturen for Laplaceoperatorn pa trianglarna med vinklar
(60°, 60°,60°); (30°, 60°,90°) och (45°, 45°,90°). Med hjalp av tidigare arbe-
ten av M. Prager (1998) och M. A. Pinsky (1980) hérleds egenfunktioner
till Laplaceoperatorn med Dirichletrandvillkor. Vi visar egenfunktionernas
fullstdndighet for Lo pa respektive triangel.

Vidare presenteras ett resultat av Brian J. McCartin (2008) som klassificerar
vilka polygoner som har en fullstdndig uppsattning sa kallade trigonometriska
egenfunktioner. Dessa polygoner &r trianglarna ovan samt kvadraten och rek-
tangeln. Vi kopplar McCartins resultat till gitter, kristaller och Weylgrupper
genom att understka symmetrier som ligger till grund for klassifikationen.
Pierre H. Bérard (1980) undersokte kopplingen mellan vissa typer av egen-
funktioner och symmetrier och visade att alla alkover till Weylgrupper har
trigonometriska egenfunktioner. Vi konstaterar att i R? giller #ven omviind-
ningen, att alla polygoner med trigonometriska egenfunktioner ar alkover till
Weylgrupper.

Nyckelord: Laplace ekvation, polygoner, egenfunktioner till Laplaceopera-
torn, trigonometriska egenfunktioner, alkover, Weylgrupper, klassifikation,
gitter, kristaller, symmetrier, kristallografiska restriktionssatsen, tessellation.

Abstract

We consider the eigenstructure of the Laplace operator on triangles with the
angles (60°, 60°,60°); (30°, 60°,90°) och (45°, 45°,90°). Using the earlier work
by M. Prager (1998) and M. A. Pinsky (1980) we find eigenfunctions of the
Laplace operator with Dirichlet boundary conditions. We show completeness
of eigenfunctions in Lo for each triangle.

Moreover, we present a result by Brian J. McCartin (2008) that classifies
which polygons have a complete set of trigonometric eigenfunctions. These
polygons are the triangles mentioned above, the rectangle and the square.
We connect McCartins result to symmetries of lattices, crystals and Weyl
groups. In 1980 Pierre H. Bérard studied the connection between different
types of eigenfunctions and symmetries and proved that all alcoves of Weyl
groups have trigonometric eigenfunctions. We point out the fact that in
R? the converse is also true. That is, all polygons with a complete set of
trigonometric eigenfunctions are alcoves.

Keywords: Laplace equation, polygons, eigenfunctions of the Laplace opera-
tor, trigonometric eigenfunctions, alcoves, Weyl groups, classification, lattice,
crystals, symmetries, crystallographic restriction theorem, tessellation.
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1 Inledning

Pierre-Simon Laplace borjade sina studier av vad som idag kallas Laplaceekvationen under 1780-
talet. For Laplace var ekvationen relevant for att beskriva gravitationens potential, en utveckling
av Newtons teorier som idag &r grunden for faltet potentialteori. Laplace ekvation lyder

Au =0,

dér A &r Laplaceoperatorn som i kartesiska koordinater (xy,...,z,) € R™ definieras som
n
62
A=) g
i=1 g

Denna operator uppkommer i ett flertal vanliga differentialekvationer sasom vagekvationen och

varmeledningsekvationen. I detta arbete ar vi intresserade av egenfunktioner till Laplaceopera-

torn med Dirichletrandvillkor pa en polygon D med randen 9D. Det vill sdga l6sningar till
Au(z,y) =u(z,y), (z,y)€D (1.1)
u(x,y) =0, (x,y) € 9D,

dér u ar en egenfunktion och A ar tillh6rande egenviarde. Med hjalp av dessa egenfunktioner kan
vi 16sa ett flertal differentialekvationer, bland annat de tidigare namnda. Att 16sa ekvation
med variabelseparation funkar bra for vissa polygoner om randvillkoren ocksé &ar latthanterliga.
Lésaren uppmanas att paminna sig om hur man hérleder egenfunktionerna pa rektangeln R =
{(z,y) eR|0<x<a, 0<y<b}.

For andra polygoner ar det betydligt svarare att hitta egenfunktioner analytiskt och endast
ett fatal exempel existerar i litteraturen. Ett tidigt sadant exempel dr Gabriel Lamés arbete
fran 1833 |1] i vilket han hittade egenfunktionerna pa den liksidiga triangeln. Drygt 100 ar
senare, 1980, hérledde Mark A. Pinsky samma egenfunktioner pa ett alternativt sitt |2] och
visade 1985 deras kompletthet [3|. Parallellt med Pinskys arbete konstruerade Pierre H. Bérard
[4] egenfunktioner pa en speciell typ av geometriska objekt kopplade till Weylgrupper. Bland
dessa objekt aterfinns den liksidiga triangeln men dven andra trianglar sasom den halva liksidiga
triangeln.

Merparten av detta arbete behandlar Brian J. McCartins arbete [5| som slutfordes 2011.
McCartin spenderade sju ar med att kompilera resultat om den liksidiga triangelns egenfunktio-
ner. Med sitt pedagogiska grepp underldttar McCartins arbete forstaelsen av Laplaceoperatorns
egenfunktioner. I hans arbete presenteras ocksa flera nya resultat. Ett intressant sadant ar en
sats som ger en komplett lista éver de polygoner till vilka Laplaceoperatorns egenfunktioner kan
uttryckas i termer av endast sinus och cosinus.

1.1 Syfte

Syftet med det hér arbetet ar att popularisera och belysa tidigare arbeten av Lamé, Pinsky,
Prager och McCartin. Vi vill pa ett tydligt och pedagogiskt sidtt presentera harledningen av
egenfunktioner och egenvirden till den liksidiga, halva liksidiga och likbent ratvinkliga triangeln,
och pavisa deras fullstandighet. Darutover vill vi presentera McCartins klassifikationssatser, och
koppla resultatet till symmetrier 6ver gitter och Weylgrupper. Det sistndmnda bygger pa Bérards
[4] arbete.



1.2 Forkunskaper

Innan vi borjar ta fram egenfunktioner och egenvérden till Laplaceoperatorn kommer vi intro-
ducera nagra centrala definitioner, begrepp och satser som kommer genomsyra hela arbetet. Vi
definierar en speciell klass av egenfunktioner till Laplaceoperatorn som kallas trigonometriska
egenfunktioner.

Definition 1.1. En egenfunktion u : R™ — R sdgs vara en trigonometrisk egenfunktion om
den kan skrivas som en andlig summa av trigonometriska funktioner enligt

u(@) = ajsin (L - @ + a;) + bjcos (Lj - & + ;)
j

dair aj,bj, o, 85 € C och Lj € R™ dr konstanter och \lez = k2 for alla j och nagon konstant
ke R.

Notera att villkoret |L;|> = k? gér att Au = —k?u, vilket innebér att u &r en egenfunktion till
Laplaceoperatorn med egenvirde A = —k? givet att randvillkoren ar uppfyllda.

Ett viktigt resultat for trigonometriska egenfunktioner, Lamés fundamentalsats, presenterades
av Gabriel Lamé ar 1866 |1] och beskriver hur en trigonometrisk egenfunktion i R? beter sig kring
plan pa vilka egenfunktionen eller normalderivatan till egenfunktionen férsvinnelﬂ McCartin [5]
presenterar och bevisar denna sats i R?. Vi presenterar en mer generell version dér funktionen
ar definierad i R™. Forst definierar vi begrepp som generaliserar jamn och udda.

Definition 1.2. En funktion v : R® — R dr symmetrisk/antisymmetrisk om den dr
jamn/udda med avseende pd ett givet hyperplan.

Sats 1.1 (Lamés fundamentalsats). Antag att u: R™ — R dr en trigonometrisk egenfunktion
till Laplaceoperatorn enligt definition [1.1], da gdller att

1. w dr antisymmetrisk kring varje (n — 1)-dimensionellt plan IL C R™ pd vilket u forsvinner.

2. w dr symmetrisk kring varje (n — 1)-dimensionellt plan II C R™ pa vilket normalderivatan
g—g forsvinner.

Med utgangspunkt i McCartins bevis for det tvadimensionella fallet presenterar vi ett bevis
for pastaende (1) i R™ som finns i appendix [C| Pastaende (2) kan visas helt analogt. Beviset
gors essentiellt genom att utféra ett koordinatbyte och utnyttja trigonometriska omskrivningar.
Vidare definierar vi nodlinjer.

Definition 1.3. Vi sdger att en linje U dr en nodlinge till en funktion u om u(x) = 0 for alla
xel.
2 Harledning av egenfunktioner

I detta kapitel harleder vi egenfunktioner till Laplaceoperatorn med Dirichletrandvillkor 6ver de
tre olika trianglarna som syns i figur

TAtt en funktion forsvinner, eller engelskans vanishes, betyder att funktionen &r lika med 0.



(a) Likbent rétvinklig triangel (b) halv liksidig triangel (30° — (c) Liksidig triangel (60°—60°—
(45° — 45° — 90°). 60° — 90°). 60°).

Figur 3

De sokta egenfunktionerna u loser per definition randvardesproblemet

{Au (2,y) =Mu(z,y), (29 €T,

u(z,y) =0, (x,y) € OT, 2.1)

dér T ar en av de tidigare ndmnda Oppna trianglarna och 971 betecknar randen av T'. For att
16sa randvillkorsproblemet anviander vi en metod utvecklad av Prager [6] for Laplaceoperatorn
over en liksidig triangel och anpassad av Damle och Peterson [7] for den likbenta rétvinkliga
triangeln. Pragers metod grundar sig i konstruktionen av en vikningsoperator .%# som re-
laterar en funktion definierad pa en rektangel R till en funktion definierad pa en triangel T
Vikningsoperatorns definition baseras pa att vissa trianglar T" har symmetriegenskaper som gor
att en rektangel R kan bildas genom upprepad spegling av T' lings dess sidor. Som exempel pa
detta ses i1 figur [4] hur spegling i hypotenusan av den likbent rdatvinkliga triangeln ger upphov
till enhetskvadraten.

Figur 4: Tva likbenta ratvinkliga trianglar 77 och 75 vars union bildar enhetskvadraten R.

Vikningen av en funktion u : R — R ser i allmdnhet ut som

N
ﬁ’u(x,y) = Zciu(xiayi)v UAS LQ(R)7
=1

dar (z,y) € T, ¢; € {1,—1} och (z;,v;) &r transformerade koordinater tillhérande triangeln
T; som uppkommer av upprepad spegling av T'. Vi lamnar de triangelspecifika definitionerna
av .# och (x;,y;) till ndstkommande avsnitt. Att vikningen av en egenfunktion pa R bildar
en egenfunktion pa T &r bevisat for den halva liksidiga triangeln [6] och likbenta ratvinkliga
triangeln [7].



Sats 2.1. Lat T vara den halva liksidiga eller likbent rdtvinkliga triangeln och lat R vara respekti-
ve rektangel skapad genom upprepad spegling avT. Om v ar en egenfunktion till Laplaceoperatorn
med Dirichletrandvillkor pa R sd dr vikningen Fv en egenfunktion till Laplaceoperatorn pd T.

Bevis. Beviset bygger i huvudsak pa att A &r invariant under vissa koordinatbyten vilket visas
i appendix [B| Vikningen av v ges per definition av .Zv (z,y) = SN, ¢v (2;,3;). Genom att
utnyttja att Laplaceoperatorn &r linjar fas

N N
AFy = AZCW (zi,y5) = ZCiAU (@i, yi) -
i=1

=1

D& de transformerade koordinaterna (z;,y;) ar reflektioner av de ursprungliga koordinaterna
(z,y) € T runt nagon linje f6ljt av en translation kan vi utnyttja resultatet fran korollarium B.1
som sager att

Av (zi,y;) = M (x5,y), i=1,...,N
vilket ger

N
AFv = Zci/\v (i, 9i) = AFv.

i=1
Att Zv uppfyller randvillkoren pa 0T kommer f6lja av definitionerna av ¢; och (z;,y;) 1 respek-
tive fall. Antingen &r termerna i .#v lika med noll vilket foljer av att v uppfyller Dirichletrand-
villkoret p&4 R eller sd kancellerar termerna parvis vilket foljer av valet av ¢; for respektive
triangel. De triangelspecifika vikningsoperatorerna definieras i ekvation , och .
Alltsé ar Zv en egenfunktion till Laplaceoperatorn med Dirichletrandvillkor pa T' och satsen &r
bevisad. O

For att hiarleda egenfunktioner pa T kan vi alltsa 16sa det betydligt enklare problemet att hitta
egenfunktioner till Laplaceoperatorn pa R och sedan med % transformera funktionerna till en
16sning pa T'. Svarigheten ligger da huvudsakligen i att hitta en lamplig definition av .% for varje
triangel.

2.1 Likbent ratvinklig triangel

Lat Ty vara den 6ppna triangeln med horn i (0,0),(1,0), (0,1) och T5 den 6ppna triangeln med
horn i (1,0),(0,1),(1,1). Vi relaterar 77 till 75 via koordinatsambandet

T = ro=1—y
(x1,91) € T1, (22,92) € Th.
n=y y2=1-—x

Notera att T |JT> = R déar R ar kvadraten med sidlangd 1 (se figur . Vi definierar viknings-
operatorn .# : La(R) — Lo(T1) i enlighet med Damle och Peterson [7] som

Fu(x,y) =u(x,y1) —u(re,y2), (z,y) €. (2.2)

Laplaceoperatorn pa enhetskvadraten med Dirichletrandvillkor har de vélkdnda egenfunktioner-
na
Unp,m (2,y) = sin (mnx)sin (mmy), n,m=1,2,....

Av ekvation ges da egenfunktionerna #u,, ,, pa triangeln 77 av

Fnm(z,y) = sin (mnz) sin (rmy) — sin (rn (1 — y)) sin (7m (1 — x)). (2.3)



Med hjilp av den trigonometriska identiteten sin (z — y) = sin (z) cos (y) — sin (y) cos (z) kan
detta uttryck forenklas till

Tty (2, y) = sin (wnz) sin (rmy) + (—1)" 7" sin (7ny) sin (mmaz) . (2.4)

Vi noterar att om n = m fas
sin (mnz) sin (mny) — sin (7nx) sin (mny) = 0.

Da nollfunktionen ej ar en egenfunktion har vi alltsa att egenfunktionerna utgors av

F Uy, m(x,y) = sin (mnx) sin (mmy) + (—1)"+er1 sin (rny) sin (rmz), (x,y) € Ty (2.5)

dér n,m = 1,2,... och n # m. Egenvirdena ), ,, &r de samma som for egenfunktioner till
enhetskvadraten med ett extra villkor n # m det vill sdga

Anm = —(@n? +7*m?), n,m=1,2,..., n#m.

Att egenfunktionerna (2.5)) 16ser ekvation ([2.1)) kan verifieras genom inséttning. Egenfunktio-
nerna uppfyller randvillkoren for x = 0 och y = 0 ty sin (0) = 0. Att randvillkoret lings med
hypotenusan av T &ar uppfyllt ser vi genom att ersdtta x = 1 — y i ekvation ([2.3).

2.2 Halv liksidig triangel

Lat nu T} vara den 6ppna halva liksidiga triangeln med horn i (0,0), ( Nt 0) (0,1). Prager [6]
relaterar 77 till de 6ppna trianglarna T;,i = 2, ...,6 (se figur [5)) via koordinatsambanden
{xz—é( z — 3y +3) {xg—l(x—\/ger\/‘g)

€1
{yl v2=75(—V3r+y+1) ys =1 (VBr+y+1)

zs =1 (2 + 3y +V3) x—%(m+fy+f) 16 =V3—1x
y4—§(—fx—y+1) =3 (V3z—y+1) yo=1—1y
dar (z;,y;) € T;. Notera att varje koordinatsamband motsvarar att spegla och translatera 7.

Observera dven att unionen av alla trianglar T;,i = 1,2,...,6 bildar rektangeln R = {(z,y) €
R2|0<z <3, 0<y<1}

I
o= K 8

(2.6)
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Figur 5: Halva liksidiga trianglar T;, ¢+ = 1,2, ...,6 vars union bildar rektangeln R. Trianglarna
T;, i = 2,...,6 genereras genom att spegla och translatera 77.

Vikningsoperatorn definieras nu som

6
Fu(z,y) =Y ciu (i, i) (2.7)
i=1
dér ¢; =1fori=1,3,4,6 och ¢; = —1 fér i = 2, 5. Laplaceoperatorn pa R har egenfunktionerna

. [Tz .
Up,m (2,y) = sin (\/§> sin (mmy), n,m=1,2,...

vilket ger
6

<9fun,m(l‘a y) = Z Ciln,m ('I’ia yz) .
i=1
Efter forenkling med trigonometriska identiteter far vi att egenfunktionerna till 77 blir

Ftig (2, ) =2in <”\7/T§> sin (mmy) — 2 (—1)"%" sin <27:% (n+ 3m)> sin (% (n— m))

—m

+2(~1)"7" sin (27:% (n— 3m)> sin (% (n+ m)) . (my) e

(2.8)
med tillhoérande egenvérden A, ., = —72 (%2 + m2> dér n,m =1,2,... och
O<n<m, n#m, n#3m, n=m (mod 2).

Héarledningen av dessa villkor dr betydligt mer komplicerat dn fér den likbenta rétvinkliga tri-
angeln (se Prager [6]) och vi nojer oss déarfor med att forklara villkorens innebérd. Villkoren
n # m och n # 3m medf6r icketrivialitetﬂ vilket kan verifieras genom inséttning. Om det sista
kravet n = m (mod 2) ej uppfylls s& kan det visas att termerna kancellerar och egenfunktionen
blir noll. Sist géller att for varje egenfunktion som ej uppfyller det forsta villkoret 0 < n < m
kan vi byta index sa att den uppfyller det.

'Ej identiskt lika med noll ty en sddan funktion &r inte en egenfunktion.



2.3 Liksidig triangel
Nu aterstar att hitta egenfunktioner ugm till Laplaceoperatorn over en liksidig triangel. Lat T'

vara den 6ppna liksidiga triangeln med hérn i (0,1), (%, O) och (—%, 0). For att hitta egen-
funktionerna utnyttjar vi att varje funktion kan delas upp i en symmetrisk och en antisymmetrisk
funktion kring nagon linjeﬂ De sokta egenfunktionerna kan alltsa skrivas pa formen

ug,m (l’, y) = ufz,m (xv y) + u;lz,m (l‘, y) (29)

m nm ar den symmetriska respektive antisymmetriska delen av u:,fm kring nagon
linje. Uppdelningen motiverar oss att finna en lamplig linje och sedan konstruera de symmetriska
och antisymmetriska delarna av egenfunktionerna var for sig. Per definition ar egenfunktionerna
pa den halva liksidiga triangeln som ges av ekvation noll lings med linjen A := {(z,y) | x =
0, 0 <y <1} (se figur @ Om vi utékar definitionsméngden av ekvation fran Ty till T
sa foljer av Lamés fundamentalsats (sats att de utokade egenfunktionerna ug ,, kommer
vara antisymmetriska kring A och dessutom vara egenfunktioner till Laplaceoperatorn pa T'. Vi
valjer darfor att dela upp u";m kring A och far att den antisymmetriska delen av uim ges av
utdkningen av ekvation med (z,y) € T. Samma villkor pa indexen n,m foljer direkt.

For den symmetriska delen u; ., noterar vi att Lamés fundamentalsats implicerar att om w; ,, ar
k) )

en trigonometrisk funktion vars normalderivata %if = 0 léngs med A sa dr uj, ,,, symmetrisk kring

A. Alltsé kan vi konstruera uj, ,,, genom att utoka en trigonometrisk egenfunktion pa 77 med

dar v® . och u¢

Neumannrandvillkoﬂ pa A och Dirichletvillkor pa de tva andra sidorna. Upprepad spegling av
Ty ger upphov till rektangeln R i figur [6]dér de streckade linjerna motsvarar Neumannrandvillkor
och de heldragna linjerna Dirichletrandvillkor.

ot R

1 ~
Ts
T3

Ty
Ty

=B

1
V3

Figur 6: Liksidig triangel 7" och halva liksidiga trianglar T;, i=1,2,...,6. De streckade/heldragna
linjerna motsvarar Neumann- respektive Dirichletrandvillkor. Rektangeln R = {(z,y) € R? | 0 <
r <3, 0 <y <1} bestar av unionen av T}, i = 1,..., 6.

"Fér en funktion av en variabel kan vi t.ex. skriva f (z) = 1 (f (z) + f (—2)) + & (f (z) — f (—2)), dér forsta
delen dr symmetrisk och andra ar antisymmetrisk med avseende pa 0.
H% = 0 léngs med randen.



Egenfunktionerna till Laplaceoperatorn pa R med blandade randvillkor som beskrivna i figur [6]
ges av

m™mx\ .
Up,m = COS (\/§> sin (mmy), m >0, n>0. (2.10)

Vi vill nu hitta en lamplig vikning. Prager |6] definierar en ny vikningsoperator som

6
Fu(x,y) = ciu (@i, i) (2.11)
=1

dér ¢; = 1 for ¢ = 1,4,5 och ¢; = —1 for i = 2,3,6. (x;,y;) ar som i ekvation (2.6)). Applicerar
vi.% pa (12.10) och forenklar fas

Up, (T, Y) = P (7,y) = 2 co8 <mr\/§x) sin (mmy)

+2(=1)m /2 g <27:f§ (n+ 3m)> sin (% (n — m)) (2.12)

—2(=1)"M/2 g <7r:c 3m—n > sin (F—y n—+m ) .
(-1 s (8m = m) ) sin (7 (-4 m)
Vilket ger egenvérdena A, ,, = —72 <"—32 + m2>. Prager [6] hérleder foljande villkor for indexen
n,m

0<n<m, n#m, n=m (mod?2).

Precis som ovan s medfor villkoren n # m och n = m (mod 2) icketrivialitet. Vi kan verifiera
detta genom att utnyttja att egenfunktionerna ar trigonometriska. Lamés Fundamentalsats ger
da att Fuy, ,, dr bade symmetrisk och antisymmetrisk om den dr noll lings med A. Da den enda
funktionen som &r bade antisymmetrisk och symmetrisk dr nollfunktionen far alltsa inte Fuy, ,,
vara noll langs med A. Genom att sétta x = 0 i ekvation och anvénda trigonometriska
identiteter foljer de tva villkoren. Det forsta villkoret, 0 < n < m, har samma innebord som vi
tidigare papekat vid ekvation .

Vi utokar nu definitionsméngden av u;, ,,, frén T till T och erhaller da enligt Lamés fundamen-
talsats en symmetrisk funktion kring A p& T'. Den liksidiga triangelns egenfunktioner respektive

egenvirden ges alltsa enligt ekvation (2.9)) av ugm = Uy, + Upy gy, SAME Apy = —? (%2 + m2)
med villkoren 0 <n <m, n#m, n=m (mod2).

I litteraturen forekommer ofta den liksidiga triangelns egenvirden pa en alternativ form

_ [16x? 9 o
)\n,m——< o7 >(m +n —mn),

med villkoren
m+n=0 (mod 3), m#2n, m#2n,

som visades av Pinsky [2]. Det kan visas att Pinskys egenvéirden &r ekvivalenta med Préagers om
ett indexbyte gors. Notera ocksa att konstanten framfor kan skilja sig beroende pé triangelns
dimensioner. En direkt fordel med Pragers egenvirden ar att de alltid har samma form som
egenvirdena for den vikta rektangeln.



2.4 Fullstandighet av egenfunktioner till trianglarna

Givet en mingd egenfunktioner {u;}52; till nagon av trianglarna i kapitel [2] vill vi veta om
méngden &r fullstdndig i Lo (T H T betecknar hér nagon av de dppna trianglarna i féregaende
kapitel, det vill saga T innehaller inte sin rand OT. Innan vi visar fullstdndigheten ger vi nagra
definitioner.

Definition 2.1. Vi sdager att tvd funktioner w och w dr ortogonala pd ett omride €2 om
(w,w)p, ) =0, dir (-,"),(q) dr den inre produkten i Ly(2).

Definition 2.2. En mdngd funktioner {u;}2, dr fullstdndiga i Ly(T) om det for alla v €
Lo(T) finns konstanter a;, i = 1,2, ... sd att

n
lim |jv— ZaiuiHLQ =0,

dar || ||, dr La-normen.

Vi visar att egenfunktionerna ar fullstindiga likt Prager [6] med nagra variationer. For att gora
detta definierar vi forst forlangningsoperatorn & : Ly(T) — Lo(R) som

Pv (zi,y;) = v (x,y), v € Ly(T)
déar ¢; och (z;,y;) ar som i respektive transformer (2.3)), (2.7) och (2.11). Forldngningsopera-

torn utokar en funktion v : T — R genom det givna koordinatsambandet mellan (z;,y;) och
(z,y). Notera att +.% (Pv) = v, for v € Ly (T). Férlingningsoperatorn kan alltsa i nagon be-
mérkelse betraktas som vikningsoperatorns invers. Vi &r nu redo att bevisa egenfunktionernas
fullstdndighet.

Sats 2.2. Lat {¢,}72, vara en bas av ortogonala egenfunktioner till A pa Lo (R). Dd gdller att
{F pn}>2 dr en fullstindig méangd egenfunktioner till A pa T.

Bewvis. For att visa att {Z ¢, }02, utgor fullstindig méngd later vi v € Lo (T) vilket ger att
Pv € Ly (R). Eftersom {¢y}22, utgdr en ortogonal bas till Ly (R) kan vi skriva

o0

Pv = Z (P, 6n) () Pn>

n=1

dér (-, ), (g dr inre produkten i Ly(R). Genom att sedan vika denna funktion fas

9(91}) = (Z <<@U ¢n L2 (R) d)n) Z QU ¢n La(R fgbn,
n=1

n=1
ty & ér linjar. Vi noterar ocksa att (Pv,¢); g = (v, F¢) Lo(7): Vilket fas genom
N N
(P0,8) Ly = D (v (2,9) 6 (€6, 40) 1) = < Y)Y i (i, i) > = (0, F ) 1,1
i=1 i=1 Lo(T)

Slutligen anvinds att +.% (£ (v)) = v vilket ger

%Z (v, T n) Loy FOnl(zy), (z,y) €T, (2.13)

och alltsa ar {F ¢, }°2, en fullstindig méngd egenfunktioner. O

7, tillsammans med dess inre produkt och norm definieras i appendix



Fullstdndighet pa den liksidiga triangeln foljer fran satsen ovan samt att de antisymmetriska
egenfunktionerna ar fullstandiga for de antisymmetriska funktionerna i Lo(T") och de symmet-
riska egenfunktionerna &r fullstdndiga for de symmetriska funktionerna i Lo(T).

I detta kapitel har vi nu héarlett egenfunktioner till den liksidiga, likbent ratvinkliga och halva
liksidiga triangeln och bevisat att dessa egenfunktioner &r fullstdndiga i Lo(T') for respektive
oppen triangel T'. Vi observerar sist att de hirledda egenfunktionerna ar trigonometriska (enligt
definition , vilket ar en observation som kommer bli viktig i nésta kapitel.

3 Klassifikation av polygoner med trigonometriska egenfunktio-
ner i R?

I McCartins arbete fran 2008 [5] presenterar och bevisar han tva satser som han kallar “Classifi-
cation Theorem” och “Extended Classification Theorem”. Vi kallar dem hér klassifikationssatsen
och utokade klassifikationssatsen. Dessa satser klassificerar vilka polygoner i tva dimensioner
som har en fullstdndig uppséattning trigonometriska egenfunktioner till Laplaceoperatorn med
Dirichletrandvillkor.

Vi kommer i detta kapitel sammanfatta och presentera delarna i McCartins bevis for klassifi-
kation i R?, med fokus pa att lyfta fram och betona de koncept och idéer som ligger till grund for
beviset. McCartin angriper problemet genom att borja med en stor mangd mdjliga polygoner
och framfér sedan argument som utesluter fler och fler tills det bara &r négra kvar. Vi kommer
istallet konstruera de mojliga polygonerna genom att anvinda egenskaper hos trigonometriska
egenfunktioner. Utéver McCartins arbete [5] kommer vi &ven luta oss mot tidigare arbeten av
Pinsky |2, 3] och Prager [6].

3.1 Resultat for trigonometriska egenfunktioner

Innan vi kan presentera och bevisa klassifikationssatsen maste vi etablera nagra viktiga resultat
som géller for trigonometriska egenfunktioner (definition [1.1]). Vi presenterar och bevisar dessa
for R™ da de har enkla generaliseringar. Vi kommer dock bara betrakta klassifikation i R2.

Lemma 3.1 (Forsvinnande linjer). Om en funktion u : R™ — R dr en trigonometrisk egen-
funktion och dr noll pa ett segment av en linje, sa dr den noll pa hela linjen.

Bevis. Antag funktionen &r noll pa linjesegmentet QO = {xeR" :x=xp+rw, weR"” re
(a,b)} och hela linjen ges av Q@ = {x € R" : @ = g+ rw, w € R"*, r € (a,b)}. Vi kan da
definiera en funktion enligt

f(r)=u(xo+rw)=0, re((ab).

Om vi betraktar r som en komplex variabel noteras att f () : C — C definierar en holomorf
funktion. Da f(r) = 0 for alla r € (a,b) foljer det enligt identitetsprincipen for holomorfa
funktioner |8, s.151] att f (r) = 0 for alla r € C, och speciellt for alla r € R, vilket ger att u =0
pa linjen €. O

Lemma [3.1] sdger att trigonometriska egenfunktioner till Laplaceoperatorn pa en polygon med
Dirichletrandvillkor kommer vara noll lings med alla linjer som sammanfaller med polygonens
sidor.

Korollarium 3.1. Om en funktion u : R™ — R dr en trigonometrisk egenfunktion, och dr noll
pa en oppen delmdngd av ett (n — 1) —dimensionellt plan dr den noll pi hela planet.

10



Bewvis. Lat II' vara en 6ppen delmangd av ett n — 1 dimensionellt plan II C R" sadant att
u(x) = 0 for alla & € II'. Om vi tar en godtycklig punkt p € IT kan vi hitta en linje Q som
uppfyller att p € Q och det finns ett linjesegment ' C Q s& att Q' C IT', ty I’ ar 6ppen. Lemma,
3.1| ger nu att u(p) = 0, och da p var godtyckligt vald foljer det att u (x) = 0 pa hela planet
1L O

Korollarium séger alltsa att principen om foérsvinnande linjer i lemma [3.1] gar att generalisera
till godtycklig dimension, dar en trigonometrisk egenfunktion kommer férsvinna pa ett helt plan
om den forsvinner pa en del av planet. Detta skulle kunna anvindas om man vill underséka
klassifikation i hogre dimensioner.

Lamés fundamentalsats (sats[L.1)) och lemmat om férsvinnande linjer (lemmal[3.1]) &r essentiellt
det som alla argument i beviset for klassifikationssatsen kommer bygga pé, och ar darfor valdigt
centrala resultat som ldsaren uppmanas lagga pa minnet.

3.2 McCartins klassifikationssats

D& vi nu har etablerat resultaten géllande trigonometriska egenfunktioner i féregdende avsnitt
ar vi redo att borja bygga upp beviset till McCartins klassifikationssats. Innan sjélva satsen
presenteras kommer vi presentera négra fler delresultat och koncept, som vésentligen ar att dela
upp beviset i mindre delar som presenteras var for sig.

McCartins klassifikationssats siger vilka polygoner i R? som har en fullstindig uppséttning
trigonometriska egenfunktioner till Laplaceoperatorn med Dirichletrandvillkor och vi vill saledes
studera egenskaperna hos dessa polygoner.

Enligt Lamés Fundamentalsats géller att en trigonometrisk egenfunktion kommer vara anti-
symmetrisk kring varje kant i polygonen ty vi har Dirichletrandvillkor. Detta gor att egenfunk-
tionen pa ett entydigt sitt maste kunna utokas till att vara definierad pa hela R? genom att
upprepat spegla funktionens vérde i kanterna, vilket gors av McCartin |5]. For att detta ska ga
att gora sédtter det krav pa polygonen. Polygonen méaste genom upprepad spegling i kanterna
kunna técka hela planet, vilket kallas att polygonen maste kunna tessellera planet.

Definition 3.1. Tessellation dr en utfyllinad av ett plan med geometriska figurer utan éverlapp
eller mellanrum.

Lemmat om férsvinnande linjer (lemma ger att utokningen av egenfunktionen kommer vara
noll ldngs med alla linjer som sammanfaller med kanter till polygoner i tessellationen. Vi kallar
linjen som sammanfaller med en kant i polygonen utékningen av den kanten.

Nu nér vi definierat utékningen av en kant kan vi ocksa definiera en mer restriktiv typ av
tessellering kallad strikt tessellering.

Definition 3.2. Vi sdger att en polygon dr strikt tessellerande om den kan tesselleras via
spegling @ kanter, samt att samtliga utékningar av kanter endast sammanfaller med andra utok-
ningar av kanter till polygoner i tessellationen.

I figur [Ta] visas ett exempel pa en strikt tessellerande polygon, ndmligen den liksidiga triangeln.
I figur [7h] visas ett exempel pa en polygon som &r tessellerande men ej strikt tessellerande.
Anledning till att vi studerar strikt tessellerbarhet ar for att de ytterligare krav som polygonen
méaste uppfylla kan hérledas fran lemma och Lamés fundamentalsats (sats .
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7
]\‘ center

(a) Spegling runt en sida ger upphov till tessella- (b) Den regelbundna hexagonen ér ett exempel péa
tion for en liksidig triangel. I figuren syns en liksi- en polygon som &r tessellerande men inte strikt
dig triangel (streckad), samt uppspegling runt ett tessellerande. Notera att utokningen av kanterna
horn Neenger- Notera att utokningen av alla kanter skir genom insidan i de 6vriga hexagonerna.
endast sammanfaller med kanter till polygoner i

tessellationen.

Figur 7

Egenskapen att en polygon &r strikt tessellerande relaterar till dess inre vinklar. Fran figur [7a]
kan vi se att upprepad spegling kommer leda till att genom varje horn (exempelvis Neenter)
kommer det finnas ett antal linjer, vilka dr de som sammanfaller med sidor i de speglade och
den ursprungliga polygonen. Vinkeln mellan dessa linjer kommer vara exakt samma som den
vinkeln i den ursprungliga streckade triangeln tillhorande det hornet Nepter- Vi kan likna detta
vid att vinkeln har "roterats runt” ett varv. Detta sétter alltsd krav pé innervinklarna for en
strikt tessellerande polygon. I féljande sats formaliseras detta resonemang.

Sats 3.1 (Speglingsprincipen). En polygon dr strikt tessellerande om och endast om alla inre
vinklar dr pa formen 7, dir a € N\ {1}.

Beuvis. Lat P, beteckna en polygon med n horn, och lat a1, ..., a, vara dess inre vinklar.

Vilj ett godtyckligt inre horn med innervinkel ;. Lat R,, vara méngden rotationer som
genereras av ;. I en tessellation far vi inte ha tomrum eller verlapp, och ddarmed maste gruppen
(Raj,o) vara cyklisk och ha éndlig ordning. Da far vi att a; ar pa formen %’T med a € N.
Kravet pa att samtliga kantutokningar endast sammanfaller med varandra ger att rotation med
vinkeln m maste vara i Rq;, ty alla kanter i ett horn maste g& att utoka ty polygonen &r strikt
tessellerande. Detta motsvarar en rotation med 7. Det hér ger att a; = 7 for nagot a € N\ {1}.
Vi tar bort @ = 1 ty en inre vinkel pa 7 &r inte intressant.

Tillampas argumentet pa alla inre vinklar far vi att spegling runt samtliga horn inte ger
overlapp eller hal. Argumentet &r rekursivt, da vi kan spegla upp runt ett hérn, och sedan vilja
ett nytt horn och upprepa. Ddrmed maéste alla vinklar kunna skrivas pa formen kravt av satsen.

Vidare har vi att givet att vinklarna ar pa formen Z, dér a € N\ {1} foljer vi bara resonemanget
baklénges och far att &ven omvandningen géller. O

Speglingsprincipen kan nu anvéndas tillsammans med vinkelsumman fér en polygon for att
explicit bestdmma vilka polygoner som éar strikt tessellerbara. Da vinkelsumman for en polygon
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med n horn ar 7 (n — 2) f6r n > 3 far vi ekvationen

n

1
Y —=n-2 n>3, (3.1)

y
j=1 "7

dir a; € N\ {1} och a; = T dr vinkeln i hérn j. Didrmed har vi en direkt metod fér att hitta
J
strikt tessellerande polygoner.
Vi utnyttjar denna metod och presenterar de strikt tessellerande polygonerna i nedanstaende
sats.

Sats 3.2 (Strikt tessellerbara polygoner). De enda polygonerna i R? som dr strikt tesselle-
rande dar; rektanglar och kvadrater samt liksidiga, halva liksidiga och likbenta rdtvinkliga trianglar.
Dessa polygoner visas i figur[8.

] ]

Figur 8: De enda polygoner som har en fullstindig uppséttning trigonometriska egenfunktioner
till Laplaceoperatorn med Dirichletrandvillkor. Det &ar ocksa de enda strikt tessellerbara poly-
gonerna. I figuren betecknas vinklarna som rét eller med ett, tva eller tre streck som motsvarar
G» 7 och 2.

Bevis. Vi bérjar med att betrakta polygoner med n > 5 hoérn. Vinkelsumman fér en polygon
med n horn dr som ndmnt tidigare 7 (n — 2) da n > 3. Medelvinkeln v for en polygon med n
horn blir

n—2 2 2
A () B, S T
n n ) 2
Detta betyder att minst en vinkel maste vara storre én 7, vilket gor att inga polygoner med

n > 5 horn kan vara strikt tessellerande enligt speglingsprincipen (sats .

Vidare undersoker vi polygoner med n = 4 horn. Lat (aq, ag, as, ay) beteckna vinklarna i
fyrhorningen. Om fyrhérningen &r strikt tessellerande maste enligt sats vinklarna vara pa
formen -

aj=—, a; €{2,3,4,..}for j =1,2,3,4.
a;

D& vinkelsumman i en fyrhérning ar 27 fas enligt ekvation (3.1))

1 1 1 1

—+—+—+—=2,

al ag as a4
vilken endast har losningarna a; = 2 fér j = 1,2,3,4 (se appendix @ Detta betyder att
polygonen &r en rektangel, med kvadrat som specialfall.

Slutligen betraktar vi polygoner med n = 3 hoérn och betecknar vinklarna (81, B2, f3). Pa
samma séitt som for fyrhorningen maste, enligt sats [3.1] vinklarna vara pa formen

™

Bj = b bj €{2,3,4,...} for j =1,2,3. (3.2)
J
Vinkelsumman i en trehorning ar m vilket enligt ekvation (3.1]) ger
1 n 1 n I 1
by by by
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som endast har l6sningarna (b, ba,b3) = (3,3,3),(2,3,6) och (2,4,4) (se appendix @ Enligt
ekvation (3.2) motsvarar detta vinklarna

553 G55 o G5d)

vilket dr vinklarna for den liksidiga, halva liksidiga respektive likbent ratvinkliga triangeln. Vi
har alltsa visat att de enda polygonerna i R? som ér strikt tessellerbara &r de som ndmns i satsen
och darmed é&r beviset klart. O

Anledningen till varfor strikt tessellerbara polygoner ar intressanta ar att det visar sig att de ar
just dessa som har en fullstindig uppsittning trigonometriska egenfunktioner i R2.
Definitionen av strikt tessellerbar motiverades av egenskaper hos trigonometriska egenfunktio-
ner, sats och lemma Kopplingen mellan strikt tessellerbara polygoner och polygoner som
har en fullstdndig uppséttning trigonometriska egenfunktioner till Laplaceoperatorn forklaras av
klassifiktionssatsen, som formulerades och bevisades av Brian J. McCartin [5].

Sats 3.3 (Klassifikationssatsen, Brian J. McCartin 2008). De enda polygoner som har en
fullstindig uppsdttning trigonometriska egenfunktioner till Laplaceoperatorn med Dirichletrand-
villkor dr rektangeln, kvadraten, den liksidiga triangeln, halva liksidiga triangeln samt likbent
ratvinkliga triangeln (se figur @

Bevis. Lat P vara en godtycklig polygon. Antag att det finns fullstindig uppséttning B =
{u;}3°, av trigonometriska egenfunktioner till Laplaceoperatorn med Dirichletrandvillkor pa P.

Antag nu att P ej &r strikt tessellerande. Om vi nu tar en godtycklig egenfunktion v € B
kommer den enligt Lamés fundamentalsats (sats vara antisymmetrisk kring respektive sida
pa polygonen P pé grund av randvillkoren. Genom att upprepat spegla polygonen ldngs dess
sidor kommer tillslut en linje som sammanfaller men nagon av de speglade polygonernas sidor
hamna pa insidan av P, da den ej ar strikt tessellerande. Detta implicerar att u méaste vara
noll langs den linjen enligt lemma I och med att vi tog en godtycklig egenfunktion u foljer
det att det géller for alla u € B. Detta motsidger att B &ar en fullstindig uppsittning, d& det
betyder att alla funktioner som kan bildas genom linjarkombinationer av © € B kommer vara
noll langs denna linje. Om B ska vara fullstandig méaste alla funktioner i Lo(P) kunna bildas
genom linjarkombinationer, vilket nu inte ar fallet. Detta ger att antagandet att P ej ar strikt
tessellerande inte kan vara korrekt.

Alltsé, en polygon med en fullstindig uppsittning trigonometriska egenfunktioner méste vara
strikt tessellerande. Enligt sats [3.2] 4r det endast polygonerna som visas i figur [§ som har den-
na egenskap. I kapitel 2] visades att alla dessa har en fullstindig uppséttning trigonometriska
egenfunktioner och ddrmed &r beviset klart.

O]

Klassifikationssatsen ger en ekvivalens mellan polygoner som ar strikt tessellerande och polygoner
som har en fullstdndig uppséattning trigonometriska egenfunktioner till Laplaceoperatorn med
Dirichletrandvillkor.

3.3 McCartins utokade klassifikationssats

Klassifikationssatsen ger oss svar pa vilka polygoner som har en fullstdndig uppséttning trigo-
nometriska egenfunktioner till Laplaceoperatorn. En naturlig foljdfraga ar till vilka polygoner
som Laplaceoperatorn har ndgon trigonometrisk egenfunktion. McCartin [5] formulerade 2008
en sats som besvarar denna fraga. Satsen foljer av de resultat som etablerats i foregdende avsnitt
samt det faktum att en egenfunktion till Laplaceoperatorn med Dirichletrandvillkor endast kan
ha &ndligt méanga interna nodlinjer [9].
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Sats 3.4 (Utokade klassifikationssatsen, Brian J. McCartin 2008). De enda polygoner
som har nagon trigonometrisk egenfunktion till Laplaceoperatorn med Dirichletrandvillkor dr de
polygoner som bestar av en sammanhdngande mdangd skapad genom spegling av ndagon av de fem
polygonerna som forekommer i klassifikationssatsen.

Bewvis. Antag att vi har en trigonometrisk egenfunktion w till Laplaceoperatorn som &r noll langs
med sidorna pé en polygon P. Da u har ett dndligt antal interna nodlinjer i P kan vi hitta en
sammanhéngande delméngd P av P sadan att u inte har nagra interna nodlinjer i P och ir
lika med noll pa randen av P. Om vi definierar @ som restriktionen av u till P s& foljer att P
maste vara nagon av de strikt tessellerbara polygonerna i figur Bl Da vi i detta fallet vet att @
ej har niagon nodlinje i P skulle vi f& en motségelse om P ¢j ér strikt tessellerande med samma
argumentation som i beviset till klassifikationssatsen, d& en nodlinje skulle skiira insidan av P.
Enligt Lamés Fundamentalsats (sats kan @ utdkas utanfor P genom spegling i sidorna till P.
Detta betyder att P méaste besta av upprepade speglingar av nagon av polygonerna i figur [§ runt
deras sidor. I figur [0 visas exempel pa polygoner P med nagon trigonometrisk egenfunktion. [

Figur 9: Exempel pa polygoner som har nagon trigonometrisk egenfunktion. Dessa &r uppspeg-
lingar av strikt tessellerbara polygoner.

I detta kapitel har vi presenterat och bevisat McCartins klassifikationssatser. Vi har sett att
de argument som ligger till grund for bevisen &r till stor del véildigt geometriska och bygger pa
specifika symmetrier. I nésta kapitel kommer vi utforska mer hur klassifikationssatsen och dessa
speciella polygoner kan kopplas till andra omraden inom matematik, men &ven inom fysik.

4 Koppling mellan kristaller, symmetrier och klassifikation

En intressant aspekt av klassifikationssatsen &dr att den kopplar egenfunktionerna till Laplace-
operatorn 6ver en domén till doménens geometriska egenskaper. Féljer vi beviset av klassifika-
tionssatsen (sats ser vi att de geometriska egenskaper som en fullstdndig uppséttning av
trigonometriska egenfunktioner kréver ger i stort sett hela beviset.

Med grund i observationen att polygonens geometriska egenskaper bestdmmer om en fullstan-
dig uppséattning av trigonometriska egenfunktioner &r mojlig, skall vi i detta kapitel utforska
dessa geometriska egenskaper ndrmare. En koppling ldasaren kanske redan har gjort ar att tes-
selleringen av vara polygoner liknar ett gittelﬂ nagot som anvénds for att beskriva kristaller i
fasta tillstandets fysik. Darutéver har polygonerna vissa symmetrier, som studeras inom grupp-
teoretiska sammanhang. Vi skall darfor gora ett kort besok till kristallografi och gruppteori, och

TFér exempel pé gitter se appendix
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gora kopplingar mellan dessa omraden. Pa sa vis drar vi ett par intressanta paralleller mellan
klassifikationssatsen, gruppteori och matematiken bakom fysiska kristaller.

4.1 Kristallografiska restriktionssatsen

Inom fasta tillstandets fysik studeras som det later fasta &mnen. Néstan alla d&mnen bildar
nagon form av regelbunden struktur i sin fasta fas, vilket kallas kristall. Hur dessa kristaller ser
ut beror pa dmnets fysiska egenskaper, men det noterades tidigt (se Kittel |10]) att det bara
verkar finnas ett fatal mojliga kristallstrukturer. Anledningen till detta dr att kristallen méaste
ha vissa symmetrier.

Vi beskriver kristaller med hjilp av gitter, som kan definieras pa flera siatt. Vi anvinder
Zygmunds definition |[11].

Definition 4.1 (Gitter). Ldt I' vara en delgrupp till R™ under addition. Vi sdger att I' dr ett
gitter om det finns en bas B = (b1, ..., bn)lﬂ till R™ sddant att

F={yeR" | vy=a1bi +---+ apby, a1,...,a, € Z}.

Vi vill nu studera olika symmetriegenskaper hos gitter. Med symmetri menar vi en transfor-
mation som bevarar gittret, det vill siga en transformation A : I' — I'. Enligt definitionen &r
gitter invariant under translation med heltalsmultiplar av basvektorerna, sa vi intresserar oss
bara av rotations- och speglingssymmetrier. Kristallografiska restriktionssatsen ar en sats som
sager vilka mojliga ordningar pa symmetrier som kan finnas i gitter.

Sats 4.1 (Kristallografiska restriktionssatsen i R?). Ldt ordningen av en transformation
A vara det minsta heltalet n sidan att A™ = I, ddr I dr identiteten, och lit T' C R? vara ett
gitter. Da dr mojliga ordningar pda symmetritransformationer 2,3,4 och 6.

Bevis. For att en transformation A skall bevara I' har vi att Ay € I" for alla v € I". Véljer vi
att uttrycka A:s matrisrepresentation i basen som definierar gittret kommer den ha endast har
heltalselement, enligt definitionen av gitter. Darav foljer att sparet av A|E|éir ett heltal. Darutover
har vi for en rotationsmatris i R2%2 att Tr (A) = 2cos @, diir § 4r rotationsvinklen. Det féljer da

att de enda mojliga rotationerna dr med vinklarna 7, 2%, 5 och %, vilket motsvarar ordningarna
2,3,4 respektive 6. Notera att speglingar har ordning 2, vilket fardigstéller beviset. O

Liknande resonemang fungerar for R3, dir enda skillnaden blir att rotationens spar &r 1+ 2 cos 6
och samma mdéjliga ordningar erhalls.

I beviset for kristallografiska restriktionsatsen anvénder vi ett liknande argument som i speg-
lingsprincipen (sats . Det bada bevisen bygger pa ar ett krav pa en transformation att vara
cyklisk (A™ = I), dér kristallografiska restriktionen utnyttjar att ett gitter 4r en méngd diskreta
punkter. Speglingsprinsipen utnyttjar restriktionen som kommer fran lemma 3.1 om forsvinnan-
de linjer. Vi far en korrespondens att mojliga vinklarna i strikt tessellerande polygoner &r w
dividerat med mdjliga ordningar till symmetrier i gitter.

Om alla kristaller i tva och tre dimensioner kan beskrivas av gitter skulle kristallografiska
restriktionssatsen ge alla mojliga symmetrier i kristaller. Det finns saklart undantag, och alla
kristaller kan inte perfekt beskrivas av gitter i alla fall inte i den traditionella meningen. I en
studie fran 1984, som senare resultarade i ett nobelpris, visar Shechtman, Blech, Gratias, och
Cahn att vissa kristallstrukturer pavisar aperiodiskt beteendﬂ [12]. Dessa aperiodiska kristaller

INotera att by, ..., b, ar vektorer i R™. I detta kapitel kommer vi inte anvéinda nagon explicit vektornotation
for att skilja pa vektorer och skaldrer utan det kommer framga av sammanhanget.
Tsenare skrivet som Tr (A)
IMed aperiodiskt betyder att strukturen inte har nagon translationsinvarians.
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kallas kvasikristaller, och kan alltsd inte beskrivas med de traditionella translationsinvarianta
gittren. For att beskriva dessa krdvdes andra metoder, bland annat att studera gitter av hogre
dimensioner &n tva och tre.

For att fa fram kristallografiska restriktionen i hogre dimensioner, alltsd méjliga symmetriord-
ningar for gitter, finns en generell formulering av kristallografiska restriktionssatsen. Beteckna
méngden av n X n heltalsmatriser med determinant +1 som G L(n, Z). Beteckna ocksé ordningen
av en transformation A med Ord(A). De mojliga ordningarna i n dimensioner ges da av

Ordy, :={m e N|3JA € GL (n,Z) med Ord(A) =m}.
Med hjalp av Eulers totientfunktion ¢ uttrycker vi den kristallografiska restriktionen.

Definition 4.2. FEulers totientfunktion betecknas ¢ : N — NU {0} och definieras som féljer.
o(n) dr antalet positiva heltal mindre an eller lika med n som dr relativt prima med n.

Sats 4.2 (Kristallografiska restriktionssatsen i R").
Ord, ={m | ¢ (m) < n}.

Denna sats bevisas av Schwarzenberger [13| och Hiller [14]. Speciellt &r Ords = {2,3,4,6} [15],
vilket stimmer 6verens med kristallografiska restriktionssatsen i R2.

Kristallografiska restriktionen ger alltsd en begrinsning pa symmetrier for ett gitter i R™.
Detta sétter i sin tur ocksd begrénsningar pa symmetrier i kvasikristaller, da kvasikristaller
beskrivs av hogredimensionella gitter.

4.2 Alkover och strikt tessellerande polygoner

I detta avsnitt kommer vi studera symmetrier lite djupare, vilket vi gor med grupper. P. H.
Bérard visade 1980 [4] en direkt koppling mellan Weylgrupper och trigonometriska egenfunk-
tioner till Laplaceoperatorn. I artikeln konstrueras egenfunktioner till Laplaceoperatorn med
Dirichletrandvillkor pa en speciell typ av geometriska objekt som kallas alkover. Alkover upp-
kommer fran Weylgrupper som i sin tur definieras i termer av ett sa kallat rotsystem. Det visar
sig att egenfunktionerna till alkover ar trigonometriska, och &r déarfor av intresse att under-
soka i relation till klassifikationssatsen. Méalet med detta avsnitt &r att definiera och forklara
alkovbegreppet for att koppla Bérards arbete till vart.

Lat (a,B) := 2 (e, B) / (B, B), dir «, 8 € R™ och (-,-) vara skaldarprodukten i R™. Notera att
vi anvént denna notationen tidigare for Lo-skaldrprodukten, men for resten av arbetet kommer
vi anvdnda denna nya definition.

Definition 4.3 (Rotsytem). Vi sdger att en mdngd vektorer R C R™ dr ett rotsystem om de
uppfyller foljande axiom:

1. R dr dndlig, spinner upp R™ och innehdller inte 0.
2. Om «a € R sd dr —a € R och inga andra skaldrmultiplar av a tillhor R.

3. R dr sluten under reflektion over planen vars normal dr o € R.

4. Om «, B € R sd gdller (B,«a) € Z

Med denna definition kan vi utforska vissa typer av symmetrier, och vi uttrycker dessa sym-
metrier med hjilp av vad som kallas Weylgrupper. M&jliga rotsystem i R? visas i figur [10| [16].
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A1 X A1 AQ B2 G2

Figur 10: Mojliga rotsystem i R?.

Definition 4.4 (Weylgrupp). Ldt o, beteckna speglingen éver planet som har o € R som
normal, det vill sdga:
Oq 10— v — (v,a)a.

Da har vi att mdngden av o, for alle o € R genererar en grupp under sammansdttning. Vi
kallar en sadan grupp for en Weylgrupp och betecknar den WW.

Néar vi definierat Weylgrupp kan vi ga vidare med att definiera alkov.

Definition 4.5 (Alkov). Lat H vara mdngden av alla affina hyperplan H, j associerade med
Weylgruppen W till rotsystemet R, det will siga:

Hoyp={veR"| (v,a)=k}, a€R, kel
H={Hor | € R keZ}

Vi kallar en sammanhdngande mdngd A i (]R” —Unen H) for en alkov.

Ett sédtt att tdnka pa en alkov &dr en polygon som cykliskt atervinder till sin startpunkt efter
reflektion med alla o, i en Weylgrupp W. Ett exempel pa en alkov visas i figur [T1]

Fran definitionen ser vi att i R? tessellerar planet och #r slutna under spegling. Detta pamin-
ner om de strikt tessellerande polygonerna vi konstruerade i foregaende kapitel. Det visar sig
att de tvadimensionella alkoverna ar exakt samma som de strikt tessellerande polygonerna. Vi
askadliggor detta genom att studera alkovernas innervinklar i nedanstéende sats.

Sats 4.3. Lat R vara ett rotsystem, med tillhérande Weylgrupp W och alkov A. Da kan vinklarna
mellan kanterna i A endast vara g, 7, 5 eller 5.

Bevis. Mojliga vinklar i alkoven kommer enligt definitionen av alkov vara samma som mdjliga
vinklar mellan rétter i R. Lat o och § vara tva rotter i R och lat 6 beteckna vinkeln mellan
rotterna. D& har vi enligt definitionen av rotsystem att

o]

(a, B) = QW cosf € Z,

och analogt for (53, «). Multiplicerar vi («, 8) med (8, «) fas
(o, B) (B, ) = 4cos? 6 € Z. (4.1)

Vi kommer endast betrakta vinklar mellan 0 och 7, for vinklar storre &n § kan inte vara alkov-
vinklar. Vi har alltsa att de enda mdjliga vinklarna 6 maste uppfylla 6 € (0, 5] samt ekvation

(4.1)), vilket ger vinklarna ndmnda i satsen. O
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Av satsen ovan och sats foljer att de mojliga alkoverna i R? &r samma som polygonerna i
klassifikationssatsen. Alltsa har alkover och endast alkover en fullstdndig uppséattning av trigo-
nometriska egenfunktioner i R?.

Bérard [4] visade 1980 att alla alkover i R™ har en fullstinding uppséttning trigonometriska
egenfunktioner, men inte omvindningen. Vi visade ovan att omvindningen giller i R? genom
att koppla samman Bérards och McCartins arbeten. I hogre dimensioner skulle en mojlighet att
bevisa omvéndingen vara att generalisera klassifikationssatsen (sats till hogre dimensioner
genom att anvinda Lamés fundamentalsats samt korollarium som ar generaliseringen av
lemma 3.1 om férsvinnande linjer.

Figur 11: Alkoven A tillhérande Weylgruppen W av rotsystemet Bs. H, j ar hyperplanet som
har @ € By som normal. Notera att A &r en likbent ritvinklig triangel.

4.3 Sammanfattning och framtida mdjligheter

Vi inledde detta arbete med att hérleda egenfunktioner for liksidiga, halva liksidiga och likbent
ratvinkliga trianglar, och visade deras fullstdndighet. Darefter presenterade vi McCartins klassi-
fikationssats, och den utdkade klassifikationssatsen. Resultatet ar att endast polygonerna i figur
[ har en fullstdndig uppsétting trigonometriska egenfunktioner med Dirichletrandvillkor.

I detta avslutande kapitel belyste vi kopplingar mellan klassifikationsatsen, kristaller och alko-
ver genom att studera dess symmetrier. Slutligen vill vi nu formulera dessa resultat om kopplingar
som en sista sats.

Sats 4.4. Lat © = {§, 7,5, 5} vara mdngden av mdjliga innervinklar till polygoner med en
fullstindig uppsdttning trigonometriska egenfunktioner till Laplaceoperatorn med Dirichletrand-
villkor. Lat ® = {%, 7,5, 5} vara méingden mdjliga innervinklar till alkover i R? och lit N =
{2,3,4,6} vara méingden av méjliga symmetriordningar till gitter i R?. Dd har vi att © = ® =

{Z | neN}.

Satsen foljer av de resultat som etablerades tidigare i arbetet, och en 6verblick 6ver kopplingarna
visualiseras i figur

Mot bakgrund av diskussionen i slutet av forra avsnittet samt korrespondensen mellan alkover
och polygoner med fullstdndig uppséattning trigonometriska egenfunktioner till Laplaceoperatorn
med Dirichletrandvillkor i R? formulerar vi en fSrmodan.
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Formodan 4.1. Alkover och endast alkover dr de polytopmﬂ med en fullstindig uppsdttning av
trigonometriska egenfunktioner till Laplaceoperatorn med Dirichletrandvillkor R™.

Om denna férmodan &r sann binder den samman Laplaceoperatorn med Weylgrupper i godtyck-
lig dimension. Resultatet hade varit en spannande koppling mellan patagligt abstrakta objekt
som alkover och egenfunktioner till Laplacoperatorn.

Utéver att forsoka bevisa denna férmodan kan det vara intressant att utnyttja Lamés fun-
dametalsats och konceptet av klassifikation for att studera nérbesliktade differentialoperatorer.

Fullstédndig
uppsattning

Kristallografisk
restriktion

trigonometriska

egenfuktioner

Alkov till

Weylgrupp

Figur 12: I figuren visualiseras kopplingarna som etablerats i detta sista kapitel.

"En begriansad mingd som 16ser ekvationen Az < b, dir A € R™*" och b € R™. Detta &r den naturliga
generaliseringen av en polygon i godtycklig dimension.
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A Matematiska definitioner

Definition A.1 (Hilbertrummet Ls). Lit (X, A, p) vara ett mattrum. Betrakta en mdtbar
funktion f: X — R. Ly normen dr

1/2
171l = (/X |f|2du> .

En funktion kallas Lo-integrerbar om den dr matbar och || f|| < co. Mangden av dessa funktioner
betecknas

Lo:={f:X =R | f dar A-mdtbar och ||f|| < cc}.

Infor ekvivalensrelationen
f~ug<= f=g p— ndstan overallt

och bilda kvotrummet Ly := Lo/ ~,. Genom att definiera inre produkten som

Lax Lo~ R (f.9) = (fog) = [ fadn. (A1)

blir Lo ett Hilbertrum med inre produkten i ekvation (A.1]) [17].
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B Koordinatbyte till fullstandighetsbeviset

I detta avsnitt presenteras resultat som motiverar varfor A kan verka pa transformerade koor-
dinater i viknings- och férlangningsoperatorern i kapitel [2]

Sats B.1. Givet en funktionv (£,m), (&,m) € T som dr C? definiera en ny funktion f (¢ (£,71),v (&,7)) =
v(&,m), da gdller

v O*v 0*f 0°f 1

8§2+8172_a<+> o, e CH(T)

op?  OY?
for nagot o € R, oo £ 0 om

AN A A A ooy Dy
L) +(3n) = 2(5) +(5)) = a5 tonen

Bewvis. Beviset bygger helt och hallet pa kedjeregeln. Berdkningarna utfors bara for £ och ar helt
analoga for 7.

o5 _ 0196 , 0109

9 dpIE Db IE
och med anvindning av kedjeregeln igen fas

2f Pf (9p\®  Pf dpdp  O*f (NP Pf b
< >+a¢8wasag+w< >+6¢a¢aga§

962 0g?
om da f € C? sa dr v € C? och de blandade andraderivatorna dérfor tas i vilken ordning som

23
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helst. Uttrycket for gin]; fas analogt och det ger

92 92 2 2 2 2 2 2
o or o] (0s\ (00N\*] @[ (ou\?, (00T,
02 On?  0¢? 0& on o? 0¢ an
(0. [0000 0000
OYog | 06 9§~ Inon |

Enligt definitionen s& &r

of O _ v 0%

02 o2 02 on?
vilket ger att precis villor 1,2 och 3 maste gilla for att likheten i satsen ska gélla. O

Lemma B.1. Givet ett koordinatsamband

f -1 ][]+

déir a,b,c,d € R och a? + b* = a # 0. Som symboliserar spegling av (£,m) i linjen genom origo
med riktningskoefficient (a,b) foljt av en translatering med (c,d) gdller

9p\>  [(90\? A A ooy Doy
L(&)*(&J - ZC%>+(&J — oo Tanon "

Bewvis. Beviset utfors genom att identifiera de olika derivatorna i uttrycket for avbildningen och
verifiera att identiteterna stdmmer. O
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Korollarium B.1. Om v och f dr definierade som 1 sats och sambandet mellan ($,) och
(&,n) dr som i lemma[B.1] dd gdller

v 0% (82f 82f)
= )

o "o~ “\og? " ay?

Bevis. Detta resultat foljer direkt av sats tillsammans med det givna koordinatbytet. [
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C Bevis av Lamés Fundamentalsats

Innan vi bérjar beviset presenterar vi ett Lemma.

Lemma C.1. Om
ij sin (G -x + ¢;) =0, (C.1)
Jel
for alla x € R™ och m; € C, G; € R",¢; € R, for j € I sa dr det ekvivalent med att antingen
1. mj =0, for alla j € I.

2. Det finns en partition av I i delmdngder I, == {j € I : Gj = Gy, eller — Gj = Gy}
k=1,...p for vilka det gdller att 3~;.; m;sin(Gj -z + ¢;) =0, for alla z € R™.

Bevis. Om m; = 0 for alla j € I &r Zje[mj sin(Gj-x+ ¢;) = 0, for alla x € R”, sa ena
implikationen foljer direkt.

For att visa andra implikationen betraktar vi summan 6ver ett delintervall I,. Med trigono-
metriska formler kan vi skriva om s& vi far

ijsin(Gj-m+¢j) = My sin (G -« + ®y) .
Jely

Detta ger alltsa att villkoret i fall 2 &r ekvivalent med att My = 0 for alla k =1, ..., p. Summan
i ekvation (C.1)) kan da reduceras till

P
ijsin(Gj T+ Pj) = ZMksin(Gk x4+ D).
JeI k=1
Om vi Fouriertransformerar summan i hogerledet ovan och inte bryr oss om konstanter som
ar samma i alla termer fas

p
> M (56— Gi) e =5 (E+ G e ).
k=1

6 ar i detta fallet Diracs deltafunktion i R™. Om vi nu antar att villkoret M} = 0 for alla k
inte géller kommer inte summan ovan kunna vara 0 for alla € € R™ och ddrmed kommer inte
summan (C.1)) kunna vara 0 for alla € R". Vilket medfor att M, = 0 for alla k.

O

Om vi ska tolka detta lemmat mer intuitivt sa séger det att sinusvagor med olika frekvens inte
kan ta ut varandra 6verallt da de garanterat kommer vara ur fas pa nagot stélle. Med detta ként
ar vi nu mogna att bevisa Lamés fundamentalsats.

Bevis av Lamés Fundamentalsats

Bevis. Vi kommer endast bevisa forsta fallet i satsen da vi i detta arbete endast betraktar
Dirichletrandvillkor. Beviset for den andra delen kommer vara helt analogt.

Bevisidén &r att forst byta koordinatsystem fran @ till y, dar en y; &r ortogonal mot planet
II, och planet II definieras av y; = 0. Koordinatbytet definieras av den ortogonala matrisen M
enligt y = Mx. Egentligen kan vi behova lagga till en konstant ocksa, men den kan vi bara baka
inia; och b;. Vi far da

u(y)=u(x) =u (M_ly) = Z ajsin (L; - M_ly) + bjcos (L; - M_ly) , (C.2)
Jjel
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och u (0,2, ...,yn) = 0, da II definieras av att y; = 0. Vi definierar nu G enligt
Gj-y=L;j- My

Da M ar ortogonal betyder det att |G| = |L;j| = konst och sambandet ges explicit av G; =
M~1L;. Med notationen G; = (G},G?,...,G?), vy = (y1,92,...,yn) och lite trigonometriska

formlerﬂ kan (C.2)) skrivas som

u(y) = Z sin (Gjl-yl)

jel

_l’_

a; cos <Z nyk) —bjsin (Z G?yk>
k=2 k=2
aj cos <Z nyk) + bj sin (Z nyk>

k=2 k=2

+ cos (Gjl-yl) : (C.3)

u (0,92, ..., yn) kan nu uttryckas

0=u(0,y2,...,Yn) :Z[aj cos (Z nyk) + b;sin (Z G;“yk>] =

jeI k=2 k=2
n
= ij sin (Z G?yk + qﬁj) .
jel k=2

m; och ¢; ar konstanter som gar att relatera till a; och b;. Det galler alltsa att

k=2

JeI
Om vi nu anvander lemmafér har vi att termerna i ekvation ((C.4]) méaste kancellera i grupper
I :={j€I:(0, G?, o, G7) = Gy eller — (O,G?,...,G;L) = Gy }. Da vi vet att |G| = konst
for alla j € I maste det for j € I, gélla att (Gjl-)2 = konst — [(G§)2 +-+ (G?)z} = konst.

Gjl ar alltsd oberoende av j da j € I. Kalla G} = G}C for j € I,. Detta ger att andra termen i
summan i ekvation (C.3]) kan skrivas

a; cos (Z G?f%) + b sin (Z G?yk>

Z cos (Gjl yl)

JEL, k=2 k=2
cos (G,lcyl) Z [aj coS (Z G;“yk> + bj sin (Z G;“yk) =0,
JEly k=2 k=2

ty summan ar 0. D& detta géller for alla I eliminerar det hela den andra termen i serien i
ekavtion ((C.3)), och kvar blir

u(y) = Z sin (G}yl)

jel

aj cos (Z nyk> — b; sin <Z G;?yk>
k=2 k=2

som ar tydligt antisymetrisk 6ver hyperplanet definierat av y; = 0. Beviset dr ddrmed klart.
O

Tasin(z + y) + beos(z + y) = sin(z)[a cos(y) — bsin(y)] + cos(x)[asin(y) + bcos(y)].
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D Losningar till heltalsekvationer

Vi betraktar ekvation [3.1] given av
Z % =n—2.
j=1 "
For enkelhets skull 16ser vi ekvationen genom att testa mojliga kombinationer. Det har kan goras
i ett dndligt antal steg, ty det racker med att undersoka a1 = 1,2,... och aj11 = aj,a; +1,...
och terminera vid forsta funna 16sning for varje steg. Det hér ar inser vi da om vérdet pa ett
a; okar kommer dven a;y1 0ka, och ddrmed far vi att de givna termerna endast blir mindre nar
vi fortsdtter att dka. Vi kan dock se pa det ur ett annat perspektiv. Genom att férlinga med
ai-...-ay far vi

n

Z Haj :al-...-an(n—Q)

k=1 \j#k

for ar € N\ {1}. Da vi har att a;, j = 1,...,n finns som faktor i hogerledet, ger forkortning
med aj att aj | ay-...-aj—1-aj41- ... ap. Det betyder att det alltid finns par (a;,a;) som inte
ar relativt prima. Det hér ger att element i {ay,...,a,} far hogst vara relativt prima med n — 1
andra tal. Losningarna kommer da att finnas i méngden

SOLy :={m €N : ¢(m) <2}

som vi ser ar likt den kristallografiska restriktionen i dimension 2. Det hdr kan vara en mdojlig
koppling att se pa i hégre dimensioner.

E Figurer

L] ‘/ L] L]
L] '/ L] L]

Figur 13: Hér visas ett exempel pa ett gitter. Tva basvektorer ar ocksa utritade. Den sa kallade
enhetscellen i gittret dr markerat med streckat.
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