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Abstract

In some parts of the world there exists species of fireflies that has a very specific way of mating.
Generally one firefly starts to emit a light in a pulse-like fashion, followed by others doing the
same. With the help of the light pulses, they can communicate. This chaos of flashes soon turns
into an almost stroboscopic experience where all the fireflies flash in unison.

If these fireflies then would be studied as if they genetically inherited different times between
its natural flashes and that they would not start flashing at the same time - the fireflies could be
described as pulse coupled oscillators. Under the assumption that a number of oscillators adopt
both its starting phase and frequency stochastically, we are faced with certain problems when
trying to regulate and converge the fundamental values of the oscillators.

This report will study how this problem can be described as well its depiction in earlier works.
It will handle the basic criteriums of synchronization, algoritms depending on assumptions of
the system and quantitative studies of performance. Furthermore it will in depth elucidate how
choosing the methods of regulation of the oscillators offers various properties. For example how
the average frequency changes with a time delay or how strong the graph of the pulse coupled
oscillators connections are affects the level of synchrony.

The result will hopefully give a better picture of how pulse coupled oscillators should be
designed in this specific case, to create a system with desired properties.
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Sammanfattning

I vissa delar av världen finns det särskilda arter av eldflugor som har en mycket specifik metod
för parning. Generellt brukar en eldfluga börjar att emittera ett ljus p̊a ett pulsliknande sätt, följt
av andra gör samma sak. Med hjälp av ljuspulserna kan de kommunicera. Detta kaos av pulser
förvandlas snart till en nästan stroboskopisk upplevelse där alla eldflugor pulserar samtidigt.

Om dessa eldflugor sedan studeras som om de genetiskt ärvt olika tider mellan dess naturliga
pulser och att de inte skulle börja blinka p̊a samma g̊ang - d̊a kan dessa eldflugor beskrivas som
pulskopplade oscillatorer. Under antagandet att ett antal oscillatorer antar b̊ade dess startfas
och -frekvens stokastiskt, dyker vissa problem upp när man försöker reglera och konvergera de
grundläggande värdena för oscillatorerna.

Denna rapport studerar hur det här systemet kan beskrivas och dess skildring i tidigare
vetenskapliga studier. Den kommer hantera grundkraven för synkronisering, metoder vid olika
initiala antaganden om systemet och kvantitativa studier av prestanda vid användning av diverse
metoder. Fortsättningsvis kommer den grundligt klarlägga hur reglering av flugornas synkronise-
ring p̊averkar och erbjuder olika egenskaper för slutresultatet. Till exempel hur medelfrekvensen
p̊averkas vid synkronisering.

Resultatet kommer förhoppnigsvis ge en bättre bild över hur pulskopplade oscillatorer kom-
municerar och hur de ska designas för att ge önkvärda egenskaper hos systemet.

Nyckelord: Pulskopplade Oscillatorer, Synkronisering, Oscillatorer, Eldflugor
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Notationer

En lista över de variabler som används igenom hela rapporten.

Referenslista för variabler

• t: En godtycklig tidpunkt

• q: En pulskopplad oscillator

• q(t): En oscillators tillst̊and vid tidpunkt t

• p: En oscillators fas / evolution

• f : En oscillators evolutionshastighet (
dp

dt
)

• f0: En oscillators initiala/ naturliga evolutionshastighet

• x: En oscillators position i Rn

• ∆: Evolutionshoppet vid observerad puls.

• τ : Tiden det tar fr̊an att en oscillator har skickat ut en puls tills att andra oscillatorer
upptäckt pulsen, m.a.o en tidsfördröjning.

• Q: En mängd av oscillatorer

• Q(t): En mängd av oscillatorer och deras tillst̊and vid tidpunkten t

• G = (Q,E): En graf med noder Q och oriktade kopplingar E

• ·∗: Representerar grannar i grafen. Ex Q∗

• ξ: Blind period efter egen puls

• ζ: Blind period efter att ha observerat en puls

• ησp(Q(t)): Godhetstalet för en grupp av oscillatorers synkronisering vid tidpunkten t med
toleransen σp.

• tσf : Tidpunkten vid vilken skillnaden mellan den högsta och lägsta frekvensen i en grupp
flugor för sista g̊angen faller under ett värde σf .

• P (pi): Evolutionssvar, den nya fasen d̊a en puls observeras

• F (pi): Frekvenssvar, den nya frekvensen d̊a en puls observeras
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Kapitel 1

Inledning

Att höra en samling människor börja klap-
pa i ett kaotiskt hav av appl̊ader, för att sedan
börja klappa i takt är n̊agot som många har
varit med om. Men vad krävs det för att kun-
na anpassa sig p̊a ett s̊adant sätt? Man kan
snabbt konstatera att en människa har den
intellektuella kapacitet att göra n̊agot s̊adant.
Kan vem som helst eller vad som helst göra
det? Hur g̊ar det till? Länge trodde forska-
re att det var n̊agot som endast människan
kunde göra, men det har p̊a senare år vi-
sats att det även förekommer i djurriket. En
stor anledning till den här upptäckten är
observation och dokumentation av eldflugor.

Figur 1.1: Eldflugor. fr̊an [1], CC-BY

Eldflugor som pulserar i takt är n̊agot
man kan besk̊ada i sydöstra Asien. De finns
som längst västerut i Indien och sträcker sig
s̊a l̊angt som Filippinerna och Nya Guinea
i öst[2]. Eldflugehanarna samlas längs floder
p̊a bladen av mangroveträd där de pulse-
rar synkroniserat med en frekvens p̊a cirka
tre g̊anger under tv̊a sekunder. Mellan var-
je puls blir det helt svart längs floden. Inom
forskningsvärlden under tidigt 1900-tal trod-
de forskare inte att eldflugorna kunde syn-
kroniseras av sig själva[3]. De trodde att det
fanns en ”maestro” som styrde alla eller att
de som s̊ag fenomenet bara inbillade sig att

eldflugorna var synkroniserade. En av skep-
tikerna var Philip Laurent som sa ”att en
s̊adan sak ska hända bland insekter är na-
turligtvis motsatt alla naturlagar”[4]. Det var
inte förrän p̊a 1960-talet som det underliga
fenomenet började utforskas p̊a riktigt. D̊a
upptäcktes att eldflugorna hade en intern fre-
kvens vilken sedan anpassades till en gemen-
sam s̊adan. Upptäckterna fortsatte när John
och Elisabeth Buck f̊angade eldflugor i Thai-
land som de släppte ut i ett mörkt rum[2].
Eldflugorna började blinka i otakt, men ef-
ter att tiden gick s̊a började eldflugorna bilda
par och grupper som blinkade i takt. Det här
experimentet fick forskarna att inse att eldflu-
gorna ocks̊a ändrar sin takt för att anpassa sig
till alla andra. Det här resultatet motbevisar
de tidigare antaganden som trott att synkro-
nisering för eldflugor inte var möjligt.

Den här typen av synkronisering g̊ar att
hitta p̊a många fler omr̊aden där det endast
g̊ar att kommunicera via pulser. Ett s̊adant
exempel är pacemakerceller som driver ett
hjärta att pumpa. Strogatz, en välkänd fors-
kare inom synkronisering, har sagt att ”Pa-
cemakerceller är en av de mest imponeran-
de oscillatorerna, d̊a de under en hel livs-
tid f̊ar hjärtat att pumpa” [5]. Synkronisering
sker även i hjärnan och ryggens neuroner som
kopplas samman genom elektriska pulser och
det g̊ar att hitta synkronisering hos flertalet
djur. Syrsor som kvittrar i takt till varandra
är ett exempel p̊a synkronisering i naturen[3].
Det har även används för att utveckla och
innovera inom flertalet forskningsomr̊aden.
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Figur 1.2: Visuell förklaring av datakommunika-
tion där data skickas när klockan faller och tar
emot data när den stiger.

Ett omr̊ade där synkronisering är en
önskvärd egenskap är inom datakommunika-
tion. Om komponenter klockar samtidigt kan
de kommunicera snabbare genom att skicka
och ta emot data p̊a förutbestämda klockcyk-
ler. Det krävs allts̊a färre klockcykler för att
utföra en instruktion och tar d̊a kortare tid
att utföra den [3]. Se Figur 1.2 för en visuell
förklaring.

1.1 Syfte

Syftet med den här rapporten var att un-
dersöka och redogöra för olika modeller
som synkroniserar ett system av pulskoppla-
de oscillatorer. Efter undersökningen valdes
en lösning som synkroniserar oscillatorerna
fr̊an att ha heterogen frekvens och hetero-
gen fas vid start och studera hur parametrar-
na i modellen p̊averkar systemets prestanda.
Lösningen implementerades sedan i h̊ardvara
för att undersöka om den fungerar i icke idea-
la förh̊allanden. Prototypen skall visa p̊a hur
systemet fungerar och ge en först̊aelse hur
oscillatorerna kommunicerar med varandra.

Pulskopplade oscillatorer är oscillatorer
som finns placerade tillsammans i ett system
där de kan p̊averka varandra genom pulser.
Den p̊averkan kallas att de har en pulskopp-
ling mellan varandra. Pulskoppling innebär
att oscillatorer endast interagerar genom en
puls som sker en g̊ang under en oscillators pe-
riod. En oscillator kan inte skilja p̊a signaler
fr̊an olika avsändare. Det finns allts̊a endast
en input-kanal som oscillatorn kan avläsa.

För att uppfylla den första delen av syf-
tet undersöktes vilka modeller som forska-
re har byggt som en lösning till problemet.
Det för att hitta en modell med önskvärda

egenskaper som kan synkronisera b̊ade hete-
rogen fas och frekvens. Den andra delen av
syftet uppfylldes genom att bygga en proto-
typ med elektroniska komponenter. Det gör
att vi kunde bryta ner i syftet i nedanst̊aende
fr̊ageställningar:

• Finns det en modell som kan synkroni-
sera fas och frekvens hos pulskopplade
oscillatorer?

• Fungerar den givna modellen implemen-
terat i h̊ardvara?

Den första fr̊ageställningen har tv̊a delpro-
blem, det första var att synkronisera i fas
och det andra i frekvens. Det är stor skill-
nad p̊a att synkronisera i fas och frekvens.
Att synkronisera ett system i fas kan göras
väldigt trivialt genom att d̊a en oscillator
skickar ut en puls s̊a utlöses alla andra oscil-
latorer. Det fungerar inte att göra p̊a samma
sätt för att synkronisera frekvens d̊a pulser
inte inneh̊aller n̊agon information om vilken
frekvens som oscillatorer har. För att svara
p̊a vad som kan synkronisera oscillator un-
dersöktes därför vilka modeller som forskare
redan har tagit fram. Det var av intresse att
undersöka vilka specialfall som kan uppkom-
ma vid tillämpning av de givna modellerna.
Specialfallen var av intresse för att veta hur
systemet kan uppföra sig och, om det krävdes,
göra förändringar i modellerna för att speci-
alfallen inte ska uppst̊a.

För att hitta en modell som kan syn-
kronisera utfördes en litteraturstudie. Den
behandlade tidigare arbeten som har skri-
vits om pulskopplade oscillatorer att utföras.
Utg̊angspunkten för undersökningen var ar-
beten som skrivits av Steven Strogatz och un-
dersökte sedan forskning som bygger p̊a hans
arbeten eller som han har refererat till. Ur
en källkritisk synpunkt användes till största
grad referentgranskade källor.

Den andra fr̊ageställningen resulterade i en
prototyp som kan visa synkronisering genom
pulskoppling. Modellen som implementerades
i h̊ardvaran är den modell som blev resultatet
av den första fr̊ageställningen.

1.2 Tidigare arbeten

Den tidigare forskning som beskrivs i detta
kapitel undersöker hur olika delar av oscil-
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latorns modell p̊averkar synkronisering. Mo-
dellen för en pulskopplad oscillator best̊ar av
tre olika delar. Den första är hur en oscilla-
tor beter sig om den inte har n̊agra koppling-
ar, allts̊a isolerad. I isolation bestäms oscil-
latorns tillst̊and av en räknare. Värdet p̊a
räknaren kallar vi för evolution. Hur snabbt
räknaren ökar värde blir d̊a evolutionshastig-
het och beskriver hur oscillatorn beter sig i
isolation. Det andra är hur en oscillator är
kopplad till andra oscillatorer, vilket beskri-
ver när en oscillator upptäcker en puls. Kopp-
lingarna mellan oscillatorerna skapar i sin tur
en graf där kopplingar utgör grannar. Den
sista delen är hur en oscillator reagerar när
den uppfattat en puls och kallas reaktionen
hos en oscillator. Reaktionen hos en oscillator
beskriver hur dess evolution och evolutions-
hastighet ändras vid en specifik tidpunkt d̊a
den uppfattar en puls.

Peskin

Charlie Peskin var den första matematikern
att försöka hitta ett bevis p̊a att oscillato-
rer som är pulskopplade alltid kommer att
synkronisera [6]. Peskins modell var baserad
p̊a pacemaker cellerna där varje cellmodell
best̊ar av en kondensator som representerar
cellens membran och en resistor som är paral-
lellkopplad och representerar läckage ur cel-
len. Kondensatorn laddas upp till en poten-
tial och d̊a sker en urladdning. Uppladdning-
en kommer ske l̊angsammare när spänningen
över kondensatorn är hög d̊a det kommer att
vara en större ström som läcker genom re-
sistorn. När kondensatorn laddas ur leder den
ström till alla andra celler som d̊a f̊ar ett
hopp i potential. Peskin lyckades bevisa att
tv̊a oscillatorer av denna karaktär alltid kom-
mer synkronisera. Tanken om att oscillatoren
omöjligen skulle synkronisera var nu motbe-
visad.

Strogatz och Mirollo

Steven Strogatz inspirerades av Peskins arbe-
te p̊a pulskopplade oscillatorer och bestämde
sig för att undersöka det här fenomenet själv
[3]. Han gjorde det genom att använda Pe-
skins modell och l̊ata en dator utveckla pro-
blemet för tre oscillatorer. Strogatz fick ett
resultat men det algebraiska uttrycket för det
här systemet visade sig vara flera sidor l̊angt.

Det visade att Peskin förmodligen hade rätt
men att det var fel sätt att utveckla proble-
met. Han testade därefter att simulera proble-
met med fler oscillatorer och l̊ata alla oscilla-
torer p̊averkas likadant när en oscillator har
skickat en puls. Strogatz beskrev resultatet
som ”En åsk̊adare kunde inte hjälpa att det
kändes som att oscillatorerna avsiktligt sam-
arbetade, medvetet strävade mot ordning”.
För att matematiskt bevisa Peskins modell
för fler oscillatorer bad Strogatz Rennie Mi-
rollo om hjälp[3]. Mirollo generaliserade mo-
dellen bort fr̊an den elektriska kretsen ge-
nom att bestämma en variabel som beskrev
en oscillators beredskap att skicka ut en puls,
vilket gjorde att det kunde appliceras p̊a fler
ställen än bara celler.
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Figur 1.3: Strogatz & Mirollo:s modell med en
oscillator som har konkav evolution.

Strogatz och Mirollo undersökte
möjligheten för synkronisering i en grupp av
dessa oscillatorerna[7]. Oscillatorerna hade en
intern räknare som beskrev hur nära de var
att skicka en puls. Det värde som räknaren
har vid en tidpunkt kallas för evolutionen av
räknaren. Räknaren fortsätter tills det att
evolutionen n̊ar en gräns och skickar d̊a ut
en puls, som andra oscillatorer p̊averkades
av. I Strogatz och Mirollos modell utvecklas
evolutionen l̊angsammare när den kommer
närmare gränsen för att skicka en puls. Den
här modellens evolution kan visas som en kur-
va med konkav lutning. En bild p̊a modellens
kurva g̊ar att se i Figur 1.3. Det innebär
allts̊a att evolutionshastigheten sjunker un-
der perioden. Alla oscillatorer i systemet var
identiska och är globalt kopplade. Med iden-
tiska oscillatorer menas att alla har samma
evolutionshastighet men olika evolution, och
att alla är globalt kopplade innebär att varje
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oscillator p̊averkar alla andra oscillatorer när
den pulserar. Reaktionen av oscillatorerna
är exciterande, vilket innebär att när oscil-
latorn uppfattar en puls lägger den till ett
förbestämt värde p̊a evolutionen eller skic-
kar en puls själv om evolutionen n̊ar upp till
gränsen. Reaktionen i det här systemet mins-
kar enskilda periodtider men varje oscillator
har kvar sin grundperiod. Strogatz och Mirol-
lo visade att konkava pulskopplade identiska
oscillatorer nästan alltid kommer att synkro-
niseras. En del av beviset för synkronisering
bygger p̊a att när en oscillator pulserar som
följd av att upptäckt en annan puls, s̊a kom-
mer de här tv̊a oscillatorerna alltid därefter
att vara i fas och pulsera samtidigt. De kalla-
de fenomenet absorption.
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Figur 1.4: Oscillator med konkav evolution och
med pulsreaktionen ∆. Den streckade linjen vi-
sar oscillatorns naturliga evolution som har pe-
riodtiden T.

Abbot och Vreeswijk

Tre år efter Strogatz och Mirollo publice-
rade sina resultat om pulskopplade oscilla-
torer undersökte Abbot och Vreeswijk vilka
förh̊allanden som kan göra att ett system med
pulskopplade oscillator stabiliseras i ett asyn-
kront tillst̊and [8]. Ett asynkront tillst̊and är
ett tillst̊and där det inte finns n̊agon grupp
av oscillatorerna som pulserar tillsammans.
Det ser ut som att varje oscillator är för sig
själv. Abbot och Vreeswijk undersöker oscil-
latorer liknande de som Strogatz och Mi-
rollo undersökte. De har en konkav evolu-
tion och är globalt kopplade. Enda skillna-
den var att Abbot och Vreeswijk undersökte
oscillatorer med annorlunda reaktion. De un-
dersökte oscillatorer med exciterande reak-
tion som tidigare, men ocks̊a oscillatorer med

inhiberande reaktion i ett system. En inhi-
berande reaktion p̊averkar oscillatorn genom
att minska evolutionen s̊a att det tar längre
tid för den att pulsera. De undersökte även
hur systemen p̊averkas av störningar. De kom
fram till att oscillatorer med exciterande re-
aktion kan ha asynkrona stabila tillst̊and i
system utan störningar. Inhiberande reaktion
har däremot inga stabila asynkrona tillst̊and
utan störningar. Abbot och Vreeswijk visar
att med störningar s̊a finns det stabila asyn-
krona tillst̊and för inhiberande och exciteran-
de reaktion.

Ernst et al

1995 publicerades en undersökning med Ernst
et al som behandlade globalt kopplade oscil-
latorer med en konkav evolution som Stro-
gatz, men oscillatorerna har nu en innebo-
ende tidsfördröjning. En tidsfördröjning in-
nebär att det tar en viss tid mellan att
en oscillator pulserat tills det att alla and-
ra oscillatorer uppfattat pulsen [9]. Hur en
oscillator kan p̊averkas av tidsfördröjning
g̊ar att se i Figur 1.5 Ernst et al un-
dersökte hur tidsfördröjningen p̊averkar oscil-
latorerna om det har exciterande eller inhi-
berande reaktion vid upptäckande av puls.
De upptäckte att oscillatorerna synkronise-
rade i stabila grupper när de hade inhibe-
rande reaktion. Antalet grupper som bilda-
des var beroende av hur stor fördröjningen
var i jämförelse med periodtiden för oscil-
latorerna. Det visades ocks̊a att exciteran-
de oscillatorer inte bildar stabila grupper.
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Figur 1.5: Visar hur tidsfördröjningen τ
p̊averkar en oscillator.
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Gerstner

Wulfram Gerstner publicerade 1996 sin ana-
lys av ett system av pulskopplade oscillato-
rer med tidsfördröjd koppling och exciterande
reaktion [10]. Oscillatorerna i systemet är in-
te globalt kopplade och reagerar d̊a inte p̊a
alla pulser. Varje oscillator har lika många
kopplingar men kopplingarna har inte n̊agot
bestämt mönster. Gerstner visar att systemet
konvergerar mot en periodisk lösning där al-
la oscillatorer inte pulserar enhetligt men de
är l̊asta i perioder. Det är ett stabilt tillst̊and
där de fortsätter blinka i samma ordning, med
samma mellanrum mellan blinkningarna.
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Figur 1.6: Till vänster visas Bottanis modell
med linjär lutning. Till höger visas Bottanis mo-
dell med konvex lutning

Bottani

Senare samma år publicerade Samuele Botta-
ni sin undersökning om pulskopplade oscilla-
torer. Oscillatorerna är globalt kopplade med
exciterande reaktion som flera tidigare rap-
porter behandlat [11]. Det som skilde Bot-
tani fr̊an tidigare undersökningar är att han
undersökte oscillatorer som hade linjär eller
konvex lutning, vilket visas i Figur 1.6. Har
oscillatorn en linjär lutning innebär det att
evolutionshastigheten är konstant under he-
la perioden och oscillatorer med konvex lut-
ning har en ökande evolutionshastighet. Bot-
tani undersökte även identiska och icke iden-
tiska oscillatorer. Tre olika fall undersöktes
vid icke identiska oscillatorer. I första fallet
har oscillatorerna samma evolutionshastighet
men det tar olika l̊ang tid för dem att pul-
sera. Det andra fallet var att oscillatorerna
hade olika evolutionshastigheter men att det
tog lika l̊ang tid för alla att pulsera utan

p̊averkan och det sista är en kombination av
de tv̊a tidigare fallen. Figur 1.7 visar hur de
tv̊a första fallen kan se ut för tv̊a oscillato-
rer. För att visa synkronisering för de identis-
ka oscillatorerna införde Bottani tv̊a begrepp.
Det första är laviner som menar att flera
oscillatorer pulserar successivt efter varand-
ra genom pulsreaktioner. En lavin fortsätter
tills inte n̊agon puls fr̊an oscillatorerna kan
öka evolutionen p̊a n̊agon annan oscillator
över deras gräns. Det andra begreppet är ab-
sorption som Strogatz har använt. Bottani
utvecklade absorption genom lägga till att
en oscillator som ing̊ar i en lavin inte blir
p̊averkad av pulser i samma lavin. Efter lavi-
nens slut utvecklas alla oscillatorer som ingick
i lavinen tillsammans fr̊an periodens start.
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Figur 1.7: Till vänster visas Bottanis modell
med skillnad i amplitud. Till höger visas Bot-
tanis modell för oscillatorer med olika frekvens

Bottani visade att oscillatorer med linjär
utveckling nästan alltid synkroniserar ifall
det finns ett par oscillatorer vars skillnad i
startvärdet är mindre än reaktionen [11]. Det
kan bli ett specialfall där det bildas tv̊a lika
stora grupper som alltid p̊averkar varandra
lika mycket och kommer därför inte absorbe-
ras av den andra gruppen. Bottani delade upp
konvexa oscillatorer i tv̊a grupper. Oscillato-
rer med l̊ag konvexitet och oscillatorer med
hög konvexitet. Fallet med l̊ag konvexitet lik-
nar systemet med linjära osillatorer, de syn-
kroniserar om de kan bilda laviner. Skillna-
den mellan systemen är att l̊agt konvexa sy-
stem inte alltid synkroniserar fullständigt om
det är en skillnad i gruppernas storlek. San-
nolikheten för synkronisering är inte beroen-
de av antalet oscillatorer. För hög konvexi-
tet är sannolikheten för synkronisering starkt
beroende av antalet oscillatorer. Detta beror
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p̊a att det krävs stora grupper för att bil-
da tillräckligt stark reaktion för att motverka
konvexiteten p̊a utvecklingen. Det här visar
att konkavitet inte är ett krav för synkronise-
ring som tidigare trots ha varit fallet.

Bottani kom fram till att synkronisering
fungerar för oscillatorer med olika frekven-
ser, med absorption och utan[11]. Skillnaden
mellan absorption och utan är att de synkro-
niseras till olika frekvenser. Med absorption
synkroniserar oscillatorerna sig till den oscil-
lator med högst frekvens och utan absorption
till den med lägst frekvens. Synkronisering-
en är inte beroende av vilket startvärde var-
je oscillator har utan bara beroende av skill-
naden i frekvens. När oscillatorerna har oli-
ka lutning uppst̊ar synkronisering om skill-
naderna mellan tv̊a oscillatorer h̊aller sig in-
om ett litet intervall. Intervallet skall vara
mindre än reaktionen för en puls. D̊a kom-
mer den snabbare oscillatorns puls alltid ak-
tivera nästa oscillator om de pulserade samti-
digt under senaste utvecklingen. Vid lika sto-
ra skillnader mellan oscillatorerna i frekvens
och amplitud, var sannolikheten för synkroni-
sering större för fallet med skilda amplituder.
När oscillatorerna hade b̊ade olika frekvens
och olika amplitud var sannolikheten för syn-
kronisering beroende p̊a spridningen av fre-
kvens.

Vreeswijk

Carl van Vreeswijk undersöker i sin arti-
kel som gavs ut 1996, ett system med icke
linjära oscillatorer [12]. Oscillatorerna är glo-
balt kopplade med tidsfördöjning. Vreeswijk
undersöker b̊ade exciterande och inhiberan-
de reaktion. Varje enskild oscillators evolu-
tionshastighet är inte av intresse för den här
undersökningen s̊a Vreewijk har valt en arbi-
trär positiv funktion för evolutionshastighe-
ten. Vreeswijk undersöker med de här oscilla-
torerna om olika tillst̊and är stabila. Det in-
tressanta är allts̊a inte att ett system ska syn-
kroniseras vilket tidigare artiklar undersöker,
utan hur olika tillst̊and av systemet utveck-
las. Han tittar p̊a tillst̊and där alla oscillatorer
är synkrona fr̊an början och där oscillatorer-
na är asynkrona. Vid exciterande reaktion är
inte det synkrona eller asynkrona tillst̊andet
stabilt. Vid inhiberande reaktion är det asyn-
krona tillst̊andet alltid instabilt och kommer

g̊a mot full synkronisering eller delvis syn-
kronisering i grupper. Sker synkroniseringen
i grupper är antalet grupper som bildas bero-
ende av tidsfördröjningen av pulser, vilket är
samma resultat som Ernst et al fick.

Guardiola et al

2000 publicerade Guardiola et al deras studie
om hur formen p̊a systemet p̊averkar oscil-
latorers tid till synkronisering [13]. Oscillato-
rerna i systemet är kopplade till sina närmsta
grannar. Antalet grannar som varje oscillator
är kopplad till kan ändras men är samma för
alla oscillatorer. De började genom att place-
ra oscillatorerna i ordnade mönster. För att
sedan undersöka arbiträra system s̊a placera-
des oscillatorerna slumpartat i rummet. De
upptäckte att den ordnade strukturen hade
snabbast synkroniseringstid.

Wei och Tianping

Wei Wu och Tianping Chen analyserade oscil-
latorer med sjunkande evolutionshastighet,
global tidsfördröjd koppling och exciterande
reaktion i en artikel fr̊an 2007[14].Det som
skiljer Wei och Tianpings analys fr̊an tidiga-
re är att de bevisar att ett nätverk av oscil-
latorer inte kan synkronisera fullständigt. De
visar däremot att nätverket delvis kan syn-
kronisera genom att det bilda grupper som
pulserar tillsammans. Grupperna är l̊asta i
perioder jämfört med alla andra grupper som
bildas. Grupperna fortsätter blinka i samma
ordning och med samma tidskillnad.

Klinglmayr et al

Klinglmayr et al publicerade sin un-
dersökning 2012 som behandlar ett nätverk
av oscillatorer som har stokastisk pulskopp-
ling, och undersöker om det kommer att
synkronisera [15]. Stokastisk pulskoppling in-
nebär att vid varje puls som en oscillator
skickar ut s̊a finns det en sannolikhet att den
inte tas upp av de andra oscillatorerna och
att det finns en stokastisk tidsfördröjning in-
nan nästa oscillator tar emot pulsen. Att en
oscillator inte uppfattar en puls är n̊agot som
inte tidigare artiklar har behandlat. Reaktio-
nen av att upptäcka en puls är beroende av
oscillatorns evolution. Den kan ha exciteran-
de, inhiberande reaktion eller inte p̊averkas
alls om den nyss har skickat puls själv. De

8



visar att dessa oscillatorer kan synkroniseras
oberoende av deras initiala värden.

Klinglmayr och Bettstetter

2012 gav Klinglmayr och Bettstetter ut
en artikel som analyserade oscillatorer med
global koppling, inhiberande reaktion och
självförändring [16]. Att oscillatorerna har
självförändring innebär att när de har skic-
kat ut sin puls s̊a börjar inte oscillatorerna om
fr̊an start, utan den lyssnar p̊a sig själv och
reagerar enligt ett evolutionssvar. Ett evolu-
tionsvar visar exakt vilken niv̊a som evolu-
tionen hoppar till när oscillatorn upptäcker
en puls. Ett exempel p̊a ett evolutionsvar
g̊ar att se i Figur 1.8. Klinglmayr och Bett-
stetter undersöker systemet med och utan
tidsfördröjning. De börjar att titta p̊a det
ideala fallet med ingen fördröjning och li-
kadana oscillatorer, och visar att det syste-
met alltid synkroniserar. De g̊ar sedan vida-
re och tittar p̊a system med tidsfördröjningar
samt skilda frekvenser. Klinglmayr och Bett-
stetter bevisar att systemet synkroniserar in-
om bestämda gränser. Dessa gränser är be-
roende p̊a hur stor tidsfördröjningen är. De
undersöker ocks̊a om deras utvalda system
skulle vara snabbare att synkronisera än ett
system med exciterande reaktion. Resultatet
fr̊an den undersökningen visar att det exci-
terande systemet var snabbare att synkro-
nisera. Sist tittade de p̊a hur det bestämda
systemet skulle p̊averkas av fel, vilket var
n̊agot som inte tidigare arbeten behandlat.
De felen som undersöktes var att en eller flera
oscillatorer skickar ut en puls för tidigt, eller
om oscillatorer inte skulle upptäcka en puls
som skickats ut. Hur en felaktig puls skulle
p̊averka den oscillatorn g̊ar att se i Figur 1.9.
Resultatet fr̊an Klinglmayr och Bettstetters
undersökning var att system reparerar sig ef-
ter felaktigt skickade pulser och att synkro-
niseringstiden blev längre om oscillatorerna
missade pulser.
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Figur 1.8: Evolutionssvaret för en oscillator med
exciterande reaktion. Linjen visar vid en given
evolution vad den nya evolutionen blir om oscil-
latorn upptäcker en puls.
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Figur 1.9: Hur en oscillators evolution p̊averkas
av att skicka ut en puls felaktigt.

Nishimura

Tre år senare publicerade Joel Nishimura re-
sultat fr̊an sin studie av ett system med
pulskopplade oscillatorer som reagerar b̊ade i
fas och frekvens. Att oscillatorerna förändrar
sin frekvens när de upptäcker en puls är
n̊agot som tidigare arbeten inte undersökt
[17]. Oscillatorerna i systemet är inte globalt
kopplade. En graf används för åsk̊adligöra
kopplingarna mellan oscillatorerna. Till skill-
nad fr̊an tidigare arbeten som behandlat ic-
ke globalt kopplade oscillatorer, s̊a har inte
varje oscillator lika många kopplingar. Oscil-
latorerna har en konstant evolutionshasighet.
Reaktionen av oscillatorerna beskrivs av ett
Evolutionssvar och ett frekvenssvar. Ett fre-
kvenssvar beskriver hur frekvensen förändras
när oscillatorn upptäcker en puls. En skillnad
fr̊an evolutionssvaret är att frekvensen inte
förändras till ett bestämt värde vid en reak-

9



tion, utan istället bestäms en faktor som mul-
tipliceras med den nuvarande frekvensen. Sy-
stemet inneh̊aller även en tidsfördröjning fr̊an
att en oscillator skickat ut en puls tills det
att de kopplade oscillatorerna tar emot den.
Systemet som ska synkroniseras har b̊ade he-
terogen fas och heterogen frekvens vid start.

Resultatet fr̊an den här undersökningen vi-
sar att det här systemet kan synkronisera
oscillatorer som har heterogena frekvenser,
tidsfördröjning och komplicerade relationer
mellan oscillatorerna. Det här är n̊agot som
är omöjligt för tidigare modeller som endast
reagerade i fas.
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Kapitel 2

Teori

Det finns flera olika sätt att se p̊a olika sy-
stem som uppvisar det synkroniserande mak-
robeteende vi studerar. Detta teoriavsnittet
kommer att inledas med att beskriva n̊agra
av dessa modeller, för att sedan g̊a in djupa-
re p̊a den modell som kommer att analyseras
och implementeras i detta projekt.

2.1 Definitioner

För att tydliggöra resonemang kring beteen-
det av oscillatorerna beskrivs de fundamenta-
la egenskaperna hos dessa. Definitioner som
ges är grundpelarna för teorin och hur syste-
met byggs upp.

2.1.1 Systembeskrivning

En koncis beskrivning av typen av system
som studerats är:

En grupp oscillatorer Q
pulskopplade enligt en geometrisk
graf G = (Q,E) där varje nod
q ∈ Q representerar en oscillator.
Varje oscillator q beskrivs enligt
(2.1). Grafen G med oriktade kopp-
lingar E beskriver vilka flugor som
ser varandra baserat p̊a deras eukli-
diska avst̊and.

q :=


x : positionsvektor i Rn

f : skalär ∈ (0,∞), beskriver frekvens

p : räknare ∈ [0, 1], hastighet s ∝ f

(2.1)

För att illustrera pulskoppling l̊at qi repre-
sentera en oscillator och Q∗i ⊂ Q en grupp
oscillatorer pulskopplade med qi, och l̊at p∗k(t)
representera en oscillators q∗k ∈ Q∗i räknare

som en funktion i tid. Om d̊a q observerar
sina kopplade oscillatorer Q∗ ser den obser-
vationssignalen Oi enligt:

Oi(t) =

|Q∗
i |∑

k=1

δ(p∗k(t)− 1) (2.2)

där δ(t) är Diracs enhetspuls.

Pulskopplingen innebär en ganska stor ut-
maning, d̊a den begränsar informationen en
oscillator qi har att tillg̊a om sina grannar Q∗i
till en mätning per period per granne. Sam-
tidigt p̊averkas grannarna i sin tur av sina
grannar mellan dessa glesa mätningar. Resul-
tatet är ett problem som kraftigt begränsas
i den mängd information som utbyts. Denna
egenskap försv̊arar applikationen av klassisk
reglerteknik.

2.1.2 Synkronisering

Synkronisering fr̊an och med tidpunkt tsync
definierar vi som att en grupp eldflugor
Q med godtyckliga initiala värden fqi,0, pqi,0
konvergerar mot ett gemensamt värde f ◦ s̊a
att f ≈ f ◦ ∀ q ∈ Q samt att tidpunkter-
na d̊a eldflugor pulserar tnqi sker samtidigt s̊a
att ∃!tmqi ≈ t◦ ∀qi ∈ Q, ∀ t◦ ∈ T ◦ ≥ tsync
för n̊agot T ◦ = {a + b ∗ n∀n ∈ N}. tmqi
avser den m:te pulsen för den i:te oscilla-
torn. Se Figur 2.1 för ett illustrativt exempel.
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Figur 2.1: Illustration av hur definitionen för syn-
kronisering fungerar. Det finns ett val av a och
b som uppfyller att alla oscillatorer efter en viss
punkt har en(1) puls nära varje tidpunkt a+ bn.

För att kunna jämföra olika modellers pre-
standa, och i ett senare skede kalibrera den
slutgiltiga lösningens egenskaper har det ta-
gits fram ett godhetstal ησp(t) som är tänkt
att beskriva hur synkroniserad en grupp flu-
gor är i varje tidpunkt t. Godhetstalet byg-
ger p̊a hur många pulser som en oscillator ser
i närheten av sin egen blinkning, b̊ade före
och efter. Värdet är tänkt att vara väldigt
likt definitionen av synkronisering ovan, men
tar endast hänsyn till synkroniserade pulser
och inte att avst̊andet mellan dessa skall va-
ra konstant. Konvergens av frekvens mäter vi
istället genom att ta fram största skillnaden
i intern frekvens som förekommer i en grupp
oscillatorer.

Godhetstalet beskrivs av:

ησp(t) =
∑
q∈Q̂

r(q, I) · 1

n(n− 1)

Q̂ = {q : q ∈ Q, tendq ≥ t− 1.5

f
}

I(t) = [t− σp, t+ σp]

r(q, I) =
∣∣qi : qi ∈ Q \ q ∧ tendqi

∈ I(tendq )
∣∣

(2.3)
Intuitivt fungerar godhetstalet genom att

man för varje oscillator som skickar en puls
inom en och en halv av sina egna perioder

t− 1.5
f

, q ∈ Q̂ summerar (r(q, I)) antalet pul-

ser som skedde (t = tendqj
är qj:s senaste blink-

ning) samtidigt som q:s senaste blinkning. Se-
dan summeras värdet r(q, I) för alla flugor
som evaluerats. σp är tolerans för godhets-
talet och representerar hur stor tidsskillnad
som f̊ar finnas mellan tv̊a pulser för att de

ska uppfattas ha blinkat samtidigt. Interval-
let I härleds fr̊an σp. Slutligen normaliseras
värdet för bästa möjliga utfall. Det vill säga
att n flugor ser n− 1 andra flugor.

Godhetstalet visar hur m̊anga oscillato-
rer som pulserar inom en annan oscilla-
tors tolerans i jämförelse med det tota-
la antalet oscillatorer. Ett exempel p̊a hur
godhetstalet fungerar kan ses i Figur 2.2.
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Figur 2.2: Exempel p̊a godhetstal med tillhörande
tidsserie av blinkningar. Notera speciellt i början
av tidsserien hur den glesare gruppen pulser re-
sulterar i ett lägre värde. Notera även hur större
värden p̊a σ tolererar större spridning av pulserna
och ger en högre synkroniseringsgrad.

2.2 Modeller av system

Det finns flera olika sätt att modelera system
som dessa. I detta avsnittet beskriver vi en
del metoder som vi stött p̊a i tidigare arbete,
och en som vi tagit fram själva.

2.2.1 Homogen frekvens

Modeller där antagandet har gjorts att fre-
kvensen är homogen, det vill säga att att al-
la oscillatorer har samma frekvens. Med and-
ra ord är detta inte en fullständig lösning p̊a
grundproblemet med att synkronisera fas och
frekvens, utan snarare en lösning p̊a delpro-
blemet att synkronisera med avseende p̊a en-
dast fasförskjutningar.

Peskin

Modellen bygger p̊a ett nätverk med N st
”integrate-and-fire” oscillatorer.[7] Detta in-
nebär att de har en intern räknare pi som
räknar fr̊an 0 till 1. När räknaren n̊ar 1 skic-
kas en signal ut och räknaren återställer sig

12



självt till 0.

dpi
dt

= S0 − γpi (2.4)

där
pi ∈ qi ∈ Q

När pi n̊ar 1 pulserar den i:te oscilla-
torn och börjar om fr̊an pi = 0. γ beskri-
ver hur hastigheten p̊a utvecklingen minskar
när oscillatorn kommer närmare att emittera
en puls. S0 beskriver den initiala hastigheten
hos utvecklingen d̊a pi ≈ 0. När en oscillator
märker av en annan puls s̊a ändrar den sin
fas med ett fast värde α eller upp till pj = 1,
beroende p̊a vad som är minst enligt:

pi(t) = 1→ pj(t
+) = min(1, pj(t

+)+∆),∀j 6= i
(2.5)

Den här modellen är visualiserad i Figur 1.4
där figuren visar hur en oscillator beter sig un-
der en period. Oscillatorn upptäcker en puls
under sin period vilket leder till i det här fal-
let att den pulserar direkt efter d̊a den själv
n̊att till sin gräns.

Peskins modell börjar synkronisera genom
att bilda par med oscillatorer som pulserar
tillsammans. När de pulserat en g̊ang tillsam-
mans kommer de fortsätta att göra det d̊a
oscillatorerna är identiska [7]. När det första
paret har bildats kommer ensamma oscillato-
rer att lockas till paret tills de har absorbe-
rats och bildat en grupp. Gruppen kommer
att fortsätta växa när ensamma oscillatorer
absorberas i gruppen eller att mindre grup-
per absorberas. Att den här modellen alltid
synkroniserar beror p̊a dess konkava evolution
som p̊averkar oscillatorer s̊a mycket i slutet av
evolutionen att det alltid kommer att bildas
par.

Det här är den modellen som Strogatz och
Mirollo undersökte och bevisade synkronise-
ring för [7]. Det enda som skiljer Bottanis mo-
deller fr̊an Peskins verkar vara vilket värde γ
har. I Bottanis linjära modell är γ = 0 och
i den konvexa är γ < 0, vilket gör att lut-
ningen p̊a evolutionen ökar. Det g̊ar att göra
om modellerna s̊a att de har samma lutning,
men det som skiljer modellerna åt är att de-
ras evolutionshopp ∆ ändras över tiden. Till
skillnad fr̊an Peskins modell s̊a synkroniserar
inte alltid Bottanis modeller.

Peskins modell är ideal d̊a han förutsätter
att alla oscillatorer är kopplade till alla. Att

ett system med oscillatorer i verkligheten
skulle vara globalt kopplade är väldigt osan-
nolikt. Det är speciellt inte n̊agot som skulle
kunna hända för eldflugor, där det definitivt
finns hinder för att en eldfluga skall kunna se
alla andra. Det är även inte troligt att evolu-
tionshoppen skulle kunna ske direkt när pul-
sen har skickats ut, d̊a det alltid kommer att
finnas en transportfördröjning till följd av flu-
gornas reaktionstid.

Abbot och Vreeswijk

Abbot och Vreeswijks modell är en generali-
sering av Peskins modell. Även här bygger sy-
stemet p̊a en räknare pi som g̊ar mellan 0 och
1, när den n̊ar 1 börjar den om fr̊an 0[8]. Skill-
naden är att man generaliserar uppräkningen
och svaret p̊a en puls till tv̊a funktioner Θ
respektive ∆.

dpi
dt

= Θ + ∆(pi) ·O(t) (2.6)

Hur en oscillatorn beter sig vid en bestämd
insignal g̊ar att se i Figur 2.3. Där den översta
grafen visar Θ respektive ∆(pi) och grafen i
mitten visar när oscillatorn upptäcker pulser
O(t). Resultatet visas i den understa grafen.
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Figur 2.3: Exempel p̊a Abbot och Vreeswijks
modell under en period med konstant natur-
lig evolutionshastighet och evolutions beroende
evolutionshopp.

Funktionen Θ bestämmer hur oscillatorn
beter sig utan pulser, hur pi g̊ar fr̊an 0 till
1 när den inte märker av n̊agra blinkningar.
Den här funktionen kan variera fr̊an att vara
linjär, till att ha positiv eller negativ kurva-
tur. Ekvation 2.4 är ett exempel p̊a hur F kan
se ut. Ändras γ till att p̊averka positivt blir
funktionen konvex.
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Funktionen ∆ bestämmer hur reaktionen
beror p̊a pi. Om ∆ är positiv eller negativ
är reaktionen för oscillatorerna olika. Reak-
tionen är excitatorisk om (∆ > 0) eller inhi-
bitorisk om (∆ < 0).

Funktionen O är en oscillators insignal en-
ligt ekvation (2.2).

Med tidsfördröjning blev systemet mer
verklighetsanpassat d̊a evolutionshoppen in-
te skedde direkt. Med den här anpassning-
en synkroniserade inte längre de enkla mo-
dellerna som endast hade exciterande reak-
tion. Det gjorde att andra typer av reaktio-
ner fick undersökas. Det första som testades
var inhiberande evolutionshopp. Det funge-
rade men det tog längre tid för systemet att
uppn̊a ett synkroniserat tillst̊and. Nästa reak-
tion som prövades var en reaktion där evolu-
tionshoppet förändrades över perioden. Den
kunde vara strikt inhiberande eller vara b̊ade
inhiberande och exciterande över perioden.
Först̊aelsen om varför ett system skulle syn-
kronisera eller inte blir sv̊ar när ett system
har skiftande reaktion p̊a pulser.

Den här modellen g̊ar att anpas-
sa till Gerstner eller Ernst modell med
tidsfördröjning genom att O(t) är bero-
ende av tidigare värden. En modell med
tidsfördröjning skulle d̊a vara

dpi
dt

= Θ + ∆(pi) ·O(t− τ) (2.7)

där τ är den tidsfördröjning mellan att en
oscillator pulserat och att qi tagit emot pul-
sen.

2.2.2 Heterogen fas och frekvens

Det totala systemet som analyseras i denna
rapport är inte begränsat till endast fas eller
frekvens. Istället söker vi en modell där b̊ade
fas (i den mån det är definierat) och frekvens
med tiden n̊ar ett för alla flugor gemensamt
värde. Bottani tittade p̊a fenomenet med he-
terogen frekvens men hans lösning kompen-
serar bara för olikheten och löser d̊a inte he-
la problemet med att synkronisera b̊ade fas
och frekvens. S̊a istället undersöks den modell
som Joel Nishimura använde för att synkro-
nisera fas och frekvens.

Joel Nishimura’s modell

Denna modellen undersökte Joel Nishimura i
[17]. Här studerar man oscillatorer i en orik-
tad graf G = {Q,E} där varje oscillator
q ∈ Q har en evolution pi(t) ∈ [0, 1] och has-
tighet fi ∈ [1, 2) där dpi

dt
= fi. Det vill säga

att p ökar med hastighet f . När oscillatorn
n̊ar pi = 1 skickar den en puls till sina gran-
nar och evolutionen börjar om p̊a pi = 0. En
tidsfördröjning τ beskriver tiden det tar för
q:s puls att n̊a q:s grannar Q∗ i grafen. Denna
fördröjningen kan representera faktisk infor-
mationshastighet i ett medium, eller i v̊art
fall den tid en mikroprocessor behöver för att
identifiera en blinkning. När en oscillator tar
emot en puls s̊a blir den ”blind” i ζ > 2τ . Om
oscillatorn q tar emot en signal fr̊an q∗i vid tni
(tidpunkten för fluga qi:s n:te blinkning) när
den inte är ”blind” s̊a justerar den sin evolu-
tion enligt evolutionssvaret P (p) och frekvens
s̊a att den nya frekvensen f ′ = f · F (p) där
F (p) är frekvenssvaret. Frekvens- och fassvar
g̊ar att se i Figur 2.4. Hur en oscillator ut-
vecklas g̊ar att se i Figur 2.5

pj(t
n
i + τ)← P [pj(t

n
i + τ)] (2.8)

fj(t
n
i +τ)← fj(t

n
i +τ)·(1+α·F [tni +τ ]) (2.9)

P (p) =

{
(1− α) · p : p < β

1 : p ≥ β
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Figur 2.4: Exempel p̊a svarskurvor för α = 0.5,
β = 0.5. Kurvorna visar vilken nästa evolution
p′ och skalningen av nästa frekvens fscale s̊a att
nästa frekvens f ′ = f ·fscale blir för en oscillator
q med evolution p som observerar en blinkning.
”naturlig evolution” är evolutionssvaret för en
oscillator som inte ser sin omgivning, med and-
ra ord att den inte svarar p̊a insignaler.
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att flugan inte själv utlöser första g̊angen, men
sedan kommer ikapp. Detta kan relateras till att
evolutionen d̊a oscillatorn ser den första blink-
ningen är p < 0.5 = β, och s̊aledes ”backar”. Se
Figur (2.4)

Den här modellen inneh̊aller oscillatorer
som har b̊ade en tidsfördröjd reaktion och att
oscillatorerna är kopplade i en graf. Kombina-
tionen av b̊ada leder till att det kan uppkom-
ma ”v̊agor” av pulser i systemet som propa-
gerar längs kopplingarna i grafen. Skulle sy-
stemet inte ha n̊agon tidsfördröjning skulle en
kopplad graf kunna n̊a global synkronisering
d̊a ”v̊agen” skulle färdas fr̊an den ena sidan
till den andra omedelbart. Ett exempel p̊a en
graf med kopplingar g̊ar att se i Figur (2.6)
som visar flera grupper som är kopplade till
varandra med n̊agon enstaka koppling. Det
gör att information propagerar fr̊an den ena
gruppen genom dessa kopplingar till en annan
gruppen.
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Figur 2.6: En graf över kopplingar i ett system
med pulskopplade oscillatorer.

2.2.3 Dynamiskt system

Vi själva har även resonerat kring följande
dynamiska system som beskriver eldflugor-
nas beteende ur ett perspektiv gällande
evolution- och evolutionshastighets. (evolu-
tion ∝ fas, evolutionshastighet ∝ frekvens)

q̇1,1 = q1,2 +
∑N

j=1E(·)X(qj,1)

q̇1,2 = 0 + u1
...

q̇i,1 = qi,2 +
∑N

j=1E(·)X(qj,1)

q̇i,2 = 0 + ui
...

q̇N,1 = qN,2 +
∑N

j=1E(·)X(qj,1)

q̇N,2 = 0 + uN

(2.10)

X :=
∞∑

k=−∞

δ(t− k) (2.11)

Här gäller att qi,1 är en flugas evolution
(räknare) och qi,2 är en flugas naturliga evolu-
tionshastighet. ui är n̊agon styrsignal för evo-
lutionshastighet hos en fluga.

Här är E(·) n̊agon funktion som skalar
ökningen i evolution som sker till följd av flu-
gornas pulskoppling och som varierar med av-
seende p̊a systemets tillst̊and.

XT (t) är Diracs kamfunktion, allts̊a en
periodisk signal best̊aende av en oändlig se-
rie deltafunktioner δ(t). I detta fallet definie-
rar vi XT som kamfunktionen med period T
mellan pulserna.

I detta system skulle man kunna se den
fasreglerande termen av form

N∑
j=1

E(·)Xqj,2(t+ qj,1) (2.12)

som en laststörning wi (eller w för global
koppling) p̊a varje flugas evolutionshastighet
(qi,2) i systemet.

Att n̊a synkronisering kan nu behand-
las som ett, om än komplicerat, reglertek-
niskt problem. En frekvensreglering (regle-
ring av naturlig evolutionshastihet) skulle
behöva vara robust för den fasreglering (regle-
ring av evolution) wi som utförs för att kunna
uppn̊a en stabil reglering av b̊ade fas och fre-
kvens. Vi kan allts̊a se systemet som tv̊a del-
vis motverkande reglerade dynamiska system
där frekvensregleringen måste vara robust för
störningen fr̊an fasregleringen.
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Vi valde att inte ta med den här i resten av
arbetet d̊a komplexiteten snabbt växte bort-
om v̊ara kompetensomr̊aden, och att vi sett
hur Joel Nishimuras modell uppvisar de egen-
skaper vi söker med en mycket mindre kom-
plex modell.

2.3 Fördjupning i Joel Nishi-
muras lösning

Baserat p̊a de resultat vi f̊att d̊a vi undersökt
och testat de olika potentiella lösningar som
beskrivs i avsnitt 2.2 väljer vi för detta ar-
betet att g̊a vidare med vad vi kallar ”Joel
Nishimuras lösning”. I detta avsnittet beskri-
ver vi mer ing̊aende hur modellen fungerar.

2.3.1 Teoretisk beskrivning av lösning

I detta avsnittet beskrivs baserat p̊a
förklaringen i avsnitt 2.2.2 mer ing̊aende hur
denna lösning n̊ar synkronisering. Lösningen
bygger p̊a tre egenskaper som tillsammans
leder till synkronisering, trots initial hetero-
gen evolution och frekvens. Dessa tre är kon-
vergens av frekvens, simultant pulserande av
signaler, robusthet hos synkroniserat tillst̊and
för hela grafen.

L̊at en flock av N stycken oscillatorer Q
definieras av en graf G(Q,E) där E repre-
senterar flugornas kopplingar. Tv̊a funktioner
P (p) : [0, 1]→ [0, 1] och F (p) : [0, 1]→ R va-
ra evolutionssvar respektive frekvenssvar (se
exempel i Figur 2.4).

För att uppn̊a konvergent frekvens
används frekvenssvaret i Figur (2.4 ). Den
bygger p̊a att l̊angsamt sammanföra frekven-
serna till ett gemensamt värde [17]. Synkroni-
seringen bygger p̊a att oscillatorerna pulserar
samtidigt eller tätt inp̊a varandra. Det är
fasregleringens uppdrag att snabbt f̊a oscil-
latorerna att pulserar samtidigt, s̊a att fre-
kvensregleringen kan fortlöpa. Hur fasregle-
ringen sker beskrivs senare. Frekvenssvaret
F (p) är beroende av p, vilket ocks̊a ger den
ett beroende av f . Hur F (p) är beroende av
p g̊ar att se i den undre kurvan i Figur 2.4.
Om vi studerar fallet N = 2 med tv̊a olika
frekvenser fmin och fmax där pmin är evolutio-
nen för oscillatorn med den lägre frekvensen
och pmax för den högre frekvensen. Pulserar
pmax vid tiden t n̊ar pulsen oscillatorn pmin

vid t + τ , är pmin > 0.5 vid (t + τ) kommer

qmin pulsera och öka sin frekvens beroende p̊a
F (pmin). Den pulsen som qmin skickar kom-
mer att uppfattas av qmax d̊a pmax är vid
t+ 2 ∗ τ > ξ och qmax kommer d̊a att minska
sin frekvens. De kommer fortsätta att anpas-
sa sina frekvenser tills d̊a att de har f̊att en
gemensam frekvens. Hela systemet kommer
synkronisera i frekvens d̊a det alltid kommer
att vara en oscillator som har högst frekvens
och en som har lägst frekvens. Den oscilla-
torn med högst frekvens kommer alltid att
sänka sin frekvens, medan den med lägst fre-
kvens alltid kommer att öka sin frekvens. Det
kommer att fortsätta tills d̊a att alla oscil-
latorer i systemet har samma frekvens. Efter
att oscillatorerna har synkroniserat i frekvens
kommer de gemensamt minska sin frekvens
tills de har n̊att frekvensen 1Hz. Att det här
sker beror p̊a hur han utformat sitt frekvens-
svar med beroende p̊a tidsfördröjning. Exakt
hur det fungerar g̊ar att läsa i [17].

Principen för simultant pulserande av pul-
ser bygger p̊a ett evolutionssvar som Nishi-
mura kallar ”phase reset” P (p) [17]. För var-
je evolutionstillst̊and finns en ny evolution
som oscillatorn g̊ar till om den observerar en
puls vid just den tidpunkten. Synkronisering-
en sker genom att en delmängd av evolutions-
tillst̊anden P ∈ [β, 1] ger ett nästa tillst̊and
pnext = 1, och s̊aledes utlöser oscillatorn di-
rekt om den är inom [β, 1] att n̊a p = 1.

L̊at oss studera fallet N = 2 och definiera
fmin och fmax som den lägre respektive högre
frekvensen för de tv̊a oscillatorerna. Kriteriet
för stabilt simultant avfyrande, det vill säga
att tv̊a oscillatorer efter att redan ha skickat
ut varsin puls tillsammans vid ta gör s̊a även
nästa g̊ang, blir d̊a att∫ ta+

1
fmax

ta

fmindt ≥ β

⇐⇒

tafmin +
fmin

fmax

− tafmin

⇐⇒
fmin

fmax

≥ β.

(2.13)

För att n̊a detta stabila tillst̊and krävs tv̊a
egenskaper. För det första konvergens med
avseende p̊a frekvens s̊a tillvida att (2.13)
gäller, och ett sätt för tv̊a flugor som möter
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kriteriet i (2.13) att blinka tillsammans. Det-
ta uppn̊as genom att:

P (p) < p för p < β (2.14)

Det vill säga att när en oscillator inte utlöses
av sin grannes puls ”backar” den i sin evo-
lution s̊a att grannen eventuellt ”kommer
ikapp”.

Det finns tv̊a fall för vilka tv̊a oscillatorer
som uppfyller (2.13) inte utlöser tillsammans.

1. fmin < fmax ∧ |pmin − pmax| > 1− β
2. fmin = fmax ∧ |pmin − pmax| > 1− β

I fall 1 resulterar det faktum att de har oli-
ka frekvenser i att den snabbare oscillatorn
”kommer ikapp” den l̊angsammare. I fall 2
resulterar (2.14) i att den senare av oscillato-
rerna ”backar” lite varje g̊ang den inte utlöser
tillsammans, och p̊a s̊a vis l̊ater den andra
komma ikapp.

Givet en konvergent frekvens enligt tidiga-
re beskrivning m̊aste s̊aledes tv̊a oscillatorer
n̊a ett tillst̊and där de avfyras simultant givet
(2.13) och (2.14).

Med N antal oscillatorer gäller att om en
oscillator tar emot en puls s̊a kommer den
inte upptäcka n̊agra andra pulser under ζ.
Det leder till att en oscillator bara kan lyssna
till en annan oscillator givet synkrona pulser.
Det här innebär att den måste anpassa sig ef-
ter den oscillatorn som utlöst först, allts̊a den
med högst frekvens bland sina grannar, eller
en som utlösts av en icke-gemensam granne.
Detta bildar ”trädstrukturer” i gruppen där
varje oscillator lyssnar till en snabbare oscil-
lator, eller till en granne som i sin tur kopp-
lar i ett eller flera lavinartat utlösta steg till
en snabbare oscillator. Detta gäller alla oscil-
latorer utom det f̊atal oscillatorer som star-
tar kedjereaktionen efter att deras evolution
p n̊ar 1, vilka blir rötterna i trädstrukturerna.

I ett system med tidsfördröjning kan det
enkelt uppkomma flera par av oscillatorer
som utlöser de lavinartade pulsernas propage-
ring genom gruppen. Anledningen till det är
att under den extra tiden det tar för pulserna
att propagera i systemet s̊a hinner en oscilla-
tor med lite lägre frekvens n̊a upp till gränsen
för att skicka ut en puls. Det här kommer bil-
da flera träd istället för bara ett. Däremot
kommer de här träden att vara synkronise-
rade med varandra d̊a de måste utlösas vid
ungefär samma tid.

L̊at oss se närmare p̊a ett exempel av en
interaktion som kan ske i systemet. Vi kallar
tv̊a oscillatorer för q1 och q2. q1 upptäcker en
puls fr̊an en annan oscillator när p1 > β vilket
gör att q1 skickar ut en puls. q2 upptäcker pul-
sen fr̊an q1 och reagerar p̊a tv̊a sätt. Är p2 > β
kommer q2 pulsera och de b̊ada oscillatorerna
pulserar tillsammans. Pulsen fr̊an q2 kommer
att spridas vidare i systemet och utlösa fler
oscillatorer som d̊a synkroniserar i fas med
q2. Är p2 < β när q1 pulserar kommer inte q2
pulsera utan kommer istället sänka sin evo-
lution till P (p2). Skulle f2 > f1 kan de efter
en puls byta plats s̊a att q2 pulserar innan q1.
Allts̊a är inte trädstrukturerna som uppst̊ar
nödvändigtvis bevarade mellan pulser.

Synkroniseringen sker allts̊a genom att
oscillatorerna antingen utlöser varandra la-
vinartat, och d̊a ”vet” att om de själva blev
utlösta av en annan oscillators puls har en för
l̊ag frekvens (och ökar sin frekvens) eller att
de n̊as av en puls d̊a p < β i vilket fall de
”vet” att de är ur fas och ”backar” en aning
för att senare falla in i ”lavinerna”. P̊a detta
vis tenderar oscillatorerna mot att synkroni-
sera b̊ade sina pulser och sin frekvens med
systemets snabbaste oscillatorer.
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Kapitel 3

Metod

För att demonstrera och utvärdera mo-
dellen har vi valt att konstruera en si-
mulering, och en prototyp i h̊ardvara.
H̊ardvaruprototypen är en grupp mikropro-
cessorer med LED-lampor och fotoresistorer
som uppn̊ar synkroniserade pulser. Den är i
första hand en demonstration av fenomenet
som tänkt att uppmana till nyfikenhet och ge
en mer konkret bild av vad som sker. Simu-
leringen är det verktyg vi i första hand kom-
mer att använda för att generera resultat och
först̊a dynamiken i denna typen av system.

Simuleringen testar olika kopplings- och
regleringsparametrar för slumpmässigt gene-
rerade sfäriska grupper av oscillatorer. Test-
fallet best̊ar allts̊a i att en sfärisk grupp
oscillatorer baserat p̊a en parameter som
styr kopplingsavst̊and genererar en geomet-
risk graf baserad p̊a oscillatorernas euklidiska
avst̊and. Den största gruppen genom kopp-
lingar sammanhängande subgruppen av des-
sa oscillatorer simuleras och utvärderas. De
initiala tillst̊anden pi och fi för en oscillator
qi genereras slumpmässigt inom ett givet in-
tervall.

3.1 Simulering

Eftersom fenomenet vi studerar behandlar ett
synkroniserande beteende hos stora mängder

aktörer finns det m̊anga fördelar i att konstru-
era en utförlig simulering. En stor anledning
att göra simuleringen utförlig är för att en-
kelt kunna ändra parametrar och undersöka
hur de p̊averkar systemet. Med detta som mo-
tivering har vi som en av v̊ara huvudsakliga
metoder utvecklat en väldigt utförlig simu-
leringsmodell i Matlab. Detta avsnittet be-
skriver den grundläggande implementationen
och diskuterar varför vi gjort vissa val i im-
plementationen. Koden kan läsas och laddas
ned fr̊an [18].

I grund och botten är simuleringen en
diskret tidsstyrd simulering. L̊at tillst̊andet
Qt representera samtliga flugors tillst̊and vid
tidssteg t, och s̊aledes även hela systemets till-
st̊and vid tidssteg t. L̊at även G representera
en oriktad graf som beskriver vilka flugor som
ser varandra.

Vid varje diskreta simuleringssteg ökar t
med 1, och tillst̊andet Qt+1 genereras fr̊an det
tidigare tillst̊andet Qt. I varje tidssteg sparas
b̊ade flugornas tillst̊and och information om
varje puls u som sker under tidssteget enligt
(3.1, 3.2). Interaktionsflaggorna symboliserar
huruvida en fluga sett en puls (l ∈ {−1, 1})
och i s̊a fall om den lyssnade p̊a signalen
(l = 1).

Qt =



i : Flugans unika ID

x : x-position

y : y-position

z : z-position

p : En räknare för evolution p ∈ [0, 1]

f : En flugas frekvens

s : En räknare för döv period s ∈ Z
(3.1)

u =



l1
... : Interaktionsflaggor l ∈ {−1, 0, 1}
ln
i : ID för flugan som blinkade

t : Tidssteget b tillhör

(3.2)
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Figur 3.1: Evolutions- och frekvenssvarskurvor
för ett system.

Oscillatorernas evolutions- och frekvens-
svar bestäms i början av varje simulation av
tre parametrar a, b och β. a beskriver vilket
värde som frekvenssvaret kan f̊a som högst
och b vilket som blir det lägsta värdet. β
bestämmer var under perioden som frekvens-
svaret byter fr̊an att sänka frekvensen till att
öka. Den beskriver även var i perioden som
fassvaret f̊ar värdet 1. I Figuren 3.1 har sy-
stemet a = 0.4, b = 0.2 och β = 0.4.

D̊a man hanterar simuleringar av flugor
uppst̊ar problem med indeterminism. Till ex-
empel kan tv̊a av fluga q:s grannar utlösa
under samma tidssteg, vilken fluga lyssnar q
p̊a? Vad händer d̊a en fluga q1 blinkar, vilket
utlöser q2:s blinkning, som i sin tur utlöser
q3:s blinkning? Utan transportfördröjning bör
den serien händelser ske vid samma tidpunkt.
B̊ada dessa scenarion uppst̊ar i simuleringen
d̊a flugorna konvergerar mot samma fas och
frekvens.

Den första problematiken, det vill säga
när tv̊a av en flugas grannar pulserar samti-
digt, har vi inget värdefullt svar p̊a. Vad som
händer p̊a tidsskalor mindre än simulerings-
steget finns ingen information om. Resultatet
blir att den granne med lägst ID i behandlas
först i koden, och f̊ar förtur. Denna proble-
matiken visar sig inte skapa n̊agra problem,
d̊a de tv̊a utfallen i gruppens konvergens mot
gemensam frekvens och simultana blinkning-
ar, inte g̊ar att särskilja. I b̊ada fallen lyssnar
flugan bara p̊a en granne, och dess svar beror
endast p̊a evolutionen vid observerad blink-
ning. Vilken källa blinkningen kommer ifr̊an
ändrar inte utfallet.

Den andra problematiken som beskriver
laviner (kedjor av flugor som utlöser varand-

ra) introducerar ett större problem. En naiv
lösning är att en fluga som ser en puls och
sätter sin evolution till p = 1 utlöser först
nästa simuleringssteg. Detta innebär att en
transportfördröjning introduceras när en flu-
ga utlöses av en granne. Detta ändrar utfallet
p̊a en liten skala och p̊a systemets makrobe-
teende, där laviner bildar v̊agor genom floc-
ken istället för simultana blinkningar. Denna
problematiken har vi löst genom att rekur-
sivt traversera flocken d̊a en puls sker, och d̊a
utlösa de flugor som n̊ar p = 1 av en puls.

3.1.1 Automatisk utvärdering

Med simuleringen som grund har vi tagit fram
lösningar för att automatisera och utvärdera
simuleringsresultat efter att en simulering ge-
nomförts. Detta l̊ater oss utföra kvantitativ
analys av system av eldflugor, där vi kan ta
fram medelvärden av flera olika stokastiskt
genererade initialtillst̊and, eller varierar olika
parametrar hos flugornas logik och ser hur det
p̊averkar flugornas prestanda. I detta avsnit-
tet redogör vi för de lösningar som används.

Godhetstal

Godhetstalet baseras p̊a definitionen i av-
snitt 2.1.2. Talet ησp(t) : [tstarttslut] →
[0, 1] är ett mått p̊a hur väl en grupp flu-
gor Q synkroniserar med varandra. Talet
beräknas efter att en simulering gjorts och
spelats in. Måttet tas vid tidpunkt t med
en feltolerans σp och ger intuitivt ett mått
p̊a hur stor del av en grupp flugor som
pulserar synkroniserat. Det är den största
gruppen av kopplade flugor som evalue-
ras när simuleringen räknar ut godhetstalet.
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Figur 3.2: Exempel p̊a godhetstalet och
tillhörande tidsserie för att illustrera vad som
utgör ett bra godhetstal. ”tol” i legenden mot-
svarar σ.

Implementation Implementationen bygger
p̊a en typ poängsystem implementerat i en
matris med dimensioner |Q| · T , antal flugor
g̊anger antal simuleringssteg. I ett initialt steg
g̊ar tidpunkten för samtliga flugors pulser tni
igenom och för varje puls sätts elementen
i, tni : tni + 1

fi
där fi är frekvensen för i:te flu-

gan efter blinkningen. till antalet andra pulser
som skedde inom perioden t ∈ [tni −σ, tni +σ].
Därefter summeras matrisen radvis. Den re-
sulterande vektorn beskriver nu godhetstalet
för varje simuleringssteg t. I Figur 3.3 ser
man exempel p̊a matrisen innan summering.
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Figur 3.3: Exempel p̊a poängmatris som ligger
till grund för godhetstal samt det resulterande
godhetstalet. ”tol” i legenden motsvarar σ.

Begränsningar Godhetstalet är inte detsam-
ma som definitionen av synkronisering i av-
snitt 2.1.1. Vid full synkronisering enligt de-
finitionen ger ησp(t) dock maximalt utslag
(ησp(t) = 1∀t ≥ tsync). Den största skill-

naden mellan definitionen för synkronisering
och godhetstalet är att godhetstalet inte tar
hänsyn till huruvida blinkningarna sker med
jämna intervall, utan bara baseras p̊a huruvi-
da blinkningarna sker samtidigt. Skulle till
exempel systemet hamna i ett tillst̊and där
samtliga oscillatorer pulserar samtidigt, men
där systemets frekvens är divergent skulle
godhetstalet rapportera perfekt synkronise-
ring. Anledningen till detta är att definitio-
nen av synkronisering inte passar sig för att
utvärdera lägre grader av synkronisering och
inte heller p̊a ett naturligt vis ger ett värde
p̊a synkronisering vid olika tidpunkter, vilka
b̊ada tv̊a är väldigt användbara egenskaper
vid utvärdering.

Synkroniseringstid

Synkroniseringstiden tρ är den tid d̊a en si-
mulering n̊ar en viss synkroniseringsgrad ρ s̊a
att ησp ≥ ρ och aldrig igen faller under ρ.
Vanligtvis används detta måttet tillsammans
med beräkning av synkroniseringsgrad enligt
paragraf 3.1.1. För ett exempel, se Figur 3.4.

Implementation Synkroniseringstiden
bestäms genom att identifiera det simule-
ringssteg för vilket ησp(t) < ρ för sista g̊angen.

Begränsningar Måttet p̊a hur l̊ang tid en
grupp oscillatorer tar att synkronisera kan
vara missvisande. Om en grupp till exempel
snabbt n̊ar en hög frekvens hinner den pulsera
fler g̊anger än en grupp med lägre frekvens p̊a
samma tid, och eftersom reglering endast sker
d̊a oscillatorerna pulserar s̊a ger det förvisso
en kortare synkroniseringstid, men indikerar
inte nödvändigtvis en effektivare reglering.

Medelantal pulser till synkronisering

Som ett komplement till synkroniseringstid
har vi tagit fram ett mått som bättre repre-
senterar regleringens effektivitet. Måttet är
väldigt enkelt och räknas ut enligt följande.

Npulser

Noscillatorer

(3.3)

där Npulser är antalet pulser som sker innan
synkroniseringstiden tρ och Noscillatorer är an-
talet oscillatorer i gruppen.
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Implementation Måttet beräknas genom att
identifiera och räkna antalet pulser som in-
träffat under simuleringssteg innan synkroni-
seringstiden tρ, och dela med antalet oscilla-
torer.

Synkroniseringsgrad

Synkroniseringsgraden ρ ger ett värde p̊a vil-
ken grad av synkronisering en grupp oscil-
latorer n̊att under en simulering. Värdet
är det största möjliga värde för vilket
det finns en tidpunkt tρ d̊a godhetsta-
let ησp överskrider ρ för att sedan ald-
rig falla under ρ igen. Se Figur 3.4.
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Figur 3.4: Exempel p̊a beräkning av synkroni-
seringsniv̊a. Det beräknade värdet ρ illustre-
ras med den v̊agräta streckade linjen och tid-
punkten för synkronisering illustreras med den
lodräta linjen.

Implementation Värdet beräknas med hjälp
av binärsökning. För en given kandidat ρ̂
identifieras tidpunkten t̂ρ d̊a ησp(t) < ρ̂ för

sista g̊angen. Inträffar t̂ρ innan simuleringens
slut vet vi att simuleringen n̊att minst ρ̂ grad
av synkronisering. Genom binärsökning iden-
tifieras sedan en slutgiltig kandidat ρ som lig-
ger inom en tolerans σp fr̊an den sanna syn-
kroniseringsgraden ρsann. Det slutgiltiga ρ är
den lägre gräns för ρ sökningen identifierat.

Begränsningar Eftersom ingen information
finns om vad som händer efter simulering-
ens slut bygger synkroniseringsgraden p̊a an-
tagandet att om inte ησp faller under ρ un-
der simuleringens g̊ang, hade den inte hel-
ler gjort det efter simuleringens sluttid. Yt-
terligare kan inte binärsökningsalgoritmen
bestämma n̊agra värden exakt, utan endast
inom ett toleransintervall. ρ kommer allts̊a

alltid att ligga i intervallet [0, 1), men aldrig
anta värdet 1, även om oscillatorerna faktiskt
ibland uppn̊ar ησp = 1.

Frekvenssynkroniseringstid

Ytterligare ett komplement till synkronise-
ringstid är frekvenssynkroniseringstid. Fre-
kvenssynkroniseringstiden t

σf
fsync är tidpunk-

ten d̊a den största skillnaden i frekvens mel-
lan tv̊a oscillatorer för sista g̊angen faller un-
der ett värde σf

3.2 Prototyp

För att möjliggöra en lättare först̊aelse mel-
lan teori och implementation, samt ocks̊a bi-
dra med ett viktigt inslag av att visualisera
problemformuleringen, har en prototyp tagits
fram som ska spegla beteendet hos algorit-
men.

För att skapa en oscillator som har en sta-
bil klockfrekvens används en mikroprocessor.
Den kan läsa av förändringar p̊a sina ing̊angar
och ändra spänningen p̊a sina utg̊angar, vilket
gör att den kan reagera p̊a pulser och skicka
ut pulser. För att pulskoppla oscillatorerna
har alla oscillatorer en komponent som kan
skicka ut signaler och en komponent som kan
ta emot signaler. D̊a prototypen är tänkt att
efterlikna eldflugor har vi valt att använda
ljuspulser som signaler.

3.2.1 Val av komponenter

Eftersom tidsaspekten i projektet fordrar ic-
ke tidskrävande programmering och bootlo-
ading till processorerna fanns ett incitament
till att använda Arduino-kompatibla enheter.
Med Arduino finns det program som gör det
möjligt att enkelt kunna programmera pro-
cessorerna.

Resterande komponenter är valda för att
ge en s̊a bra visuell demonstration som
möjligt. Vi valde att använda en LED för att
skicka ut pulser och en fotoresistor för att rea-
gera p̊a ljuspulserna. Andra lösningar för att
f̊a flugorna att kommunicera uteslöts därför
d̊a de inte ans̊ags vara bidragande till detta
mål eller att de gav en onödigt komplicerad
koppling.

Komponentlista för en eldfluga:

• 1 * Microproccessor, ATmega328P-PU
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• 1 * Fotoresistor

• 1 * LED, Vit

• 1 * Resistor, 100Ω

• 1 * Resistor, 40.2 kΩ

• Breadboard

• Pingisboll

• Kopplingssladdar
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Figur 3.5: Kopplingsschema för en eldfluga.
LDR är förkortning för en fotoresistor.

Valet av microprocessor var beroende av
hur lösningen till problemet skulle se ut.
ATmega328-PU valdes d̊a den hade tillräcklig
processorkraft för att utföra komplicerade
beräkningar som till exempel en fouriertrans-
form. Ett lösningsförslag för reglering av fre-
kvens som diskuterades var att ta fram fre-
kvensen som alla oscillatorerna blinkade ge-
nom att använda fourieranalys. Även om det
inte blev den slutgiltiga lösningen s̊a gjordes
valet efter att det ska finnas möjlighet att
utföra den beräkningen.

För att mäta ljusstyrkan kring flugan
behövdes en enhet som klarade av en snabb
registrering av ljusförändringar. Komponen-
ten fick heller inte vara alldeles för dyr. En
fotoresistor uppn̊adde dessa krav genom att
ha en, i sammanhanget, försumbar stig- och
falltid[19]. För att skicka ut ljuspulser valdes
en LED-lampa.

Om det varit önskvärt att studera bete-
endet hos olika grafer där oscillatorerna är
kopplade enligt givna mönster kunde implici-
ta kopplingar mellan dem användas. Ett ex-
empel skulle vara att skapa ett nätverk med
direktkopplade kablar mellan flugorna och
p̊a s̊a sätt anpassa kommunikationen p̊a ett
önskvärt sätt. Dock ska prototypen försöka
ge en pedagogisk och visuell bild av hur kom-
munikationen sker, för att åsk̊adaren enkelt

ska först̊a systemet - därav används ett visu-
ellt kommunikationssätt i form av en ljuskälla
och en ljussensor.

Vad gäller ljusmätning används en
40.2k-resistans, vilket är nästintill ekvi-
valent med vad fotoresistorn innehar vid
maximal ljusavläsning. Det sker allts̊a en
spänningsfördelning över motst̊anden som
processorenheten mäter. Processoreheten
mäter spänningen och ger ett värde [0, 1023],
se [19]. Eftersom spänningsdelningen ger en
maximal spänning över fotoresistor p̊a 2.5V
kommer mätvärden i praktiken vara [0, 511].
Protypen förutsätter ett helt mörkt rum
där ett input-värde över en bestämd gräns
tolkas som en blinkning. Allts̊a elimineras
problem med att prototypen skulle ha olika
prestanda i olika lokaler, dock begränsas
användningen till ytterst mörka rum. P̊a
s̊a sätt g̊ar det utföra en mer repeterbar
testning av prestandan.

LED-komponenten är seriekopplad med
ett motst̊and för att skydda mot för stora
elektriska strömmar. Beräkningarna i 3.4 vi-
sar den minimala resistansen som krävs d̊a
maximal ström genom LED-komponenten är
20mA och spänningsfallet över komponenten
är konstant 3.5V, enligt [20].

• Vout = 5V

• VLED = 3.5V

• I = 20mA

VLED + VR = Vout ⇔ VR = Vout − VLED ⇒
(3.4)

⇒ VR = 1.5V

VR = R · I = R · 0.02⇒ R = 75Ω

Dock skulle en resistans p̊a 75Ω innebära
att komponenten skulle ligga p̊a 100% av
dess kapacitet. För att säkerställa komponen-
tens prestanda används därför en resistans p̊a
100Ω för att skydda den mot skadligt stora
strömmar.

U = R · I (3.5)

Sambandet i 3.5 visar p̊a sambandet mel-
lan spänning, ström och resistans i en krets.
För att minska strömmen i kretsen, med en
fast spänning, s̊a höjs allts̊a resistansen.
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Figur 3.6: Bild över konstruerad fluga

En slutgiltig konstruktion av kopplings-
schemat i Figur 3.5 ger ett antal individu-
ella flugor likt Figur 3.6. LED-komponenten
är placerad inuti en pingisboll för att ge en
bättre ljusspridning till de andra flugorna.

3.2.2 Mjukvara

P̊a samma sätt som simuleringen använder
mjukvaran i flugorna sig av ett evolutionssvar
och frekvenssvar. I dessa beror b̊ade evolutio-
nen och frekvens p̊a vilket skede flugan be-
finner sig i. Med andra ord beror reaktionen
fr̊an flugan endast av dess evolution. Koden
g̊ar att se p̊a [21].

Vid implentationen av mjukvaran i en fy-
sisk miljö uppkommer vissa skillnader gente-
mot simuleringen. Ett exempel är att det tar
olika tid för en fluga att exekvera en loop
beroende p̊a hur den p̊averkas utifr̊an och
vilka beräkningar den är tvungen att göra.
Det innebär i praktiken att flugorna inte har
n̊agon kontinuerlig tidsuppfattning, utan de
registrerar input-värden när den har tid för
det. Flugan fungerar genom att den utg̊ar
fr̊an sin exekveringstid för en loop för att
skapa sig en tidsuppfattning. Följden av att

exekveringen tar olika tid är att flugan in-
te har en förutsägbar läshastighet. I ett fall
skulle vissa ljussignaler vara aktiva mellan
tv̊a mätvärden hos en annan fluga. Ponera
att det finns tv̊a olika l̊anga loopar, en kort
och en l̊ang. Om flugans lampa skulle vara
tänd i en kort loop, riskerar andra flugor som
har en l̊ang loop att missa signalen. Flugor-
na lyser istället under ett viss antal loopar
för att förhindra detta, vilken vi kallar lys-
tid efter att den teoretiskt blinkat. Detta är
i första hand p̊a grund av att LED-lampan
behöver viss tid för att lysa och ge en sig-
nal till de andra flugorna, och att flugorna
som väntas se signalen skall ha tid att regi-
strera den. I och med denna lystid s̊a uppst̊ar
ocks̊a ett problem i att flugorna m̊aste kunna
göra skillnad i en puls eller flera blinkningar.
Därför har tidsintervallet betydelse för resul-
tatet d̊a det är önskvärt med s̊a liten lystid
som möjligt. Mjukvaran åtskiljer tv̊a pulser-
genom att registrera ett l̊agt läsvärde, allts̊a
att det är mörkt, mellan de höga läsvärdena.
Överlappar tv̊a blinkningars lystider registre-
ras de som en enskild blinkning.

Vid testning placeras alla flugor s̊a nära
varandra som möjligt p̊a en plan yta, vil-
ket gör att varje oscillator f̊ar fler koppling-
ar. Eftersom en starkt kopplad graf teore-
tiskt ger en snabbare synkronisering skulle
ett mindre avst̊and mellan flugorna ge en
snabbare synkroniseringstid. Ett problem var
att ljusstyrkan alltid ändrades beroende p̊a
var flugorna befann sig n̊agonstans, därför
krävdes alltid en omprogrammering för att
anpassa parametrarna vid varje tillfälle de
ändrade miljö. Omprogrammering innebär en
individuell skrivning till varje fluga, allts̊a tog
mikroprocessorn bort fr̊an varje fluga och pro-
grammerades p̊a ett Arduino-kort.

3.2.3 Testning

Testning av prestandan p̊a flugorna är en-
dast en bedömning av en mänsklig åsk̊adare.
Målet med prototypens prestanda är att den
uppenbart ska ge en stroboskopliknande ef-
fekt under en längre tid. Godhetstalet som
gäller för simuleringen används allts̊a inte för
prototypen.
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Kapitel 4

Resultat

4.1 Simulering

Med hjälp av den simulering vi utvecklat kan
vi undersöka grupper av oscillatorer, eller i
det mer applicerade fallet flockar med eldflu-
gor, genom att undersöka deras typiska bete-
ende. P̊a s̊a vis kan vi identifiera vilka para-
metrar som är viktiga för att gruppen skall
synkronisera, och hur flockens beteende kan
variera baserat p̊a samma parametrar.

Ett optimeringsproblem i modellen har vi-
sats vara ett samband mellan initial frekvens-
spridning och styrkan i frekvensregleringen.
Anta tv̊a oscillatorer med frekvenserna fmin
samt fmax. Fortsätt sedan med att definie-
ra tv̊a värden i frekvenssvaret som Fmin och
Fmax. Eftersom den initiala evolutionen är
stokastisk, regleras flugornas frekvens i värsta
fall enligt följande.

fnymin = fmin · Fmin (4.1)

fnymax = fmax · Fmax

En för stark frekvensreglering är d̊a:

f ∗min < f ∗max · β (4.2)

⇐⇒

fmin · Fmin
fmax · Fmax

< β (4.3)

ett tillräckligt kriterie. Detta kriterie
styrks av den diskussion som förs i sek-
tion 4.1.1. Mer specifikt tar vi i avsnittet
fram ett förslag p̊a optimala parameterval för
att reglera grupper med oscillatorer där de
initiala frekvenserna fi,0 ligger i intervallet
[1, 1.5]. Resultatet visar sig följa det kriterie
vi föreslagit nästan exakt.

4.1.1 Simuleringsresultat

Simuleringen kan visas visuellt enligt Figur
4.1, där alla oscillatorer och deras blinkning-
ar kan ses. En video p̊a en simulering kan
ses p̊a [22], [23], där varje oscillators fas och
frekvens kan ses parallellt med simuleringen.

Figur 4.1: Visuellt exempel av ett tidsteg i si-
mulering av oscillatorer

För att ha värden att utg̊a ifr̊an val-
de vi att bestämma standardvärden. Stan-
dardvärden syftar p̊a de värden parametrar
har d̊a de inte själva undersöks. Vi har som
standard valt att ha en s̊a enkel modell som
möjligt. Ett exempel p̊a det är att systemet
inte har n̊agon tidsfördröjning och inte n̊agon
blindperiod efter att den själv blinkat. Vilka
värde alla parametrarna har valts till finns i
appendix. D̊a inget annat sägs används i de
resultat vi presenterar dessa standardvärden
p̊a simuleringens parametrar.

Figur 4.2 visar hur medelfrekvensen i sy-
stemet relaterar till synkroniseringsgraden.
Här används standardvärdena som paramet-
rar.
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Samband mellan synkronisering och slutfrekvens

Figur 4.2: Medelfrekvens vid olika grader av syn-
kroniseing i fallet med standardvärden.

I fallet med standardvärden ser vi att me-
delfrekvensen vid simuleringens slut korre-
lerar med synkroniseringsgraden. Vid högre
synkronisering f̊ar systemet en högre medel-
frekvens. En tes om hur detta sker bygger
p̊a det faktum att konvergens av frekvens
förutsätter att oscillatorerna blinkar samti-
digt trots skillnaderna i frekvens. Samtidigt
vandrar de med tiden närmare varandra med
avseende p̊a frekvens. När en grupp oscilla-
torer som pulserar tillsammans, trots skill-
nader i frekvens utlöser varandra s̊a är det
den med högst frekvens som pulserar först,
för de oscillatorer som d̊a har liknande men
lägre frekvens resulterar detta i att de regle-
rar upp sin frekvens. Nyckelinsikten här är att
andelen oscillatorer som blinkar självmant, är
väldigt liten jämfört med andelen som blir
utlösta av grannars blinkningar. I själva ver-
ket är det bara de oscillatorer med högre
frekvens än alla sina grannar som inte blir
utlösta av andra. Med andra ord s̊a regleras
den största andelen oscillatorer i stort sätt
alltid mot en högre frekvens innan de alla
n̊ar en gemensam frekvens. Figur 4.3 styrker
denna tes. Där ser vi hur nästan alla oscil-
latorer reglerar sin frekvens upp̊at, och bara
n̊agra f̊a sänker sin frekvens överhuvudtaget.

Figur 4.3: Samtliga oscillatorers frekvenser över
tid. I denna simuleringen n̊adde oscillatorerna
full synkronisering. Som framg̊ar i bilden sker
regleringen övervägande genom ökningar i fre-
kvens.

Figur 4.4 och 4.5 undersöker hur antalet
genomsnittliga kopplingar fr̊an varje oscilla-
tor p̊averkar systemet. Figur 4.4 visar hur hög
grad av synkronisering som systemet uppn̊ar
vid ett medelantal kopplingar och Figur 4.5
visar hur slutfrekvensen i systemet relate-
rar till antalet kopplingar som varje oscil-
lator har. De visar resultatet för tv̊a olika
värden p̊a ξ som bestämmer hur l̊ang tid en
oscillator är ”blind” efter sin egen puls. Här
ser vi dels att för kraftigt kopplade grupper
konvergerar de mot ungefär samma frekvens.
Vi ser ocks̊a att grupperna konvergerar mot
en relativt hög frekvens jämfört det initiala
tillst̊andet, det vill säga frekvenser mellan 1
och 1.5. Detta menar vi beror p̊a samma sak
som vi tror ligger till grund för korrelationen
mellan synkroniseringsgrad och slutfrekvens.
I kraftigt kopplade grupper finns b̊ade sto-
ra förutsättningar att synkronisera, och en
övervägande andel oscillatorer som inte blin-
kar av sig själva, utan blir utlösta av andra
och s̊aledes reglerar upp sin frekvens. I Fi-
gur 4.5 ser vi även att när oscillatorerna är
”blinda” i en period efter att de själva blin-
kat n̊ar gruppen en ännu högre slutfrekvens.
Detta tror vi beror p̊a att de oscillatorer som
normalt sett reglerar sig ner̊at, d̊a de efter att
de själva pulserat direkt själva tar emot pul-
ser fr̊an sina grannar, lite som ett eko, nu inte
reagerar alls p̊a sina grannars pulser d̊a pul-
serna anländer under den ”blinda” perioden.
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Figur 4.4: Synkroniseringsgraden för olika mede-
lantal av kopplingar mellan oscillatorer. Notera
att oscillatorerna med en ”blind” period gene-
rellt n̊ar en högre synkroniseringsgrad.
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Figur 4.5: Slutfrekvens vid olika medelantal
kopplingar per oscillator.

I Figur 4.5 ser vi att slutfrekvensen inte
helt är beroende av antalet kopplingar. Även
om de generellt har högre frekvens vid star-
kare koppling s̊a finns det n̊agra system med
l̊agt antal kopplingar som har högre frekvens.
Den visar även att om en ”blind” period efter
egen blinkning införs s̊a ökar slutfrekvensen.

Figur 4.6 visar hur synkroniseringsgraden
förändras beroende p̊a kopplingsavst̊andet.
Kopplingsavst̊andet bestämmer hur l̊angt
bort oscillatorer ”ser” varandra. Oscillato-
rer längre bort fr̊an varandra än kopplings-
avst̊andet bildar inga kopplingar sinsemel-
lan. D̊a avst̊andet för att koppla samman
tv̊a oscillatorer ökar, s̊a ökar ocks̊a anta-
let som är kopplade med varandra. Antalet
kopplade oscillatorer ses i den högra axeln.
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Figur 4.6: Synkroniseringsgrad beroende av hur
l̊angt avst̊and det kan vara mellan oscillatorer
för att en koppling skall förekomma. Visar även
hur m̊anga oscillatorer som utgör den grupp som
synkronerseringsgraden räknas ut för.

Man ser tydligt i början att det inte bildas
n̊agon stor grupp d̊a kopplingsavst̊andet är
l̊agt. Färre oscillatorer gör att det blir lättare
för systemet att synkronisera vilket gör att
synkroniseringsgraden blir mycket högre i
början. När sedan fler oscillatorer börjar kom-
ma med i beräkningen av synkroniseringsgra-
den ser vi att den sjunker kraftigt. Det finns
d̊a oscillatorer som är svagt kopplade till res-
ten av gruppen vilket gör det sv̊art att re-
glera dom s̊a dom synkroniserar. När kopp-
lingsavst̊andet ökar ser vi att även synkroni-
seringsgraden ökar d̊a oscillatorerna i syste-
met blir starkare kopplade till varandra. I Fi-
gur 4.7 kan vi se detta sambandet igen, men
framför allt ser vi när vi ökar radien p̊a floc-
ken (och p̊a s̊a vis f̊ar större antal oscillato-
rer) tycks synkroniseringsgraden h̊alla sig re-
lativt konstant, med ett visst (väldigt svagt)
bias till fördel för mindre grupper. En natur-
lig fundering som följer av detta är huruvida
antalet oscillatorer spelar roll. En mottes till
detta är att synkroniseringsgraden h̊aller sig
konstant för större grupper givet att ocillato-
rerna i snitt är kopplade till en lika stor andel
av hela gruppen. Med andra ord, gäller ekva-
tion (4.4)?

ηslut ∝
d̄

|Q|
(4.4)

Där ηslut är den uppn̊adda synkroniserings-
graden, d̄ är medelantalet kopplingar mellan
oscillatorer och |Q| är antalet oscillatorer i
gruppen. Detta sambandet är ett p̊ast̊aende
som vi testar i Figur 4.8. I figuren ser vi en
närmelsevis linjär trend, vilket ger oss anled-
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ning att tro att (4.4) faktiskt gäller, omfatt-
ningen av denna typ av simulering begränsar
oss dock till en ganska grov upplösning,
vilket gör det sv̊art för oss att med
säkerhet verifiera detta. Sammanfattnings-
vis har vi anledning att tro att (4.4) gäller.

Synkronisering vs kopplingsavstånd vs flockradie
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Figur 4.7: Snittvärde för synkroniseringsgrad för
ökande kopplingsavst̊and (vilket medför krafti-
gare kopplade oscillatorer). Färgskalan repre-
senterar gruppens radie, och i förlängningen
ocks̊a antalet oscillatorer i gruppen. Notera att
densiteten h̊alls konstant.

Figur 4.8: Histogram över kopplingsgrad mot
synkroniseringsgrad. Här kan man skönja en
ganska kraftig närmelsevis linjär trend mellan
synkroniseringsgrad och kopplingsgrad.

Oscillatorreglering

Regleringen av oscillatorerna har visat sig
vara ett otroligt intressant omr̊ade. P̊a ena
sidan kan regleringen ha väldigt stor ef-
fekt p̊a en grupp oscillatorers beteende, p̊a
andra sidan har kriterierna för att uppn̊a
synkronisering visat sig vara relativt fria.

Figur 4.9: I figuren framg̊ar hur stor andel (i pro-
cent) av simuleringarna för en viss konfiguration
som synkroniserat p̊a en niv̊a ησp

> 0.85.

Studera till att börja med Figur 4.9. Det finns
en tydlig trend som indikerar att l̊aga β le-
der till en ökad chans för synkronisering av
pulser. Vi ser ocks̊a att a inte har n̊agon
nämnvärd inverkan, och att synkronisering
sker lättare för sm̊a b. Att synkronisering sker
för l̊aga β stämmer helt med p̊ast̊aendet i ek-
vation (2.13). D̊a vi studerar konvergens av
interna frekvenser f är inte längre ett stort β
lika fördelaktigt. a och b har i bästa fall ing-
en effekt p̊a synkronisering här. Mer specifikt
har a ingen urskiljbar effekt p̊a utfallet, och
det klart bästa värdet p̊a b är 0. Det vill säga
att den reglering b introducerar inte används.

Figur 4.10: I figuren framg̊ar hur stor andel (i
procent) av simuleringarna för en viss konfigu-
ration som konvergerat i frekvens s̊a att största
skillnaden mellan tv̊a oscillatorers frekvenser <
0.05.

I Figur 4.10 ser man i kontrast till syn-
kronisering med av seende p̊a pulser, att ett
l̊agt β inte nödvändigtvis är bättre. Desutom
set vi att β = 0.4 visar sig ge väldigt
p̊alitliga resultat för flera värden p̊a a, men
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begränsar bra val av b. Samtidigt ser vi att
β = 0.2 specifikt för a = 0.1 p̊a ett unikt
sätt öppnar upp val av parametern b till
vad som helst i intervallet [0, 1]. Genom des-
sa resultat kan vi börja bygga ett resone-
mang bakom optimala val av a, b, och β.

Figur 4.11: I dessa ytor visas den tid en grupp
oscillatorer tar att n̊a frekvensmässig synkroni-
sering inom 5% av startfrekvensen. Notera att
för β > 0.6 n̊ar i de flesta fall inte oscillatorerna
frekvensmässig synkronisering ens p̊a 15 tidsen-
heter.

Det framg̊ar i Figur 4.11 hur l̊ang tid det
tar för systemet att synkronisera i frekvens
med olika parametervärden. Vi ser att vid
högt a och l̊agt b synkroniserar systemet fre-
kvens snabbast. Synkroniseringen sker fortast
när β ≈ 0.4, a ≈ 0.4 och b ∈ [0, 0.2].

Slutligen studerar vi vilken slutgil-
tig medelfrekvens en grupp flugor ty-
piskt n̊ar för olika konfigurationer.

Figur 4.12: Visar hur medelfrekvensen av oscilla-
torerna i slutet p̊a simuleringen beror av a, b och
β. Oscillatorernas initiala frekvenserna förh̊aller
sig i intervallet [1, 1.5]. Det är sv̊art att se hur
parametrarna p̊averkar systemet när det har l̊ag
slutgiltig medelfrekvens. Figur 4.13 är en mer
inzoomad figur p̊a samma resultat

Figur 4.13: Samma data som i Figur 4.12 men
med fokus p̊a de val av β som inte ger ett kraf-
tigt divergent frekvensbeteende.

Vi ser i Figur 4.12 att framför allt a och β
har störst p̊averkan p̊a den slutgiltiga medel-
frekvensen. För l̊aga β växer slutfrekvensen
linjärt med högre värden p̊a a. D̊a β är stort
blir systemet snabbt instabilt. Redan vid
β = 0.5 mångdubblar oscillatorerna sin fre-
kvens. Anledningen till att medelfrekvensen
ökar som kraftigast vid högt β är att frekvens-
svaret sjunker linjärt mot 1 när pi > β fr̊an
1 + a. Vid l̊agt β kommer oscillatorerna som
har lägst frekvens i början öka sin frekvens s̊a
att deras frekvens kommer närmare den som
har högst frekvens. Eftersom frekvenssvaret
sjunker linjärt ökar oscillatorerna sin frekvens
med mycket mindre när de börjar synkroni-
sera i frekvens. Är β högt istället kommer
frekvensvaret sjunka under en mycket kor-
tare tid, vilket gör att när pi > β kommer
oscillatorn att öka sin frekvens mycket krafti-
gare vid bara en liten skillnad i evolution. Det
ökar risken för oscillatorer med en frekvens
f < fmax att öka f bortom fmax. Om en grupp
oscillator konstant överskrider varandras fre-
kvens fastnar hela systemet i en cykel där
oscillatorernas frekvens växer exponentiellt.

Baserat p̊a de insikter som nämnts tidiga-
re kan vi konstruera ett förslag p̊a approxi-
mativt optimal reglering. β = 0.4, a = 0.4
och b ∈ [0, 0.2] ger oscillatorer som med hög
sannorlikhet n̊ar synkronisering b̊ade med av-
seende p̊a synkroniserade pulser, och med av-
seende p̊a snabb konvergens av interna fre-
kvenser. I detta läget minns vi det teoretiska
stabilitetskriterie som presenteras i ekvation
(4.3). Förseglar vi β = 0.4 och a = 0.4 en-
ligt de numeriska resultat vi sett kan vi med
vetskapen att oscillatorernas initiala frekvens
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fi,0 ∈ [1, 1.5] ta fram ett b som uppfyller olik-
heten.

fmin · Fmin
fmax · Fmax

< β

⇐⇒

Fmin < β
fmax · Fmax

fmin
där Fmin = 1− b och Fmax = 1 + a. Vi f̊ar att
1− b < 0.84 ⇐⇒ b > 0.16.

Detta leder oss till tv̊a viktiga resultat.
För det första s̊a noterar vi att kriteriet i
(4.3) ger ett värde p̊a b som väl stämmer
överens med de numeriska resultat vi har
tagit fram. För det andra konstaterar vi
att vi att ett väl underbyggt förslag p̊a de-
signparametrarna a, b, β är a = 0.4, b =
0.2, β = 0.4. Ett numeriskt test p̊a 100
slumpmässigt genererade uppsättningar oscil-
latorer med fi,0 ∈ [1, 1.5] ger det resultat
som beskrivs i Figur 4.14. Testet verifierar
kvalitén hos de parametrar vi tagit fram.

synkronisering > 0.85 och slutfrekvensspridning < 0.05

20 40 60 80 100

testfall

1

2

Figur 4.14: En testserie p̊a 100 simuleringar som
med framtagna optimala parametrar testar ef-
ter en synkroniseringsgrad η0.025 > 0.85 (övre,
94% uppfyllt) och en slutgiltig skillnad i fre-
kvens ∆f < 0.05 (undre, 79% uppfyllt).

En intressant egenskap som visar sig i Fi-
gur 4.14 är att synkronisering av pulser kan
ske utan att kraftig konvergens av frekven-
ser förekommer, men konvergens av frekvens
förekommer endast d̊a synkronisering av pul-
ser sker.

frekvens konvergent =⇒ (4.5)

=⇒ synkronisering av pulser
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Figur 4.15: Evolutions- och frekvenssvarskurvor
för de optimala designparametrar vi tagit fram.

Systemet med tidsfördröjning

Nedan följer resultat som har tagits
fram när systemet har en tidsfördröjning.

Figur 4.16: Andel av oscillatorerna som är
synkroniserade i frekvens i ett system med
tidsfördröjning.

I Figur 4.16 kan vi se hur stor andel av syste-
met synkroniserar i frekvens vid olika a, b
och β. Vi ser att högst andel oscillatorer
som är frekvenssynkroniserade har b ≈ 0.1,
a ≈ 0.2 och β ≈ 0.4. Det visas ocks̊a i fi-
guren att när β ökar s̊a måste a minska för
att systemet skall g̊a mot n̊agon typ av fre-
kvenssynkronisering. Vi s̊ag i Figur 4.12 att
vid högt β och högt a var systemet insta-
bilt vilket ocks̊a kan antyda att systemet
med tidsfördröjning även det blir instabilt
vid högt β och a och synkroniserar därför
inte i frekvens. Vid b > 0.2 synkroniserar inte
frekvensen alls inom simuleringen. Det kan
bero p̊a att vid högre b sänks frekvensen vil-
ket gör att oscillatorerna inte skickar ut lika
många pulser och f̊ar d̊a färre möjligheter till
att synkronisera sig till resten av systemet.
Oscillatorerna hinner allts̊a inte synkronise-
ra sig p̊a den tiden som simuleringen kör.
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Figur 4.17: Andel av oscillatorerna som är
synkroniserade i frekvens i ett system med
tidsfördröjning och en blind period ξ.

Figur 4.17 visar att i ett system med ξ syn-
kroniserar en större andel av oscillatorerna i
frekvens med fler parametervärden än ett sy-
stem utan ξ. Däremot s̊a sker endast synkro-
niseringen vid ett l̊agt β. Anledning till att
fler oscillatorer synkroniserar i frekvens kan
vara att blinda perioden ser till att endast de
oscillatorer som har högst frekvens f̊ar ett fre-
kvenssvar som sänker deras frekvens. Det här
gör att de oscillatorer som har lägre frekvens
fr̊an början d̊a kan ha en större möjlighet att
komma ikapp de oscillatorer med högre fre-
kvens.

Figur 4.18: Godhetstalet för oscillatorerna i ett
system med tidsfördröjning.

Om man tittar p̊a Figur 4.18 s̊a ser man att
det inte är en hög grad av synkronisering för
n̊agra parametervärden förutom när β och a
är högt och b l̊agt. Tittar man i Figur 4.16
s̊a synkroniserar inte dom parametervärdena
i frekvens. Anledningen till att de parame-
tervärdena synkroniserar i fas men inte de
andra är att godhetstalet som är måttet p̊a
synkronisering har ett tidsintervall den tittar

i. När β och a har höga värden s̊ag vi i Fi-
gur 4.12 att frekvensen kan bli väldigt hög.
Det leder till att oscillatorerna kan skicka ut
pulser flera g̊anger inom det här intervallet
som godhetstalet observerar. Det kan leda till
att n̊agra oscillator räknas flertalet g̊anger i
intervallet vilket leder till att systemet f̊ar
en högre grad av synkroniserade blinkning-
ar enligt godhetstalet. När oscillatorerna inte
har s̊a hög frekvens som i det fallet ser vi att
tidsfördröjning kan vara anledningen till att
resten av parametervärdena har lägre syn-
kroniseringsgrad. För är tidsfördröjningen
bara en tredjedel av intervallet som god-
hetstalet räknar med kommer bara oscil-
latorer som har högst tre kopplingar mel-
lan sig att räknas vara synkroniserade.

Figur 4.19: Godhetstalet för oscillatorerna i ett
system med tidsfördröjning och en blind period
ξ.

I Figur 4.19 ser vi samma fenomen som
i Figur 4.18 att högt a och β leder till
en hög synkroniseringsgrad av mycket sam-
ma anledning. Sedan har synkroniserings-
graden för lägre β ökat generellt. Det är
inte ett förv̊anansvärt resultat d̊a frekven-
sen ocks̊a hade en högre synkroniseringsgrad
för systemet med ξ. Har flertalet oscillato-
rer synkroniserade frekvenser spelar det ing-
en roll hur många kopplingar eller hur stor
tidsfördröjning det är. Det kommer ta lika
l̊ang tid att n̊a gränsen för att skicka ut en
puls ifall de under senaste perioden utlöste
samtidigt.

4.2 Prototyp

Resultatet för prototypen är baserat p̊a dess
huvudsyfte, att ge en pedagogisk bild över hur
systemet fungerar. Därefter jämförs resulta-
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tet hos prototypen med det hos simuleringen.
Flugornas graf bildas av hur väl ljuset färdas
till närliggande fotoresistorer. De är allts̊a in-
te globalt kopplade d̊a det inte är garanterat
att varje fotoresistor tar upp alla pulser.

Enligt bedömningen av synkronisering ges
denna av en mänsklig åsk̊adare, och inte
n̊agon vetenskaplig bedömning. Prototypen
beter sig p̊a ett väldigt önskvärt sätt, d̊a
den efter n̊agon sekund med en starkt kopp-
lad graf synkroniserar. Flera fenomen kan
åsk̊adas vilka återfinns hos simuleringen. D̊a
flugorna flyttas ifr̊an varandra, och skapar en
mer svagt kopplad graf, har de mycket sv̊art
att kommunicera med varandra. Flugorna har
d̊a ett, till synes, kaotiskt beteende där deras
pulser inte hittar n̊agot stabilt tillst̊and till-

sammans.
Likt simuleringen hittar flugorna ibland

ett beteende där de tillsammans bildar ett
beteende som innan benämns som en lavin.
I svärmen av flugor ges illusionen av att
ljuspulsen förflyttar sig genom svärmen, likt
en lavin nerför ett berg. Eftersom prototypen
innehar en naturlig tidsfördröjning är detta
ett förväntat beteende d̊a flugorna inte är glo-
balt kopplade. En svagt kopplad graf bidrar
med denna effekt d̊a signalen behöver färdas
mellan varje fluga, istället för att alla skulle
f̊a signalen samtidigt.

Efter kvantitativa tester kan det konstate-
ras att en ändring av beteendet hos prototy-
pen ger ett resultat som är direkt kopplat till
hur simuleringen hade reagerat.
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Kapitel 5

Diskussion

Figur 4.11 visar efter hur l̊ang tid syste-
met synkroniserar och inte efter antalet pul-
ser. Det är d̊a mer först̊aligt att den reglering-
en som ökar frekvensen har snabbare synkro-
nosering eftersom att de oscillatorerna skicka
ut fler pulser, och därför skicka ut mer infor-
mation. Skulle man titta p̊a antalet pulser in-
nan synkronering skulle man kanske f̊a en lik-
nande bild. Skillnaden skulle kunna vara att
det fanns en sk̊ara som g̊ar diagonalt i figu-
ren och beskriver när samarbetet mellan po-
sitivt och negativt frekvenssvar fungerar som
effektivast. Anledningen till att tro att det
är ett utfall är att synkroniseringstiden ökar
som minst diagonalt i figuren. Att synkroni-
seringstiden ökar kan d̊a bero p̊a att medelfre-
kvensen minskar och det tar d̊a längre tid att
skicka ut lika m̊anga pulser. Det visar samma
sak som Klinglmayr och Bettstetter i [15] att
system med inhiberande reaktion tar längre
tid att synkronisera än exciterande reaktion.

Hur robust modellen är för fel är n̊agot
som inte undersökts i modellen. Det är n̊agot
som kan vara mycket intressant att utveck-
la och undersöka. Vad sker i systemet när
oscillator skickar ut pulser för tidigt eller att
oscillatorer ignorerar pulser s̊a att det inte
bildas träd igenom grafen? Felen undersöktes
av Klinglmayr och Bettstetter p̊a ett system

som endast hade fasreglering. Hur det skul-
le p̊averka ett system som hade p̊a fas- och
frekvensreglering är sv̊art att föreställa sig.

En modellparameter att undersöka som
v̊art arbete inte behandlat är hur synkronise-
ringstiden beror p̊a hur flugorna är placerade i
rummet som Guardiola hade undersökt i [13].
V̊art system placerade ut flugorna slumpartat
och inte i n̊agot bestämt mönster. Detta hade
varit en intressant vidareutveckling för fram-
tida studier.

Ett intressant teoretiskt sidosp̊ar som vi
misstänker kan leda till nya intressanta in-
sikter p̊a omr̊adet är relaterat till synkroni-
sering med transportfördröjning. I en del fall
tycks systemet synkronisera ”s̊a bra det kan”.
Men sett fr̊an en extern observatör har syste-
met hamnat i ett v̊agliknande beteende. Vi
misstänker att oscillatorerna själva ”anser”
att de är fullt synkroniserade med sin omgiv-
ning, men att det faktum att alla oscillato-
rer inte är kopplade, utan hänger ihop genom
kopplingar i flera steg, gör det omöjligt för
oscillatorerna att ”lägga märke till” när de
inte är synkroniserade med oscillatorer bort-
om sina grannar. Finns det ett sätt att lösa
detta? Finns det ett värde i att kvantifiera
denna lokala synkronisering?
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Kapitel 6

Slutsats

I denna rapporten har vi initialt redogjort för flertalet olika modeller som beskriver pulskopplade
synkroniserande oscillatorer. Därefter har vi fördjupat oss i en av omr̊adets senare utvecklingar
för att slutligen presentera diverse numeriska resultat som beskriver denna typen av synkroni-
serade system.

Till att börja med kan vi konstatera att synkronisering av b̊ade pulser, och intern frekvens
genom endast pulskoppling är möjligt. Vi kan ocks̊a konstatera att denna typ av synkronisering
sker väldigt fort. Att uppn̊a ett synkront pulserande beteende sker ofta efter bara en eller tv̊a
pulser per oscillator, och skillnader i frekvens konvergerar snabbt mot noll efter bara ett tiotal
pulser per oscillator.

N̊agra mindre uppenbara, men väldigt viktiga resultat vi n̊att gäller systemens robusthet. De
numeriska tester vi gjort har tydligt demonstrerat systemets robusthet med avseende p̊a vissa oli-
ka konfigurationsparametrar, men ocks̊a visat hur samma parametrar kan ge upphov till kraftigt
divergent beteende. Endast ett f̊atal, lätt uppfyllda egenskaper hos oscillatorernas reglering visar
sig dock vara tillräckliga för att n̊a synkronisering. Detsamma har däremot inte visat sig gälla i
samma utsträckning för olika initiala tillst̊and och flock-, eller grafkonfigurationer. Det typiska
beteendet är att en grupp lyckas synkronisera snabbt och kraftigt, eller inte alls. Begränsningar
p̊a initiala tillst̊and och grafkonfiguration har en tydlig effekt p̊a sannolikheten att en grupp
oscillatorer synkroniserar, men även under väldigt goda förutsättningar förekommer konfigura-
tioner som inte alls n̊ar synkronisering. Systemen är känsliga för de stokastiska parametrar vi
introducerat i form av grafkonfiguration och initiala tillst̊and.
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Appendix

I





Kapitel A

Ordlista

• Pulskopplad oscillator : En oscillator som vid varje period skickar ut en puls som kan
uppfattas av andra oscillatorer. När en pulskopplad oscillator upptäcker en s̊adan puls
reagerar den enligt en bestämd modell.

• Evolution Värdet p̊a oscillatorns räknare.

• Identiska oscillatorer : Alla oscillatorer i systemet har samma frekvens.

• Koppling : Är oscillatorer kopplade innebär de att de kan uppfatta varandras pulser.

• Globalt kopplade : Alla oscillatorer i systemet är kopplade till varandra. En puls fr̊an en
oscillator gör att alla oscillatorer f̊ar en reaktion.

• Absorption : När en oscillator pulserar p̊a grund av att ha reagerat p̊a en puls s̊a absorberas
den. Dom kommer alltid därefter att pulsera tillsammans.

• Exciterande : Oscillatorns reaktion ökar evolutionen vid en puls.

• Inhiberande : Oscillatorns reaktion minskar evolutionen vid en puls

• Tidsfördröjning : En puls uppfattas inte direkt d̊a en oscillator har pulserat. Det tar en tid
innan den n̊ar till alla andra oscillatorer.

• Lavin : En lavin innebär att när en oscillator pulserar och reaktion f̊ar en eller flera oscilla-
torer att n̊a över gränsen s̊a att de ocks̊a pulserar. En lavin slutar när det inte finns n̊agon
oscillator vars reaktion kan föra den över gränsen.

• Stokastisk pulskoppling : Vid en puls finns det en sannolikhet att den här pulsen inte upp-
fattas av kopplade oscillatorer.

• Självförändring : När en oscillator pulserar s̊a reagerar den själv p̊a pulsen.

• Evolutionssvar : En funktion som beskriver vilket värde p̊a evolutionen en oscillator f̊ar när
den upptäcker en puls beroende p̊a oscillatorns evolution.

• Frekvenssvar : Beskriver vilket värde som den nuvarande frekvensen skall multipliceras med
vid upptäckandet av en puls.

• Lystid : Tiden som en eldfluga lyser i prototypen.
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Kapitel B

Standardvärden

Standardvärdena syftar till beteckningar i koden i [18].

• flockradius = π ∗ 2 Radien inom vilken oscillatorerna som simuleras h̊aller sig inom.

• flockdensity = 0.1 Densiteten av oscillatorer inom sfären.

• frequencyspread = 0.5 Hur stor frekvensspridning oscillatorerna har fr̊an start.

• phaseSpreads = 1 Hur stor evolutionsskillnad oscillatorerna har vid start. 1 motsvarar
spridda mellan 0 och 1.

• baseFrequency = 1 Grundfrekvensen för oscillatorerna vid start.

• connectionThreshold = 2.75 Hur l̊angt avst̊and det som högst f̊ar vara mellan tv̊a oscilla-
torer för att de skall kunna vara kopplade.

• zeta = 0.05 Hur stor ζ är.

• thau = 0 Hur stor ξ är.

• delta = 0 Hur l̊ang tid det tar för en puls att n̊a sin mottagare. Transportfördröjning.

• alpha = 0.5 Lutningen p̊a evolutionssvaret d̊a pi < β

• beta = 0.5 Bestämmer β.

• gamma = 0 Bestämmer hur stor den plana ytan innan β i frekvenssvaret.

• a = 0.25 Bestämmer hur högt värdet p̊a frekvenssvaret kan bli.

• b = 0.25 Bestämmer hur l̊agt värdet p̊a frekvenssvaret kan bli.

• dtjm = 10−4 Tidssteget när en simulering analyseras.

• dtbatch = 5 · 10−3 Tidssteget när ett flertal simuleringar studeras tillsammans.
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