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��� �� ���� ���� ���
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���� �
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�	�
c1 �� ���
�	� �
�� �����
���� ��� ��	��	����
�	 c2 �� ��	��� ��������� ���
�	 
	 � ��
	
���
�� �� ��
��	��� h �
�� �
���
�	 �����
�	�

D =
h

A(c1 − c2)

∂m

∂t
.

����� A ������ �� ��� ������� ���� �� ��� ���
�� �	� ∂m
∂t

��	���� ��� ���� ���	�
��� ����
���	� ��� ����� ����
�	 �
����
�	 �� ��� ���
�� !"������� #�$�� �%%&� 
��' ��(� )	 #
	���
	
!�%*+( � �
����	�
�� �,���
�	 ��� ��� �
���
�	 �� n 
���
���� 
� �
��	 ��

∂m

∂t
= D

∂2m

∂x2
,

�
�� �����
�	

m(x, t) =
n√

4πD t
exp

(
− x2

4D t

)
����� m(x, t)dx �
��� ��� 	����� �� 
���
���� ����� x �����
	��� ���	��� �	� �	
� �� 
����	 x �	� x + dx 
	 ��� �
�� 
	������ [0, t]� -�� ������
�	�
	� ��������
��� �����
��� � 
���
��� �
���
	� 
	 Rd 
� ����	 �������� �� �� .���	
�	 ���
�	 ��
�� 
� �����
���
�� � �
�� ��	�
	���� ��������
� 
������ {B(t)}t≥0, B(t) = (B1(t), . . . , Bd(t)) �
�� ���
������
	� 
��
���
�� !/�
����� �	� 0�
�1����� �**�� 
� +�2 ��(

• B(0) = 0�

• B1, . . . , Bd ��� 
	��
�	��	� �	� 
��	�
����� �
���
����� 
���������

• B1(s+ t)− B1(s) ∼ N (0, σ2t) ∀s, t ≥ 0�

• B1 ��� 
	��
�	��	� 
	�����	���

�����
√
x̄2 =

√
σ2t =

√
2D t ������
�	�� �� ��� �3
����� ��
�� �� � 
���
��� ���	� ���

3 �3
� !#
	���
	� �%*+(�

��� �����
��� 	�	�
���
��� ����
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����� 
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�
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�
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	�	�
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�
����� 
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�
���
�	� ��� ����	 ���� ��

�



��� �����	
 ��	�
	
 ����

���
� ������
�� ���
	������ ��
 �	������ �� �� ������� ����
����� 	� ��� ������� ����
	  
���	��������� ���!� ��	 �	������ "
��	��� #� ��	 �	������� �#� ��	
	 �� � �����	 ��������
���� �� ���� �
 ������ "�
����	� 
��"	
�	
 �� � !��	
$���	
 ��������� #%�	
 
	�������������
�% ��	 
��"	
���� �� �

����� �% ����& %�
 	'��"�	& ��	 "�
����	� ���
� �� ���
	���	 ��

%�
� �����	
� �(�� )�	 �	������ �� ���"�	�	
 !�	� ��� "�
����	� ��*	 ���
	���	
 ���� ��	
��
�	 �����	
 �+�� +���	,�	����& ��
	
����
��� ��	" ( �� ���� ��"�
���� !�	� ���
����
������
�� ���
	�������

)�	
	 �
	 �!� ���*	
��� �������� 
	���	� ��	
 �� 
	��
��	 ���� ���
	������& 
�-�����
�����	
 ��
 
	������ �����	
 �����	
 ���
	������ �������� ����
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�
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�% ��	 ���
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� ���"��+��	 $���� ��  
����	�! �������� $� #  	 	�"�# ��� ��� 
��	����! �� ��
��� � ���������( ��  ��, �--.��
/� 	� ����
 �� �	#�		��� �������� #����	��
�,  � �������� $� # 	� �	 �'��  �! ��������	
 �� �� �	#����! �"���
"  	 #
�� *"���  !������� �������	 �"� ��	
��	�� &"� 	 #
�� " 	
�� $� '��� �"�� �� ��!�� �� �$� �� 
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 �������� #����	��
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�
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� ������
� ��� ��

 �� �
��� �	 ������ �������
� �
 ���
����� ��
�����
� ���� �� ��� �
��
����� �� ����� �
 �������� �
 � ������ I = (Ii,j)i=1,...,M ; j=1,...,N �
����� ���� ����	 Ii,j �����
���
 � �����  ���� 
� � ���	!
�����

��� ����� 	
���
�� ��� ���������
��

"� ����� ��	 �� � �
 �� �������� ���
� �
 ��� � �� ����� 
���������
�� #
� ��������
$������� ��� �� �
�� �
 ������ �
�
�� ������ ����
 
� �
 
�

���� �� ������ #��������
�� 
� �
 � ����
�
�����
� 
� ��� ����� I �
��� ������ 
������
�
 
���� ��������� 
�
� 
����$�� ������
��

� ��
��� ���� ������ �� ����������� �� n × n ������
��

� �
�
n ∈ N = {1, 2, . . .} �
���
�
��
 �
 �� n× n ������

w = (wk,�, � = −p,−p+ 1, . . . , p; k = −p,−p+ 1, . . . , p),

�
� p = �n
2
	� ����� �·	 ���
��
 ��� %

� ������
�� " ���� $������ ����� �
 
������� �	

Inewi,j =

p∑
k=−p

p∑
l=−p

wk,�Ii+k,j+�.

#
� � 
����� � ������� $����� �&��� ������
 wk,l =
1

n·n ��� �
��� �� ���
 �
�'� � �
��
�
����� �������
� ������ � (����� $������� ��
 �
�� �
� )��

��� ����� �
�
� �������
��
���
 ����
�
�����
� �
 ��
�� 
� �
��� �
������
 �
� ��� ���� μ ��� ���  ������� σ2� ���
�
�
�  ������� σ2

n �
 �
������� �	 ��'��� ��� � ����� 
 �� ��� �
����	 �
�������  �������
�
��� ����
�
���� ����� Inew �
 
������� �	 
������

Inewi,j = μ̂+
σ̂2 − σ̂2

n

σ̂2
(Ii,j − μ̂),

����� μ̂ ��� σ̂2 ����� �
 ��� �
����	 �
������� ����  ���� ���  �������� ��
����� ��	� ���
σ̂2
n �
 ��� �
������� �
�
�  �������� *
�� ������
 
� $����
 ��� �� �
��� �� )��
��	 ���

+
���� ,�--.� /������ �0�
����� 
���������
� �
 �
�� �
 ���

��	 ��� ��
��������� ����
�
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���������
� �
 ��

 ������ ������2���
�� ��������� �� ����
������ ����
�
�� �
� ���
������2���
� �
 �������� " �
��
��	 �
�� ����
� ������� �
 
����� � ����
�
�� �
 ��
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����
� ,��
�� �-4-0� ���
 ����
� �
 ��
�� 
� ��� ��
�
���� 
� ��� �����  ����
 �� L
��1����� �� ��
� ����� ��� 
������ ����
�
�� k∗ �
���
�
��
 �
 ���  ���� ����� ������2�

���  ������� 
� �����  ����
 ���
� ��� ��
 � ��� �� ����������� ��� ��
�
���� �
 �� ����
���
 ��
 ���

�
 ���� �� ��
 [1, . . . , k] �� ��� $�
� ���

 ��� [k + 1, . . . , L] �� ��� 
��
��
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�	
�� ��� ���� �������	� k� ��� σ2
B(k) ������ ��� ���������	
�� �
��
���� ���� ��� �����
	

�������	� k∗ �
� �� ����� �� ����
 ��
�

σ2
B(k

∗) = max
1≤k<L

σ2
B(k).

��� ������	�
��
	 ����
�����

��� ���� ��
��
�� ������	�
��
	 ����
����� 
�� ������� 
�� ��	
���� ���� 
 ���������
�	����� S ����� 
	��
 ����
�� ��������� ����	� ��		����� �� 
 ��� A� ����� ����
����� �
�
�� ���� �� ������ ��
		 ������� �� ��	
�
� ��� �����
�� �� 
� ��

�� ��� ��
��	�� ��� ���

���� �� ����	� S(i,j) �� ��� ��������� �	����� S �	
��� ���� ��� ��������� ����	 
� (i, j)�
���� ��� ������� �� A �� S �
� �� �� ��� 
�

A
 S = {(i, j) : S(i,j) ⊂ A}


�� ��� ��	
���� �� A �� S �� 
���� ��

A⊕ S = (Ac 
 S)c,

����� Ac ������� ��� ����	����� �� A� !� A �� ��� ��� �� ����	� �� ������� ��
� 
�� ���
�� ��� 
���� ��
����
����� Ac �� ��� ��� �� ����	� ��� �� "��� #$	
���� 
�� %��

�� &''(�
)�
���� (*� +�
��� ( 
���� 
� ��
��	� ��� ������� #)* 
�� ��	
���� #,* ���� 
 �������
	
��������� �	����� S ���� 
 ��
����� �� � ����	��

-�.�����
	 �������
 �� ��� ��� A �� 
������ �����	 ������	�
��
	 ����
���� 
�� �
�
�� ���� ��� ��� ��
�� ��
�
�����"
���� �� �������� +�� ��
��	�� A �
� �� ������� ����	 

�/�	���� �� ���
����� 0 �/�	���� �� ��� ����� �� �����
		� ��������� 	��� ��
����� ����
��� ����/���� �� ��� ����	� !� ��� �������
 
	
������ 
� ��� ����
��� ��������� �� �
�� ��

�� ���� -�1� #&''�*� ����	� ���� ��� �����
�� �� ������� 
�� ������� ���	� ���������

��� ������ �� ������� 
�� ��	�� �� 
� ��

�� +�
��� ( , ����� 
� ��
��	� �� 
 ��	
���
�/�	�����

+�
��� (2 3�
��	� �� 
� ���
��
	 
�
����
	� ��

� 0 �� ��"� �(4 �� �(4 ����	�� 5

���� ��
����
���� 
�� ) 
���� ������� �� 
 ����	�"�� ���/ ���� 
 ��
����� �� �
����	�� , ����� ��� �/�	���� �� ��� ������ ��
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��� �� ��� �
�� ���������
�	������
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��� ��������	 �
 �����
�� �������

��� ��������	 �
 �����
�� �������

�
��	 ������� ������ ���� �� �� �������� �	 �	 ������ 
�� �	���	�� �����
�� �������� ���
���� �������� ��� �����
�� ����� ���	�
��� ��	 �� ���� ��������	 �	� ���� ��	� !"""#�
$�� (x0, y0) ��	��� ��� �%�&����	���	�
 �������	 �
 � ����
� ��	���� '��	 � ����
� %���
������ R ∈ R2 ��	 �� �������	��� �� ��� 
�

�%�	� � ���� �
 �(�����	�

x = x0 +R cos(α)

y = y0 +R sin(α),

%���� x �	� y ����� ��� ����
� ��������� �������	� �� ��� �	�
� α ∈ [−π, π]� �	 �
���	�����
�������	�����	  ��
�� R2 = (x − x0)

2 + (y − y0)
2� '�� ����� ���	�
��� ���	�
���� ���

(x, y)&����� �� � �����&����	���	�
 ��������� ����� (x0, y0, R)� )�	������� 
�� ���	��
�	 ��� ����
� ��������� ��� ��*�
� %��� � 
���� ������	� ���	������ %���� �� ��
��
����
� ��� ������
 ������	� ������ 
�� ��
��	 ������� I(j), j = 1, . . . , N �	� ��% �������
I(i), i = 1, . . . ,M

∂I(j)

∂x
= 0.5 (I(j + 1)− I(j − 1)) ,

∂I(i)

∂y
= 0.5 (I(i+ 1)− I(i− 1)) .

'�� ������	� ���	����� �� ����	 � 
√

∂I
∂x

2
+ ∂I

∂y

2
�	� ��� ������	� ��������	 � 

180
π

arctan
(
−∂I

∂y
, ∂I
∂x

)
� �	 �*���
� �
 � ������	� ���	����� �	� � ������	� ��������	 �����

�� �����	��� �	 ������ + �������� %��� �	 �*���
� �
 �������� ��������
,	 ����� �� ������ �����
�� �������� � ����
� %��� ������ R �� ���%	 ����	� ���� ��	��&

���� ���	� �	� ��� ���	�� �� ��� �	���������	� ��� ���� �� ��������� 
�� ����
� ��	����� '���
������ ��	 �� �*��	��� �� � ��	�� �
 ����� Rmin ≤ R ≤ Rmax� ��� 
�� �	���	�� �������	
�	� ���� ��	 �!"""#�

������ +- .*���
� �
 ��� &���
� ����� �
�
�# �	� ��������	��	� ������	� ���&
	������ �����
� 
�
�# �� %�

 �� ��������	� �����
� �����# �	� ��� ����
� �
 ���
������
� ��������	 �
������� ������#�

/
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���	�
�����	� �� ������ ������� ����� ����
	
��
� �
�	
 ��
 ������
���� �� �

 ������� ��������	�� �������� 	����	�
� �� �
�� �����
�
�	
����
� B(Rd) �
���
� �

 ������ �� ��� ���
� �
�� �� Rd ��� B0(R

d) �
�
�� �� �


������ �� ��� �����
� ���
� �
�� �� Rd� �

 d����
������� �
�
���
 �
����
 νd �� ��
�
��  ������� �
��
���	 ����
���
��

��� ����� 	
���
����

!����� ������� ����� ���	
��
� ���"��
 ���

����	�� ���
�� ��� ��#
	�� �������� ����
������
� �� �

 ����
 �� �� ���	
� ����� ���	
�� ���
�� 	�� �
 ��
� �� 	
���	�
��$

�

 ������� ������
�
�� �� ����� ����
��� ������� ���� �

 ��#
	�� �� ���
�
�� ��� ���
	��������
 �� ���"��� �����
�� �� ��"
��
 �
��� ��� ��� ������	
 

�
� �� ���
���� �	�
�	
�
����� ���	
��
� 	�� �
 ���
���
�
� 
��

� �� ������ �
�� �� ���	�
�
 ������ �� �� ������
	������� �
����
� %&����� 
� ���� '(()� �� (( *�+�

��������� �	
 %����� ���	
��+	 , �
 �
�	
 X = {Xi}i∈N �� ������ "
	����
Xi : Ω → Rd ∪ {∞} �� ���
 ����������� ���	
 (Ω,A,P) �� 	���
� � ����� �����		 ��

X(B) = h0(X ∩ B) < ∞ ∀ B ∈ B0(R
d),

�

�
 X(B) ��"
� �

 ����
� �� ������ �� �

 ���	
�� �� �

 �
� B� -�

P(Xi �= Xj) = 1 ∀ i, j ≥ 1, i �= j,

X �� 	���
� � 	�
��� ����� ���	
���

�
� N �
���
 �

 ������ �� ��� ��	���� ����
 	������� �
����
� x ��� N �
 �

 ������

�� σ����
��� �� N ��	
 �
�� �

 ������� x �→ x(B) �� (N ,B(R))��
�������
 ��� 
"
��
�����
� �
� B ∈ B(Rd)� �

�� � ����� ���	
�� X �� � �
�������
 ������� �� � �����
������� ���	
 (Ω,A,P) ���� (N,N ) ��� �
�
���
� � ������������ PX �� X �� (N,N )�
.���
 �
����� X 	�� �
 �

� �� � ������ 	
��	
 �� � �
 �
�	
 x ∈ N �� ������ �� Rd�

�

 
/�
	������ �� � ����� ���	
�� �� 	���
� �

 ���
����� �
����
 ��� �� �
��
� ��
��������

��������� �	� %-��
����� �
����
+	 , �
����
 Λ : B(Rd) → [0,∞) �� 	���
� �

 �����	���


�
	��� �� � ����� ���	
�� X ��

Λ(B) = E[X(B)] =

∫
N

x(B)PX(dx) ∀B ∈ B(Rd).

�
�	
����
� �

 ���
����� �
����
 �� �����
� �� �
 ��	���� ����
� 0���

����
� �


����������� ������������ �� � ����� ���	
�� PX �� �

 ����� ���	
�� X ���
�� �� 

�
 �����
�
�� �
 ���������� ��� ��������	�

(



��� ����� 	
���
����

��������� �	
 ��
�
������
��	 � ����
 ����
�� X �� ����
	 ���������� �� ��	������ 
����

�����
����� ��
PX(A) = PX(A−x) ∀A ∈ N , ∀x ∈ Rd

��� Ax = {x ∈ N : x−x ∈ A} ��� A ∈ N � ��
�
 x−x 	
��

� 
�
 ���	�� �
��
��
 ��
����
� x 
������

	 �� 
�
 �
�
�� x�

��������� �	� � ��
�����	 � ����
 ����
�� X �� ����
	 ��������� �� �������� ��	������ ��

PX(A) = PX(δA) ∀A ∈ N ,

��� 
�
�� ��
�
��� δ : Rd → Rd �����	 
�
 ���!�� ��	 δA = {x ∈ N : δ−1x ∈ A} ���
A ∈ N �

"�� �
�
������ ����
 ����
��
� �
 ��
��� 
�
 ��������! �
���
 ����� ���� 	
��
� 
�


#�
�

	 ����
� �� ����
� �� X �
� ���
 ��
��

����
�� ��� ��������� �	�	 ��� X �� � ���������� ����� ������� �� Rd ���

B ∈ B0(R
d)� ����

E[X(B)] = λνd(B)

��� ���� �������� λ ∈ [0,∞)� λ �� ��

�� ��� ��

���
� �� ��� ����� ������� X�

 
 ��� �
 ��
��� 
� ���	�
��� �� � ����
 �� X ����! �
 � �#
	 ����
��� ��
� �
�	���!
����� ����
�
�
��  � ��	
� 
� ���
�� ���� 
���
 ����
� �� � �
�
������ ����
 ����
�� X
�����! � �
�
��� ����� ������

���
�� A ∈ N � 
�
 $��� 	��
����
��� Po �
 � 
������ ����
 o
�� X ��� �
 ��
	�

��������� �	� �$��� 	��
����
����	 %

 X �
 � �
�
������ ����
 ����
�� ��
� ��

���
�
λ ∈ (0,∞)� &�
� 
�
 ��
� �������
���� Po �� 	
��
	 �� (N,N ) ��

Po(A) =

∫ ∑
x∈x∩B

I(x−x ∈ A)PX(dx)

λνd(B)
∀ A ∈ N

��� ����
���� B ∈ B(Rd) ��
� νd(B) > 0� ��
�
 I(·) �� 
�
 ��	���
�� ����
����

'�
 �� 
�
 ���
 �����
��
 �
�
������ ����
 ����
��
� �� 
�
 ����!
�
��� $������
����
�� ����� ��	
���
� ���� �
�
� ����
 ����
��
� ��	 ��

� �
��
� �� � �
�
�
��
 ��	
�
��
� �����


�� ���	���� 	��
����

	 ����
��

��������� �	� �$������ ����
���	 X �� ����
	 � ������� ������� �� �
 ��
���
� 
�
 ��������!
����
�
�
��

��� X(B) �� $������ 	��
����

	 ��
� �
�� Λ(B) ��� ��� B ∈ B0(R
d)

����  � B1, . . . , Bk ∈ B(Rd)� Bi ∩ Bj = ∅, i, j ≥ 1, i �= j� 
�
� X(B1), . . . , X(Bk) ��

��	
�
�	
�
 ��� ����
���� k ∈ N�

 � 
�
 $������ ����
�� X �� �
�
������ 
�
� Λ(B) = λνd(B) ���	� �����	��! 
� &�
��
�
��� ��	 �
 �� ����
	 
�
 ���������
� ������� ������� ��
� ��

���
� λ ∈ [0,∞)�

�(



��� ������	 
����
�
�����
�

��� ������	 
����
�
�����
�

���
� ����� ����
��� ��
 �����
� ���� ���

 ������� 
����
�
�	 ��������	 ������ �� �������

����
��� ���� �� ���
��
���� �
��

� ��
 ������� 
����
�
� ����
��� ��� �
����� ����
����

�� ���
� �� 
����
�
���
 ��
 ������
�
�� �� ������� ������	 ���
����� �� ������

 r 
��
�
 ��
��  ��� �

���� �������

� ��
 ������	 
����
�
�����
� 
�����
�
� �� ���� ���!

�������� ���������	 ��� ��������
 ����� ���

��
� ���� ���
����	 λ > 0�

����� ����	
���
� ������	
���	���

 �
 ���
����	 �
����
 Λ(B) = E[X(B)] �� �� 
"����
 �� #���$���
� 
����
�
�����
�� %�$
���
� #���$���
� 
����
�
�����
 �� ��
 
���	 ���

 ���
���� F : [0,∞) −→ [0, 1]� ���
�
���
� ��
 ������������ �� ��
 ������

 ���� �� ��������	 ����� x ∈ Rd �� ��
 �
��
�� �����

�� X� &�����
���� ��
 ����������	 ���� � ���� b(x, r) 

��
�
� �� �� ��������	 ����� x ∈ Rd

���� ������ r ��
� ��� 
������ ��	 ����� �� X� � 
��������
 ������������ �� � ���
���� ��
������ r 
�� �
 ������
�

F (r) = 1− P(X(b(x, r)) = 0) ∀r ≥ 0.

 �
 ������������ �� ��
 ������

 ���� � �	��
�� ����� o �� X �� ��� �
��
�� �
������

�� X �� ��������
� �	 ��
 �
��
�� �
������ ������

 ������������ G : [0,∞) −→ [0, 1]�
G(r) �� �
#�
� ����� ��
 �
���� ���� ��
 ������

 �� �����
� ���� r �� ��� ���	 �� ��
�
 ��
�� �
��� ��
 ���
� ����� �� � ���� ���� ������ r 

��
�
� ������ o ���
� ���� ��
�
 �� �
����� �� o�

G(r) = Po(x ∈ N : x(b(o, r)) > 1) = 1− Po(x ∈ N : x(b(o, r)) = 1) ∀r ≥ 0.

����� �
����
���
� ������	
���	���

% 
����� �

���$���
� 
����
�
�����
 �� '���
	(� )$���
���� K : [0,∞) → [0,∞] ����
!���� �� ��
 �

��� �
��

� ���
�� ���
�����  �
�
���
� λK(r) ���
� ��
 
"�

�
�
����
� �� ������ ������ � ���� b(o, r) 

��
�
� �� � �	��
�� ����� o �� X ���� ������ r
������� 
������� o ���
��� �� 
"��
�����

K(r) =
1

λ
Eo[X(b(o, r) \ {o})] = 1

λ

∫
N

x(b(o, r) \ {o})�o(dx) ∀r ≥ 0.

% ������

 ����������� �������������� �� ��
 )$���
����� �� ���
� �	 ��
 L$���
����
L : [0,∞) → [0,∞) �
#�
� ��

L(r) =

√
K(r)

π
∀ r ≥ 0.

 �
 ����$
���
������ ���
���� g : [0,∞) −→ [0,∞] �� � ��������
� ��������� �� ��


�
�������
 �� ��
 K$���
���� ���
� �	

g(r) =
dK(r)
dr

hd−1(∂b(o, r))
,

**



��� ������	 
����
�
�����
�

��
�
 hd−1 �������
� ��
 �����

 �� � ���� b(o, r)� �
�

� ��� d = 2� h1 ���
� ��
 �
���� ��
��
 �
���
�
� �� ��
 
��
�
 b(o, r)�

����� ����	
��
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������
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�
���
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�� �� � ����
�����
�� ��
 �
����
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�� �
 �� 
� ���� �
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����
�
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�
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����
���� ���
����� �� �������

� �� "�#��� $�%&%'� �� �����
����� ��
 
����
���� ���
�
���� c : [0,∞) −→ [0, 1] �
�� ��
 ����
� �� ���
��
� �����
�� �� � ���� b(o, r) �� �
����������
�� ��
 ��
��
��
�� ����
� �� �������
 �����
��� (
� ne(o) = X ∩ (b(o, r) \ {o})� ��
�

c(r) =

∫
N

co,r�o(dx) ∀r ≥ 0

��
�


co,r =

∑
x,y∈ne(o) x(b(o, r) ∩ b(x, ‖x− y‖) \ {o})

1
2
(δ(o)2 − δ(o))

· I(δ(o) > 2)

���

δ(o) = x(b(o, r) \ {o}).
)� #������ �
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D = 2

√
1

2n2
k

∑
x∈Ck

∑
y∈Ck

‖x− y‖2,
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M(r) = E(Dr) ∀r ≥ 0
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Dr = 2

√
1

2n2
r,k

∑
x∈Cr,k

∑
y∈Cr,k

‖x− y‖2
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Point process: r = 0, 344 clusters Geometric graph: r = 20, 71 clusters Geometric graph: r = 40, 12 clusters
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