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1. NJOXGOT oM V}OXGKRAFTER
1.1 j_nl_eg_nin_g_

P3a senare tid har det blivit alltmer aktuellt att uppféra anldggningar i
omraden som Ar utsatta f6r kraftig sj6. Renvattenledningar till skér-
gdrdsdar, avloppstuber pa oskyddade kuststrickor, fasta utsjofyrar,
gasledningar fran oljefdlten i Nordsjén och borr- och produktionsplatt-
formar f6r olja eller gas krédver alla en stérre kdnnedom om vagkraf-
ter 4n vad man tidigare behdvt kréva, eftersom vagkrafterna ofta blir

av avgdrande betydelse vid dimensioneringen av sédana anlédggningar.

Mé&lsédttningen med denna skrift har varit, dels att ge en teoretiskt
bittre bakgrund till avsnittet om Véagbrytare i Reinius: "'Hamnar

och farleder" [1] och avsnittet om Vigkrafter i Cederwall: '"Vagor' [2]
dels att ge de teknologer som lédst fortséttningskursen i vattenbyggnad
fér V4 bittre forutsitiningar att ge sig i kast med berdkning av vag-
krafter inom havstekniken (Offshoretekniken, off shore == utanfér
kusten). Det dr min fé6rhoppning att dven praktiskt verksamma ingen-

jorer skall ha nytta av skriften.

Skriften behandlar endast krafter frén icke brytande vagor mot kajer

och frist8ende konstruktioner. Flexibla konstruktioners respons pé
oregelbundna vigor berdrs inte alls. For sddana problem se t. ex.
ref [37] och [38] .

1.2~ Metoder for att berékna vigkrafter,

Det finns tvd principiellt olika metoder att beridkna vagkrafter mot
anldggningar i havet, ndmligen dels en metod dir man tittar pa
konstruktionen som helhet och med hjdlp av empiriska koefficienter
beridknar den totala vdgkraften, dels en metod ;iéir man analytiskt
bestimmer tryckférdelningen kring konstruktionen och sedan genom

att integrera trycken bestdmmer totalkraften.

Den f6rra metoden enligt Morison m. fl. [3] anvédnds med fordel for
att berdkna vigkrafter mot konstruktioner i havet med maéttlig ut-

strickning i horisontalplanet, t.ex. pelare pd borrplattfermar, kas-



sunfyrar, mindre oljelagringstorn, rérledningar. Enligt metoden
berédknas krafterna pa hela konstruktionen utgﬁende fran hastigheter,
accelerationer och tryck i en opaverkad vig i en ténkt vertikal i
centrum pa platsen fé6r konstruktionen. Eftersom man da inte tar
hinsyn till hastighetsskillnaderna i vagens fortplantningsriktning,
bér konstruktionens diameter (O) inte vara fér stor i.fﬁrhéllande
till vagldngden (L). For berdkning av krafter kridvs tillgdng pa
empiriska koefficienter. Enligt [4j bér® =< 0,2 L. om metoden

skall kunna tillimpas. Se vidare kapitel 6. 5. (sid. 55).

Den senare metoden anvinds allmént f6r att berékna tryck pa grund
av vagor som reflekteras mot en vertikal kaj med lng utstrick-
ning. Se kap. 4. Camy och Fuchs [5 ] har utvecklat denna metod
fér att berdkna trycken mot stdende cirkuldra eller elliptiska cy-
lindrar. De tar hinsyn till reflexion mot konstruktionen och radi-
ell spridning av de reflekterade vdgorna. Berikningarna resulterar
i besselfunktioner, men om diametern (§ &r stérre &n 1/5 av vig-
lingden ger dessa berdkningar noggrannare och ldgre virden pa

den maximala vigkraften. Dessutom erhalles dven vaghdjder kring

och tryck mot konstruktionens olika delar. Se vidare kap. 5.

1.3 Grunden for vagkraftsberdkningen.

En grundférutsittning f6r att kunna berdkna vagkrafter &r att man
kan matematiskt beskriva hastigheter, accelerationer och tryck-
férdelning i en vdg. Detta géller vare sig man anvinder Morisons
metod eller Camy och Fuchs”®. Genom att betrakta en vigrérelse
' som potentialstrémning (kap. 4.5 i hydraulikkompendiet [8]) kan
alla hastigheter, tryck och accelerationer i en vagrérelse beskrivas
med hjdlp av en enda potentialfunktion och dess derivator. I kap. 2
nedan skall vi géra en snabbrepétition av potentialstrdmningsteorin
och i kap. 3 skall vi tillimpa den pd en vagrdrelse. I kap. 4, 5 och
6 skall vi sedan utnyttja resultaten for att bestdmma vigkrafter en-

ligt de inledningsvis skisserade mefoderna.



2. - POTENTIALSTROMNING

2.1 Navier och Stokes” rdrelseekvation

Navier och Stokes” roérelseekvation f6r en inkompressibel vitska ly-

der for tvaddimensionell strémning (se hydraulikkompendiet kap. 4 [8?).

fary

52
ou ou ou _ oh 8p 9%u
ot tUox TWoer T -8y T 5Bx T g%? 4

2 2

ow ow ow oh 1 9p B | 9w 0" w
5ok TV Ber o st | o2 T e (201)
ox oz
dir t &r tiden
x och z rumskoordinater
u och w hastigheterna i x respektive z-led
g jordaccelerationen
h en koordinat i negativ g-riktning, dvs h positiv uppat
p vétskans tédthet
D vitskans dynamiska viskositet
2.2 Kontinuitetsekvationen
- T Az
\ AyAz pu - E s T (pu+%(§%‘i) Ax)Ay- Az
At
y Ax By
= X
Figur 2.1 Infinitesimal kontinuité’csbetraktelse.

Betrakta ett litet volymselement av ett fléde med tidtheten p i ett
koordinatsystein (x, y, z) med motsvarande hastighetskomponenter
(u, v, w). Av figur 2.1 framgar att det resulterande inflddet av

massa kan skrivas



~EE?)+8£W’+8£“]zm@¢z co.(2.2)

Men detta massinfldde méaste ju enligt principen om massans konstans
vara lika med Skningen per tidsenhet av massan i volymselementet
AxAyAz, dvs '

f0(pu) | 3(pv), 8(pw) - 9p
....;L el AxAyDz = 55 AxAyAz ... (2.3)

vilket kan skrivas

dp ou , ov , ow

Om vitskan dr inkompressibel inses att dp/dt = 0, dvs att densiteten
hos en viss bestdmd vitskemassa inte férédndras under dess forflytt-
ning. Observera ddremot att olika delar av vitskan kan ha olika
densitet t ex pa grund av; varierande salthalt. Detta leder till konti-
nuitetsvillkoren £6r tredimensionell respektive tvadimensionell

stromning.

ou , ov , Ow _

2.3 Rotationsfri strémning

Ett vitskeelements rotation kring sin tyngdpunkt uttryckes som funk-
tion av hastighetskomponenternas gfadient i x-, y- och z-led. For
det tvadimensionella fall som skisserats i figur 2.2 finner vi att

hastighetsdifferenserna strivar att deformera elementet. Samtidigt

roterar snitten a - a och b - b moturs per tidsenhet vinklarna
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Figur 2.2
vitskeelement.

Rotationen,
som medelvirdet av de tva vinkelhastigheterna ovan, dvs

(7)) _1 ov  du
z 2 \ox Oy

wWx ochw y erhélles p& liknande sitt till
Wy - 1 {ow Ov
2 \9y "~ oz
w. . 1(ou ow
Y 919z " ox

Strémningen ségs vara rotationsfri eller irrotationell om

ow _ ov
9y Oz
du _ ow
d9z 0x
ov ou

W

Rotation och deformation av ett litet infinitesimalt

.(2.6)

wz, av elementet per tidgsenhet kring z-axeln definieras

..(2.10)



Aven om strdmningen &r rotationsfri kan vitskeelementet undergé

stora deformationer.

2.4 Hastighetspotentialen fér tvadimensionell strémning

Under vilka forutsidttningar existerar en kontinuerlig och deriverbar

funktion ¢ (x, z, t) sddan att

* L (2.11)
w= 08
zZ

Ovanstiende innebdr att gradienten till ¢ i varje punkt skall beskriva
ett flodes hastighetsvektor. Funktionen ¢ brukar dérfér kallas has-

tighetspotentialen.

Om strémningen dr rotationsfri géller enligt ekvation (2.10)

och sdledes att

au . 82 V: aw = e 82 (2 12)
Oz z 0x  Ox 0x %z cece

dvs att de blandade andraderivatorna dr lika, vilket i sin tur innebdr

att ¢ &r kontinuerlig och deriverbar med avseende pad x och z.

Funktionen ¢'existerar sdledes om stromningen &r rotationsfri,och

rotationsfri strémning kan dérfér ocksa kallas potentialstrédmning.

Vidare giller f6r en inkompressibel vitska enligt ekvation (2. 5) kon-

tinuitetsvillkoret

2 2, ‘
0 g’_ + _a__g = (0 eller A¢ =0 ‘. e (2., 13)
Ox oz



Rotationsfri strémning hos en inkompressibel vitska beskrivs sdledes
av differentialekvationen (2.13), som &r av andra ordningen och d&drfér

kridver tvd randvillkor fér en fullstdndig 18sning. En vagrérelse med

konstant frekvens kan med god noggrannhet behandlas som potential-

. v o oo
strémning, varvid 18sningens avvikelse fran den fysiska vagrorel-

sen bl.a. beror pa de approximationer, som gors i randvillkoren.

Samtidigt bor pipekas att naturlig sj6 bestdr av ménga vagor med

olika frekvens och amplitud.

2.5 Bernoullis ekvation fér potentialstrémning,:

For potentialstrémning dvs rotationsfri strémning hos en inkompressibel

vitska, gédller Navier och Stokes  rérelseekvationer (2.1). Om man
f8r det tvAdimensionella fallet f6r in villkoret f6r rotationsfri strém-

ning 9u/dz = 0w /0x, ekv. (2.10), erh8lles

du  du , [ dw" oh  19p , D (0%u /07w
+u -} W b= L - — 4 = ( - )
ot Tox T Wox )" Eox T T b \9z0x
) N A (2.14)
dw /81?\4_ bw ___oh _10p " (524 \’;+ 52w
CEEY A PR PR — 07/ o2

u och w dr bada kontinuerliga och deriverbara och s8ledes ar

82/8}{82 = az/azdx. Om samtidigt u du/8x = 9/0x (=1— uz) inféres er-

2
hélles

Ju, 0 ,u” , w P _ 9 ,0u , dw
gt Gt o e = Lo g+ 5
....... (2.15)
2 2
du, 8 u° w D 8 u | ow
wte et Tty el G g Ty

Men kontinuitetsvillkoret (2. 5) lyder du/ox+8w/8z = 0, varfér hoger-
ledet i ekvation (2. 15) dr identiskt lika med noll fér en kontinuerlig
inkompressibel vitska. Vi infér nu hastighetspotentialen ¢ enligt de-

finitionen (2. 11) vilken ger, om ¢ &r kontinuerlig i tiden,t ,
bu _ o 04, . 024 32?
at ~ 9t ‘" ox’/ T dtox T Oxot

2 2
Ow _ 8 o, _ 9% _ ¢
ot W(“B‘g)”“ataz”‘ézat




och insatt i ekvation (2. 15) erh8lles sedan hastighetspotentialen efter

integrering med avseende pa x respektive z

9 u2 Wz P ,
'"§?L+"2"+“2“+p +gh= £, (t, 2)

%é+u2+wz+up—+ h = f(t,x)
TRt R T T o, ren T ohiLx

Men ekvationerna (2. 17) maste vara satisfierade samtidigt f6r alla
punkter (x, z) i flédet, varfor

t,z) = £, (t,x)=£(t) .. (2.18)

£ 2

1 (
och en enda ekvation erhdlles ndmligen Bernoullis ekvation f8r en
inkompressibel vitska vid rotationsfri,tvadimensionell strémning.
d uz Wz p

2 T N {1 PP (2.19)
Funktionen f(t) ovan dr f6r vissa strémningsfall identiskt lika med noll.
Detta géller naturligtvis for stationér strémning eftersom da alla stor-
heter i flédet &4r oberoende av tiden. Enligt Nagai [10} géller detta dven
fér fortskridande vagor, medan man f6r stdende vigor gér denna app-

roximation f6r vagor med liten amplitud.

Det &r just med hjdlp av ekvation (2.19) vi enkelt kan erhélla trycket,
p, i varje punkt i en vadgrérelse, om vi lyckas bestdmma utseendet
hos hastighetspotentialen, ¢. Den totala tryckkraften mot ett f&remal
i vattnet erhélles sedan genom att integrera trycken &ver foremélets
yta. Hastighetspotentialen ¢ i sin tur erhélles som tidigare ndmnts
""ge’nom att 16sa Laplace differentialekvation A¢d = 0, ekv (2.13), med
tilldmpliga randvillkor.



3. VAGRORELSENS TEORI

3.1 Laplace differentialekvation

I féreglende kapitel har vi funnit att om en vigrérelse i en vatten-
massa kan betraktas som potentialstrémning, kan vi bestdmma vag-
rorelsens egenskaper genom att 16sa Laplace differentialekvation
A¢ = 0, dir ¢ &r den s8 kallade hastighetspotentialen. Ur ¢ kan
sedan erhallas till exempel hastigheterna i vertikal- och horison-

talled och trycken i vattenmassan.

Laplace” differentialekvation, A¢ =0, och Poissons, A¢ = f(x,y) féorekommer
vid berdkning av flode av virme, ljud och ljus, i elektricitetsldran och i
byggnadsmekaniken, I hydrauliken har vi till exempel tidigare papekat lik-
heten mellan den elektriska strdombilden i en tunn metallfolie och den hyd-
rauliska strombilden i en grundvattenstrom. FOr potentialstrémning i en
vattenmassa har vi nu funnit att Laplace ekvation Ag = 0 dven beskriver icke
stationédra forlopp, eftersom ingta villkor om stationédra férhallanden inférts

i hdrledningen av ekvationen (2.13).

Losningen till Laplace” och Poissons ekvationer kan'ges i form av harmo-
niska funktioner. For en kvadratisk fritt upplagd platta med sidldngden L
erhalles till exempel nedb&jningen W on (x,y) som en fouierserie ur ekv Aw =
= p(x,y), dér p(x,y) &r lasten.

© 0

= 1 -'_E o 3 Z
Won Am‘n sin mr g -sinnze L. (3.1)

Ar ddremot t ex sidorna x = 0, x = L, fast inspénda gérs Levys an-

sats
60 o]
- - '“T{; . E ) 3%
ngl; - é;... o (Arnn sinh m 7 T, + an cosh m7 T )
m=0 n=1
; g
sinnz ¢ (3.2)

Det dr tydligt att de olika randvillkoren f6r momentet w''(0,y) =
w'([L,y)=01idetforsta fallet och f&r lutningen w’(0,y) = w'(L,y)=0 i det

- gsenare fallet har stor betydelse for 16sningens uppbyggnad.



BeHein

10.

P4 liknande sitt 4r det ansatsen av randvillkoren till ekvationen Ag = 0 i

vattenytan till en vattenmassa som bestdmmer utseendet pd 18sningen.

Beroende pé hur noggrant man viljer dessa randvillkor brukar man tala
om vagor med liten eller stor amplitud i férhéllande till vattendjupet. Det
visar sig ndmligen att enkla randvillkor ger en 18sning som vil beskriver
vagor med liten amplitud i denna mening. F&r hégre och brantare vigor
tvingas man didremot ibland att ta till randvillkor som korrektare beskri-

ver de verkliga randvillkoren,

Teorin f6r vAdgor med liten amplitud.i f6rhéllande till vattendjupet &r trots
férenklingarna mycket anvidndbar och ger tillridcklig noggrannhet f6r ménga

praktiska tilldmpningar,

3.2 Randvillkor

Z . L = 2.7;‘/!{»—}
| nx,t) | MWL
TP N\ fh=2a /
/ | \/ \\w i
h i
LA,

/ - %

z 7, SIS S SIS .

Fig. 3:1 En vag

Ett uppenbart randvillkor dr att den vertikala hastigheten vid bottnen skall

vara noll, dvs

3¢ _

wo.p 0 =% gﬁz;‘h © (3.3)

Ett annat randvillkor erhdlles ur Bernoullis ekvation (2.19). Om vi bortser
frén vindkrafter i vattenytan, z = 7 kan vi sétta trycket i denna konstant

lika med atmosfdrstrycket, som &r vart referenstryck, dvs

vilket i Bernoullis ekvation f6r z =? geyr



11.

-g—?+ s rwiegn =t (3. 5)
Nu har vi tva randvillkor, vilket borde vara tillrdckligt f6r att 16sa en
andra ordningens differentialekvation, men randvillkoret (3.5) dr tyvdrr
inte fullstindigi, eftersom det innehdller vattenytans niva 1. som &r en
okidnd funktion av x och t. Vi méste allts& antaga nagot om vagrdrelsens
karaktir., For en stdende vdg med liten amplitud i férhallande till vatten-
djupet kan man iakttaga att sinuskurvan &r en bra approximation av vag-

rorelsen i tid och rum.

v]=asinkx-sin0"t ..... (3.6)

En vag enligt ekvation (3. 6) d&r uppritad i figur 3.1, Av ekvationen (3. 6)

féljer att vertikala hastigheten i vattenytan méaste vara

on /ot = w = -8¢/0z . (3.7)

z=¢f]
och vi ser att vi nu har tre randvillkor ndmligen (3.3), (3.5) och (3. 6). "

Dessa méste vara kompatibla eftersom endast tvd RV behovdes for att

16sa ekvation A@ =0,

Nedan kommer vi att se _att de konstanter som finns inbakade i randvillkoren

(3.5) och (3. 6) maste std i ett visst férhallande till varandra (ekv. (3.26)
kapitel 3.3) om béda dessa randvillkor samtidigt skall vara uppfyllda.

I teorin fér vagor med liten amplitud brukar man dels férsumma f(t) och
kvadraterna av hastigheterna i Bernoullis ekvation dels ansitta randvillko-
ren (3.5) och (3.7) i lugnvattenytan z = 0 1 stdllet f6r i vattenytan z = )3 .

For fortskridande vagor dr f(t) alltid noll,

I noggrannare l6sningar tar man hdnsyn till hastighetshdjden, att randvillko-
ren skall anséttas i vattenytan, vindkrafter i vattenytan, f(t) # 0 (f6r stdende

vagor), att vigformen inte &r sinusoidal etc.

For vagor med liten amplitud har vi d8 sammanfattningsvis f6éljande for-

enklade randvillkor.



Den vertikala hastigheten vid bottnen

_n . 08 :
WZ:_h—D* -—8—'2— e (33)
z=-h

Den vertikala hastigheten i medelvattenytan erhélles ur ekv. (3.7) till

_av?— 3 . :_g_é 38
szo-—gt——a(rsmkx cos gt 2.0 (3.8)

Forenklingarna i Bernoullis ekvation (3.5) ger

0¢ -
= =

g e (3.9)
z=0 ? '

12.

Ovning 3 a: Hur lyder de randvillkor som svarar mot ekvationerna (3.8) och

(3.9) om randvillkoren ansitts for z = 7 ?

3.3 Ldsningen f6r en stdende vag

Vi stker nu 18sningen till ekvationen A¢ = 0. Randvillkoret f6r hastig-
heten i vattenytan lyder f6r en st8ende vig ~8¢/BZ:-WZ:O= ag sinkx: cosg
For en sadan v&grérelse borde man kunna vénta sig en 16sning, som be-
stdr av en produkt av faktorer, som var och en endast beror av en varia-

bel. En s8dan produktldsning kan anséttas som

¢ =xX(x) Z(z)T(t) . (3.10)

Det dr littare att finna en sddan 18sning &n att direkt férsdka finna en
som har formen ¢ = f(x,t,z) eller ¢ = f(kx - Tt, z). Vi kommer i avsnitt
3.4 att visa hur man genom att addera 18sningar av typen (3.10)erh8ller

l6sningen f&r en fortskridande vig.
Ekvation (3. 10)ger insatt i Ag = 0
Ad = X''(x)Z(z)T(t) + X(x)Z'"(2)T(t) =0 ... (3. 11)

eller om T (t), X(x) och Z(z) # 0

t.



13.

T 1
X Z _ 2 | (3.12)

dir ky &r ett godtyckllgt reejlt tal.
Observera att tecknet pa k1 viljes s8 att ekvationer i X ger en sinus-

eller cosinusformad 18sning, eftersom vagrdrelsen antas vara periodisk

i x-led. Ekvationen (3,12) ger nu differentialekvationerna

X”+k12X 0

N
-
N
0
ew]

vilka har l6sningarna

1

X = A - cos klx + B sin klx

resp. (3. 14)
Z = C cosh klz + D sinh klz

L.8sningen (3.10)kan di skrivas

¢ = (A cos klx + B sin klx)(C cosh klz +

..... (3.15)
+ D ginh k ) T(t)

Randvillkoret (3.8) for hastigheten i vattenytan ger é “ﬁ‘“ = &'Qa- Sl X - mi&&,}

at sin kx cost = - kl(A cos klx + B sin klx)
(C sinh kl 0 + D cosh klo) < T(t)

Eftersom cosh 0 = 1 och sinh 0 = 0 erhdlles genom att jimféra hdger och

vinster led

T(t) = cos O™t
A =20, k1=k och om B=1
D=- a0/k

Randvillkoret (3.3) f6r hastigheten vid bottnen ger nu



14,

0 = -k sink x (C sinh (-kh) - %cosh (-kh) ) - cos Tt
L (3.17)
och saledes
_adg- cosh (-kh) _ag
C = K sinh (KR -k coth (-kh) e (3.20)
Slutligen far vi d& hastighetspotentialen genom inséttning i (3. 10)
a0l : . :
@ = - [coth (-kh) * cosh kz - sinh k;] sink x cos Tt
..... (3.21)
Denna formel kan med hyperbolisk trigonometri x) omformas till
_ a0 coshk (z+h) 9
Q= - © Sioh&h sin k x cos g-t @jj’ (3.22)

Om vagor upptridder i ett omra8de med mycket djupt vatten relativt .

véaglangden, h° L, kan hastighetspotentialen fér den stéende

vagen approximeras med

B

(25=—%{—(Ze kz sink x - cos 't . (3.24)

o

S&dana vagor kallas 4ven korta
Vill vi samtidigt uppfylla &ven
randvillkoret (3.9) 8@ / 0, - ¢ * gv erhilles ur detta och (3.22)

llis ekvation enligt det férenklade

aG"g cosh kh _ .
Kk sinhkh 82 e (3.25)
dvs
an
g-»z = gk tanh kh eller g =kh-tanh kh (3.26)
x) gsinh (-a) ==sinh a; cosh (-a) = cosha

sinh a - sinh b = 1/2 [cosh (a+b) - cosh (a»b)]
cosha - coshb=1/2 [_cosh (a+b) + cosh (aeb)j



Hastighetspotentialen (3.22) kan d& for en stdende vag skrivas

G = - g(f'a ggzg léh(erh) gsin kx cosgt  ..... (3.27)

Detta dr kanske den vanligaste skrivningen av hastighetspotentialen

och vi kommer genomgiende att anvinda ekvation (3.27).

Observera att om vi endast féreskrivit att vagrérelsen skulle vara periodisk

med vagtalet k skulle vi fatt oéndligt manga 1dsningar av formen

¢=Ancoshnk(z+h) sin nkxcos €t, n=1, 2, 3 ......

Med hjidlp av fou_rierkoefficienterna An kan man beskriva en mycket kompli-
cerad vAgroérelse, men detta utvidgar i och fér sig inte teorin till att gélla
f6r vAgor med stor amplitud eftersom approximationerna i randvillkoren

kvarstar oférindrade.

Genom att utveckla uttrycken for randvillkoren i Taylor-serier kring z=0
kan man ddremot hitta en 18sning som satisfierar randvillkoren (3.5) och
(3.7) for z = ?'? . Resultatet far en form liknande den ovanstaende fourier-
serien, men koefficienterna erhélls genom att successivt f6rbéttra rand-
villkoren med hjdlp av de funna l6sningarna. Antalet sinustermer, n, il6s-
ningen brukar ge namn till vagteorin. En 16sning med n = 3 kallas t ex tred-

je ordningens vagteori enligt Stokes. Se t ex Rundgren [1 1] eller Wiegel i:21:§ .

Ovning 3b: Bestdm motsvarande hastighetspotential f6r den stdende

vigen om randvillkor enligt évning 3a anvéndes.
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3.4 Fertskridande vagor

Vattenytan for en fortskridande vag kan beskrivas med en funktion
V) (x, t) =f(kx - §t). En viss

=~y
rd ~

Fig. 3.2 En vagrérelse D =f(kx - g°t)

vid tva olika tidpunkter t, ocht,

tl?t

o

vagform kommer dé att férflytta sig med hastigheten 0-/ k i positiv
x-led. @& /k bendmnes fashastigheten.

Speciellt kan vi ansétta en sinusformad fortskridande vag

D=a-sin(kx~5‘t)

..... (3.28)
Denna vag kan ocksd erhillas genom att addera tva fasférskjutna
stdende vagor t. ex.
D =a(sinkx - cos 6t -cos kx singt)  ..... (3.29)

Hastighetspotentialen fér den fortskridande vagen (3.28) eller (3.29)
erhalles d& ur (3.27) till

¢ = g@‘? Cé)fshhkk§12+h) cos (kx - &7t (\@g’%’:‘?ﬁﬂi (3.30)

Hir &r a vagens amplitud dvs halva vdghdjden, g~ cirkelfrekvensen for
vagperioden,k vagtalet eller cirkelfrekvensen f6r viglidngden och h dr

vattendjupet. Om vagperioden tecknas T och vaglingden I, ges

G och k av sambanden



Observera att vagrdrelsens frekvens &dr det inverterade viardet av

vagperioden
_ 1
f = I (3.32)

Vagens fashastighet

L _ 5.
ct Tt 7

Om h = —21~ L kan tanh kh séttas till 1 och man séger att vagorna

upptrédder pd "djupt'' vatten. DA blir fashastigheten

c:&%: 1,56T:*1,56 L; L=1,56T%  ..... (3.34)

Om déremot h< 0,1 L kan tanh kh= kh och man brukar tala om

3.5 Hastighetspotentialens anvindnin

Aven om uttrycket fér hastighétspotentialen for t. ex. en fortskridande
vag, ekv. (3.30), ser litet obekvamt ut, finner vi snart, att det har

manga férdelar. Man kan ju ur ekvationen genom att derivera m. a. p.
x, z eller t erh8lla uttryck f6r hastigheter, accelerationer och tryck

i alla punkter i vitskan:

(3.30) ¢ =28 cosh k(z+h)

Utgé fran ekv.
a cos

cos (kx - ¢ t)

1 9 _1la cosh k(0+h) _. B
D""é”’%)z:o S T e kR Sin (e - at) -
= a gin (k‘x -qgt (3.36)

- 3@ _, agk cosh k(z+h) L
= . =+ . -
u = cosh Kkl gin(kx ~o~t)  ..... (3.37)

17.
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. 94 _ agk sinh k(z+h)
w 'B‘g & “coshkh  ©°S (kx -g~t) ..., (3.38)

Horisontella accelerationer ur ekv. (3.37):

2
) 0 +
= g 2 s k- (3.39)

Vertikala accelerationer ur ekv. (3.38):

g%’zz _gégzz-agk %%%{%g—h) +gin (kx - g-t) ..., (3.40)
Trycket ur ekv. (2.19), (W2 + u2 =0) :
p=p(-gz +§%) =
=- pgz + pga Coi}éé{}gzkg h) sin (kx - ot) e - (3.41)

Dessutom kan partikelbanorna i vattnet erhéllas genom att integrera
ekvationerna (3.37) och (3.38) med avseende pad t. Formen pa dessa
banor 4r elliptisk med storaxeln horisontell. Nédra bottnen och p& grunt
vatten dr lillaxeln mycket liten, vattnet oscillerar fram och &ter. P&
djupt-vatten &r partikelbanorna enligt denna teori cirkuldra, dvs

storaxeln och lillaxeln dr lika l&nga.

Hastigheterna, accelerationerna, trycken och partikelbanorna i en
stdende vag eller en vag av hdgre ordning med mer komplicerad has-
tighetspotential kan givetvis erhéllas p& motsvarande sétt som fér den

fortskridande vagen ovan.

I Reinius "Hamnar och farleder" Ell och Cederwall: "Vagor" EZ]
finns beskrivningar 6ver négra olika typer av vigrérelser och vilka

partikelbanor som upptrider i dessga.
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Exempel 3c. Beriikna det maximala trycket p& bottnen nir en vag med

LL=50m H =2 m passerar en plats didr vattendjupet 4r 12, 5 m.

Ekvation (3. 30) anvindes:

4 - ag cosh k(zth)

o~ coshih o8 U - ai)

Hér blir enligt lydelsen a = H/2 = 1 m, k = 27/L = 7/25 m" 1 & 0,125 m .,
h = 12,5 m och ¢ kan erhéllas ur ekv. ( 3.26). Men det ar trycket

p vi dr ute efter.

0 h + .
p=op(-gz+ 8_?_) = -pgz + pagg_gg_gﬁ{{_l(z%_ll_)_ sin (kx - g t)
Sitt sin (kx -rt) = 1 och sitt in viArdena ovan fér z = - h
H coshO

Pmax = *PE M ¥ P EY Coshkh

_ H 1 B H
Pmax =~ P8 (h‘*“—z“'m) = pg (h""m:)

4 2 . N 2
max 10 . (12, 5 + 71:—"9-6) = 1,29 10 N/m

e
1

Ovning 3d. Beré#kna den horisontella och vertikala max. hastigheten

vid bottnen nédr vagen passerar.



20.

4, VAGKRAFTER MOT KAJER OCH VAGBRYTARE

4.1 Vagkrafter mot en vertikal kaj

S. Nagai [10] ger i Advances in Hydroscience, Vol. 9, 1973, en
utomordentlig sammanfattning dver vigkrafter och speciellt rekom-
menderar han vissa praktiska metoder for att berdkna vagkrafterna
mot en vertikal kaj vid totalreflexion. Indelningen i vdgor pd grunt och

djupt vatten i detta avsnitt f6ljer inte den vanliga med h/L.£ 0.1 resp.
h/L > 1/2 utan dr gjord av Nagai f6r just dessa vagkraftsberdkningar.

I uppsatsen beskrivs ocksd hur végkrafter férdndras om bottnen
sluttar upp mot vdgbrytaren, och vdgen endast reflekteras partiellt.
Reinius [1} och Cederwall [2] anger dven nigra metoder for att
berdkna tryck frén stdende och brytande vigor samt f6r hur man di-
mensionerar spréngstensvagbrytare. Fo6r djupare studium se
Rundgren {1ﬂ for partiellt reflekterade vigor och Hedar [;123 for

dimensionering av sprédngstensvagbrytare,

Hos Bruun [13} eller Beach Erosion Board [26] anges praktiska, inter-
nationellt anvinda metoder f6r dimensionering av vagbrytare uppbyggda

av springsten och gjutna patenterade betongkroppar.

4,2 Totalreflexion

Om en regelbunden fortskridande sinusvig med l8nga vigkammar
faller in vinkelritt mot en vertikal kaj, vAgkammarna parallella
med kajen, kommer en stdende vag att uppstd framfdr kajen. Denna
vag fAr dubbelt s& stor hdjd som den infallande vdgen. Om vatten-
djupet framfor kajen dr litet kommer dessutom medelvattehytan

hos vAgrérelsen att hdjas ndgot éver lugnvattenytan vid kajen.

I figur 4.1 har en st8ende sinusvag framfoér en kaj skisserats vid négra
olika tidpunkter. Vid kajvdggen upptrédder en buk, dvs vattenytan svinger

upp och ned, mellan hégsta och ldgsta nivad. Max eller minpunktens ldge
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Fig 4.1 FEn stdende vag

ligger fast dir och de horisontella hastigheterna i vattnet &r noll. En

kvarts vagldngd fran kajen upptrdder en nod, dvs vattenytan har konstant
1

niva dir. Noder upptrider vidare p8 avstinden -x = (g— +nw)/k = (Z+ %) L

frén kajen och bukar vid -x = nr/k = % L.

Om man sitter in hastighetspotentialen f6r en stdende vag (3.27) i

Bernoullis ekvation (3. 9) erhéilles f6ljande uttryck f6r det maximala

trycket i vagens buk.

max cosh k h

H&r &r H den infallande vagens ht')}d. Hojden hos den stdende vagen &r

ju 2H och dess amplitud sdledes H enligt vad vi sagt tidigare.

b - pgz+pg®>'COShk (h + z) Qﬁlﬂ&} (4.1)

Den vertikala f6rdelningen av trycket ovanfdr lugnvattenytan antas vara
linjdr med P,-p ~ 0 och P,-0 = pgH. Det resulterande trycket erhalles
d& genom att integrera ekvation (4.1) fradn -h till 0 samt addera trycket

ovan lugnvattenytan.

w  [1,.2 .2
PR pg[z (b + H)+ (H/k) tanh kh}  ..... (4.2)
Observera att andelen -%- pgh2 dr den statiska tryckkraft som existerar
vid lugnvatten pé platsen. Minimitrycket erhélles pa motsvarande sitt
till

=-pgz-pgﬂggghﬁlf%}%-§-)~ ..... (4. 3)

Pmin cos

och minimum av tryékkraften

1,2
P in & P8 {ih - H/k tanhkh} ..... (4.4)

21.
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Fig 4.2 Belastningen mot en vagbrytare

Belastningen pé t ex en vagbrytare blir nu skillnaden i trycket p& in-
och utsidan av vagbrytaren enligt figur 4, 2. P38 samma sitt kan pa-
frestningarna pa en kajmur ansittas om trycket antas hydrostatiskt

i fyllningen bakom muren.

Ekvationerna (4. 1) och (4.2) har jimférts med forsdksvirden [15], och
pé grunt vatten inom intervallet 0,135 &£ h/L.< 0, 35 befanns 6verens-

stdimmelsen med de uppmétta trycken vara god dven fér branta vagor,

4.4 Véagor pa djupt vatten (h/L?, 0,35 enl. Nagai)

Hastighetspotentialen (3.27) for en stdende vag erhdlls genom att sitta
in randvillkoren f6r z=0, ekv (3.7) och (3.8). Om vi i stidllet ansitter
randvillkoret p=0 i den verkliga vattenytan z= \V) erhdlles enligt 6vning
3b:

- o cosh k(h+z) . ) ‘{)
$=- k sinh k(h+n) cosort-sinkx ( ..... (4.5)

Aven hir later vi H beteckna hdjden hos den infallande vidgen. Om vi
gétter in (4.5) i Bernoullis ekvation (3.41) och fortfarande fdrsummar
hastighetshdjden erhdlles det maximala trycket till

- cosh k (h+z)
Pmax ~ "P8Z* p8H Coohk(miEy 00 e (4. 6)

Hir dr ju trycket f6r z=H noll men {6r z=0

. coshkh ,
Prax = pgH coshk(hdH) e (4.7)

22,
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Det resulterande maxtrycket erhdlles genom att integrera fran -h till
H, H

cosh k (h+z)

Phax = P8 (-z + H cosh k (h+H))dZ -

-h

{%_ (h% - B%) + (H/k) tanh k(h+H.)} pg

Ekvation (4.-6) och (4. 8) gav dven fér branta vagor god dverensstdmmelse

med Nagais [10] férgék.

4.5 Flacka vigor pd mycket grunt vatten (h/L.< 0, 135 och H/L.L 0, 040)

Nagai [10] fann i sina experiment, att ej fér branta vigor pd "mycket grunt'
vatten, h/1.& 0,135 och H/L.£ 0,040, gav upphov till ett maxtryck i htjd med
lugnvattenytan, som alltid 18g mellan pgH och 1,30 pgH. Den maximala po-

sitiva amplituden vid kajen (the wave runup) var fér dessa v8gor mellan
1,2 Hoch 1,8 H medan vigorna i féregdende tva avsnitt endast steg till 1,1

41,2 H. For en ideellt reflekterad vig &r motsvarande amplitud H.

P& grundval av sina f6rsék rekommenderar han féljande fér dessa vagor:
Tryckférdelningen dver lugnvattenytan antas vara linjdr med p=0 vid
z=1,30 Hochp=1,30pgH vid z= 0. Tryckférdelningen under lugn-

vattenytan ges av

- cosh k(h+z) , 0,30 H (ht+z) .
Pinax pg{—z ti 5wt "ammmt SR (4.9)

Det resulterande trycket fran vattenytan till bottnen blir da

1,2 2
PmaX:pg% (h® + (1,30 H)) +0, 15 Hh+(H/k)tanhkr)j... (4.10)



24.

4,6 Jimfdrelse med Sainflous och Gerstners mefoder

e e e e — — o o e e o ot o e o o s i

Nagai ELO] har ocksé jamfdrt sina f6rstksresultat med den av Reinius El]
beskrivna Sainflous metod. Nagai konstaterar att 6verensstimmelse mel-
lan vagkrafterna i férséken och enligt denna metod endast rader inom

ett begrédnsat intervall, ddr 0,135 < h/L.<0,20 och H/L.<0,035. Om
h/L> 0,35 &r till exempel vagkraften enligt Sainflou tva till tre glnger

stdrre dn enligt forsdken.

Gerstners metod bygger p trokoidala st8ende vAgor (se Reinius[1]), och
ger mycket komplicerade uttryck fér partikelbanor och tryck. Trycket
ges till exempel som en summa av tio hyperboliska termer. Enligt Nagai
sr bverensstimmelsen med férsoken god om h/1.< 0,50 och H/L &r mind-
re dn ett kritiskt virde som beror av h/L. Det 4r dock mycket svarare
att anvidnda Gerstners metod dn Sainflous eller de anvisade ekvationerna
(4.1), (4.2), (4.7), (4.8), (4.9) och (4.10).

Exempel 4 a: Berikna det maximala dynamiska trycket vid foten av en

vertikal kaj pa en horisontell botten och med vattendjupet 12,5 m om en
vdg med L. = 50 m och H = 2 m totalreflekteras mot kajen. Det dynamiska

trycket &r p + pgz = pg.

Eftersom h/L = 12,50/50 = 0,25 och sdledes 0, 135< h/L1.< 0, 35 kan ekva-

tion (4. 1) anvindas f6r att berékhaAtrycket. Ekvation (4: 1)”gér ds8

_ cosh k (h+z) -
P dmax -pgz + pgH cosh k h +pgz =

cosh 2r (h+z)

- pgH 21} . pg (2 n;)ﬂcosh() ) 7’8_103 N/m2=0,78mv_p‘
cosh =—-h cosh (=5 12,5 m) :
L 50 m

(Motsvarande hastighetspotential dr ekvation (3.27)

sin k x cos ¢t

¢:_ga cosh k(z + h)
a cosh kh

Ovning 4b Vad blir motsvarande tryck om vaglidngden &r 30 m men

i 6vrigt samma data gédller som ovan?

Ovning 4c Vad blir motsvarande tryck om vaglingden &r 100 m?
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Ovning 4d Beridkna den maximala kraften per ldngdenhet mot en vertikal
kajmur som stdr pa en plan horisontell botten, om vattendjupet

dr 5 m och kajen utsitts fér en regelbunden vagrérelse med

hojden 1 m och lédngden 25 m.
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5.  VAGKRAFTER MOT FRISTAENDE KONSTRUKTIONER
ENLIGT MAC CAMY OCH FUCHS

5.1 Metodval

Som vi ndmnde inledningsvis, kap 1.2, finns det i huvudsak tva metoder

att beridkna vagkrafterna mot t ex ett torn ute pa kontinentalsockeln. Den
ena metoden, Mac Camy och Fuchs” metod, innebdr, att man stédller upp
hastighetspotentialen, ¢, for vagrérelser kring tornet och pé ett sitt lik-

nande det i foregdende kapitel bestimmer trycken.

Den totala horisontalkraften erhélles sedan genom att integrera trycken
kring tornet. Detta later sig géras relativt enkelt for cylindriska torn med
cirkuldra eller ovala tvdrsnitt, se kapitel 5.2, dven om V.o. V. -byggarens

normala matematikkunskaper inte récker till for detta.

Fér foremal med mer komplicerad form t ex kvadratiska pelare tvingas
man ta till grova approximationer eller numeriska metoder. Registrerings-
sillskapen Det Norske Veritas ):6] och Lloyd s Register of Shipping [:7]har
f6r sddana berdkningar utvecklat datorprogram, som bygger pa finita ele-

mentmetoden.

I den andra metoden, Morisons metod, berdknas krafterna pa hela konstruk-
tionen utgdende frén de hastigheter och tryckgradienter, som skulle upptrida
pa platsen i en av konstruktionen opaverkad vag. Totalkraften beridknas med

hjdlp av empiriska koefficienter och svarigheten i denna metod &r friamst

att vilja koefficienter, samt att bestdmma f6r vilka férhallanden metoden

dr ldmplig. I kapitel 6 beskrivs Morisons metod utférligt.

5.2 Héirledning av potentialen kring en cirkulér cylindrisk pelare

Mac Camy och Fuchs [5'} stdllde upp hastighetspotentialen fér en vagrérelse
som bestod av en infallande regelbunden vagrdrelse och den reflekterade va-

gen fran en vertikal cirkuldr cylinder, se figur 5.1,
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Fig 5.1 En cirkuldr cylinder i en vagrorelse

Potentialen for den infallande vagen kan enligt (3.30) skrivas

é = ga cosh k (z+h)
L a cosh kh

cos (l«.:x -ty i (5.1)

I cylindriska koordinater (v, ¢, z) kan denna skrivas, se fig. 5.1,

cosh k (z+h)

- ga coshx \z+h) )
¢ a cosh kh  ©°° (k v cose -¢7t) ... (5.2)

For att kunna utveckla den infallande végen i harmoniska funktionen av

radien, &r det lampligt att skriva hastighetspotentialen pa komplex form.

i_ga coshk (htz) i (kr cose -at) -
¢ ’a‘-—‘" cosh kh e - e e e (3.3)

Hir #r hastighetspotentialen realdelen av ekvation (5.3) dvs

d=-Red™ (5. 4)

Minustecknet betyder bara att vi férskjutit vdgrérelsen en halv vaglangd
i tid eller rum. Det har vi gjort for att framstéllningen skall stdémma

6verens med [5] Ekvation (5. 3) kan skrivas

951 = g; CCOOSSh}lf é}hﬁrz) [cos (kv cos ¢) + i sin (kr cos (p)} e~ W0 (5.5)

Och denna ger oss tillfdlle att utveckla cosinus och sinus i bessel-

funktioner, J :
n
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o
cos (kr cos ¢) = Jo(kr) + ZE (-1)rl JZn (kr) cos2ne  ..... (5. 6)
n=1

o0
sin (kr cose) + 22 (-1)"J kr)cos (2 n+tl) ¢  ..... (5.7)

(
n=0 2n+1

J, betecknar hédr besselfunktioner av férsta slaget, se t. ex Hildebrand:

Advanced Calculus for Application [22] .

Ekvationerna (5. 6) och (5.7) ger insatta i (5.5)

Q‘i . ga cosh k (h+z)
’ g~ cosh kh

e .
Jo(kr) + 2 Z i Jn (kr) cosn ¢ e_lft ..... (5-8)

n=1

Vi antar nu att den reflekterande vagen tilldter en liknande expansion,
och den speciella kombination av besselfunktioner, som kan beskriva

vﬁgo.r, som rir sig utdt symmetriskt med avseende pa ¢, ¢rl(¢) =

= erl (-¢) blir
. . .O’t
i . -1 -
qﬁr = g‘lAm cos m ¢ {iJm (kr) + 1 Xm (kr)j’ e L. (5.9)

Ym dr en besselfunktion av andra slaget och kombinationen av bessel-
funktioner inom parentesen brukar kallas en hankelfunktion av forsta
slaget Hm(l) (kr), och den har fé6r stora virden pa r den asymptotiska
formen

) i (kr - (2m-1) 7/4)

(1) -
Hy kr)= —p ¢ (5.10)

och saledes beskriver ekvation (5.9) en periodisk stérning, som rér sig
utat i radiell riktning med cirkelfrekvensend™ och vagtalet k, och som

férsvinner da r —p O

Den totala potentialen erhé’tlles nu genom att superponera den reflekterade
vagens potential (5.9) och den infallande vdgens potential (5.8). Koeffici-

enterna A = bestdms sedan ur villkoret att hastigheten vinkelratt cylin-
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derviggen intill denna méste vara noll, dvs v, = -0¢ /8r =0dar-= ro.

Reflexionen antas vara fullstdndig och oberoende av ¢, dvs lika bra i 14 som

i lovart.

Resgultatet av dessa berdkningar &r

¢i _ _ga e~ia"'t cosh k (htz)
t g

cosh kh

J (k ) JO’(kro) H (2) (k )
r) - r) +
o H 23 (kr ) e}

r
o} 0
SO n J “(kr )
+ 2 2, i [Jn (kr) - 2) /o H(Zn) (kr)| cosn g
n=1 H (kr )
n o
dar Hn( ) Ar en hankelfunktion av andra slaget.  ..... (5.11)

5.3 Bestdmning av tryck, vagkraft, stjilpande moment och vaghdjd

mot cylindern

5.31 Tryck

Genom att, som tidigare, utnyttja Bernoullis ekvation och férsumma

hastighetshdjderna i denna erhélles tryckférdelningen

a =
p=pg{?"pgz ..... (5.12)

Efter derivering, inséttning av r = ro och férenkling erhalles trycket

pa cylinderns yta till

i_ o 2a 7% coshk (htz)
p PE Wkro cosh kh
1 2 n cos n o
o e 42 i ] -pEZ ..., (5.13)
HO(2> (kro) n=1 Hn(2) (kro) }

Realdelen av detta uttryck dr det aktuella trycket mot cylindern p& nivén z.



D = Re p*

''''''

x-komponenten av vidgkraften per ldngdenhet av cylindern blir

Tl’

fx(z)=2rO fpcos(7r~cp)dqo

[¢]

Om Re p' insittes i (5.15) erhilles

4a cosh k (h+z)

fX(Z) = pg e

dar

tand\ = I

och

cosh kh

.(kro) Y. (kr)

1 o}

| 1/2
A (kr,) = [Jl'z(kro) +y:2 (kro)]

1

A (kr ) cos (o t-d)

.....

.....

......
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(5.18)

Funktionen A och vinkeln¢A finns tabellerade i bilagan, tabell 2, som

funktionen av kro

r_ 4r cylinderns radie och k = 27 /L végtalet,

5.32 Vagkraft och stjidlpande moment

Den totala horisontalkraften i x-riktningen kan erhallas genom att .in-

tegrera (5.16) fradn -h till 0, om krafter som verkar ovanfér medel-

vattenytan z=0fdrsummas,

0
F = j fx (z) dz = pg i——% tanh (kh) A (krO) cos (Ct-A)

-h

Det viltande momentet kan pa liknande sétt beriknas genom integration

0 .
M = f fX (z) (h+z) dz =
. ..h .

4£-ggi"iA(kr)
K o

kh sinh kh - cosh kh + 1

cosh kh

(cos@t -d\)

ooooo
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Genom att jamfdra (5.19) och (5.20) ser man att den senare kan skrivas
M=FR=F-h R/h . (5.21)
dir R &r momentarmen fér kraften F.

I bilagan tabell 1 &r funktionen R/h tabellerad som funktion av kh.

1; _ kh sinh kh - cosh kh + 1 (5.22)

.....

kh cosh kh

5.33 VAaghdjd intill cylindern

Vattenytans hojd kring cylindern kan erhallas ur randvillkoret

D=é—(5¢/8t)zzo ..... (5.23)

vilket med ekvation (5.11) och r=r = ger

)
i _ a -iqt 1 .n cosne
= e ———-(-—7‘-;——'——‘ + 2 2 1 "
Dro mkr, {H 2V kr )  n=1 1 @) (kr ) (5. 24)
o o] n o
och vattenytans héjd kring cylindern ges av realdelen avj ; dvs
o
i 2 2 .
broz R ebr: =a (1+4 (kro) cos w)sm(a‘t— N L. (5.25)
dar tandy = 2kr_cose ... (5.26)

5.4 Grinsdvergang till smal pelare

Om nu cylinderns diameter &dr tillréckligt liten i férhallande till vag-
langden hos de infallande v8gorna gir maximala horisontalkraften per
lingdenhet av cylindern enl, (5.16) mot

2

£, (2) = pgkmr, 2a

cosh k (z+h)

cos cos (€t -A)  ..... (5.27)
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For smé viarden pa argumentet kr_ géller ndmligen

Hm (kr) =(r F/2Ppl (5.28)
kr —0 P
(@]
och
My (ke ) = 2P (p-Dler P/rp7 o) L (5.29)
kro—_ﬁrﬂ

och saledes

. . 2 2 _
J1—1/2 och Y/ = 2/k rlmo (5.30)
varav-féljer att
H
lim lim 4k’ 1"04 r’ 2 2
! Alkr) = - = kK rlw/2 L. (5.31)
kro-—s-} 0 kros—->0\ k room +16
Motsvarande gréinsévergéng for fasférskjutningend ger
tan A =3 ©odveg A= 0,
Genom insittning i (5.16) erhédlles slutligen (5.27) ovan.
I (5. 27) sidrskiljes n roz som cylinderns volym per ldngdenhet och
agk ng};hk}({?:rh) cos@t som den horisontella accelerationen. Ekvationen
(5.28) kan da fér sma r  skrivas
£l 2 .y .U (5.32)
X(Z)~ 'g-t— ..... B

En jimfodrelse med Morisons formel ekv. (6.9) ger att CM = CF+ CV =2,

se vidare avsnitt 6.5, sidan 55.

Om vagformen ur (5.25) bestdms fér sma r, erhalles

n., ~a-+singt . (5.33)
To

dvs den infallande vagen paverkas inte av en mycket smal cylinder.



Exempel 5.a

Lbsning
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Beridkna den maximala totalkraften och stjidlpande momentet
mot en betongeylinder med diametern 20 m som star pa en

horisontell botten p& 40 m djup. Den dimensionerande vagen
dr 150 m 1dng och 6 m hdég. Bestdm ocksé vattenytans maxi-

mala hdjd vid cylindervédggen.

Horisontalkraften erhdlles ur (5. 19) och det stjdlpande momen-
tet ur (5.21)

a=H/2=3m k=27/L=2r/150m =0,0418 m

kh = 0,0418 - 40 = 1, 67 ro = 20 m/2 = 10 m

kro =0,0418 - 10 = 0,42

Tabellerna i bilagan ger nu

tanh kh = 0, 940
A (kro) = 0,28
oA (kr )= 7, 6°
R/h (kh) = 0, 597

och
B 4 -3
¥ o=pg- ——— 0,940 - 0,28 cos (Tt - L)
(0,042)°
F erhalles givetvis fo6r cos (@t -6¢) = 1
max _
. _ 7
T = 1,8-10' N
max
M ___=FR=Fh-R/h=
max

1,8-10" N -40m -0,597 = 4,3 - 10° Nm

1

Vattenytans maximala hojd ges av (5.25) fo6r sin(Tt -cA) = 1

2

och cos®¢ = 1 dvs vixelvis pa cylinderns 14- och lovarts-

sida ¢ = 0 och 7.

gmax = 3 \ll +4(0,42)

2 . 3,92 m >a=3m
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En grov uppskattning [6] av det fel som begds pa grund av att krafterna
ovanfér vattenytan férsummas kan gdras med hjdlp av (5.16) genom att inte-
grera mellan 0 och vattenytans niva hos den fortskridande vagen i bredd med
centrum pé konstruktionen ndr max. kraften upptridder. Maxkraften upptridder
dd Gt -0L=0 dvs &£ =0t =7,6° Vattennivin hos den infallande végen &r

da enligt (5.2) med tecken enligt anmérkningen under (5. 4)

W= -a-sin(x -0t) = - asin (-7,6° = 0,40 m
och enligt 5.16 om cosh k (z + h)/cosh kh = 1

JF:pg—%-} A (k) .0,4m=3,2-10° N

Felet i momentet blir

7

SM=n-dFr=1,6-10" Nm

dvs fel pd 2 % och 4 % i kraft respektive moment.

Ovning 5.b P& 50 m djup stdr en 75 m hog cirkuldr lagringstank med
radien 40 m. Tanken paverkas av en vdg med vaghdjden 18 m
och perioden 12 s, Beridkna maxkraft, maxmoment och max-
vaghsjd samt uppskatta felen i kraft och moment.

Ledning: Vagtalet k bestdmmes med hjilp av tabell 1 och
relationen h (72 /g = hk tanh kh  jfr ekv. (3.33).

5.5 Krafter mot f6remal med annan form

Genom att forstdlla axelsystemet i horisontalplanet kan man utvidga ekva-

tionerna i avsnitt 5.2 till att gélla alla elliptiska vertikala cylindrar. [6}

I datorprogram uppbyggda p& finita elementmetoder kan man lata varje del
av viggarna hos en vertikal konstruktion ge upphov till reflekterade vagor

- och sedan superponera dess [6, 73.
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For 6verslagsberidkningar kan man vidare approximera rektanguldra tvir-
snitt med elliptiska. Felet blir d& relativt stort vad giller vattenytans ldge
i ndrheten av hérnen pa konstruktionen. Felet i totalkraft l4r ddremot bli

mattligt. [6} . Léngd-breddférhallandet bér inte avvika for mycket frén 1,

utan kan kanske tilldtas variera mellan 0.25 och 4.

Liknande metoder med lésningar i form av serier kan dven dstadkommas
for "tredimensionella'’ féremal av enkel form. Chakrabarti le_? har till
exempel byggt upp 16sningar f6r ett halvklot och en halveylinder som ligger
pa bottnen med den vdlvda sidan uppat. Matematiken blir dock ytterligare
komplicerad och hastighetspotentialen erhdlls i form av ''fredholmsintegra-

T

ler', som maste 16sas numeriskt.

Exempel 5 ¢

I ett havsomrade dir de stérsta vdgorna upptridder med en bestimd fort-
plantningsriktning har en elliptisk cylinder utplacerats sa att dess storaxel
sammanfaller med fortplantningsriktningen. Cylinderns lillaxel, 2b, 4r 20 m
och storaxeln, 2c, 40 m. Dess ekvation ar xz/c2 + yz/b2 = 1. Den dimen-
sionerande vagen har ldngden 150 m och héjden 6 m. Vattendjupet &r 40 m.

Bestdm vagkraften,

Lésning:

Go6r variabelsubstitutionen x =c 7/1:) Ellipsens ekvation blir d&

§2+y2:b2

dvs en cirkel med radien b. Vagens potential blir med samma substitution

for x

4= - ga cosh k(z+h)
a cosh kh

didr vaglingden = bL./c och k =T

a=3m L =150 m, c= 20 m, b= 10 m, k= - = (0,084

kh = 3,35, r =b=10m, kr_ =0,84
o o

tanh (kh) = 0,997 = 1,00

A(kr ) = 0,887
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Totalkraften pa cylindern i det férvriangda vagfiltet eller pa ellipsen i den

ursprungliga vdgen erhalles nu direkt av (5. 19)

P =pg 23 10.0,887 = 1,5 -10' N

max (0,084)2

Jfr exempel 5 a

Ovning 5d

Berdkna maxkraften om den elliptiska cylindern i 5c vrids 90° i vagfiltet.
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6. KRAFTER MOT FRISTAENDE KONSTRUKTIONER ENLIGT
MORISON M, FL.

6.1 Vagkrafter mot sméa cirkulédra cylindrar

I detta kapitel skall vi undersdka krafterna mot "'mindre' konstruktioner
utsatta for en vigrérelse. Vi har i kapitel 5, ekv. (5.33), visat att en
smal cylinder inte formar pdverka formen pa den infallande vagen. For
det fallet kan vi antaga att kraften mot cylindern kan ansé#ttas som en
funktion av de hastigheter och den tryckgradient som skulle upptridda

i vdtskan om inget féremal stdrde strémningen. Vi kommer att visa att
relativt stora féremal kan behandlas pa detta sdtt, om bara deras stor-

lek inte dr f6r stor i férhallande till vaglidngden, se vidare avsnitt 6. 5,

Allméant kan alla férem&l som har mattlig utstrdckning behandlas pé
detta sétt, Metoden har t ex tilldmpats pa rérledningar DS, 19,20} palar
EZ]}, bottenférlagda cisterner E_ZS’J, semisubmersiblesi’?} och fackverk

[20].

6.2 Roérelsemotstand

Fn fast kropp, som med konstant hastighet ror sig genom en ideal oaccelere-
rad vidtska med o#ndlig utstrickning, pdverkas inte av ndgon resulterande kraft,
Att vitskan dr ideal innebér att den dr ickeviskds och inkompressibel. Inga
skjuvkrafter uppstar saledes, och rérelsen kring kroppen kan beriknas som
ett potentialfléde. Hastighetsférdelningen kring kroppen far i princip utseen-
det enligt fig 6.1. Dvs i ett litet omrade kring kroppen kommer vitskan att
innehdlla rorelseenergi. Omradets utbredning och hastigheternas storlek for-
dndras -dock inte ldngs kroppens.vdg, och ingen energi behdver tillféras, vil-
ket sdledes innebdr att inget arbete utrittas vid krobppens forflyttning och ingen

kraft kridvs fOor rdrelsen.

Om vi nu ténker oss att vi vill accelerera kroppen genom den stillastdende
vitskan, méste vi bade 6ka kroppens egen rdrelseenergi och rérelseenergin
i vitskan kring kroppen. Hastigheterna kring kroppen i vétskan 6kar ju och
det omrade som berdrs av kroppens rorelse blir stérre. Om kroppens volym

och massa betecknas V resp m kan kraften skrivas

F=am+aCVp L, (6.1)
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Viskds vatska Icke viskos vatska

Fig 6.1 Hastighetsférdelning kring en sfdr som rdér sig i en

ideal reép visk6s viatska.

ddr a &r kroppens acceleration, . p vidtskans tdthet och C en koefficient.

Termen CVp brukar kallas added mass, vilket betyder tilliggsmassa.

Sldpper vi nu kravet pd en ideal vitska upptrdder ju &ven det fran hyd-
raulikstudierna vilkdnda hydrodynamiska rorelsemotstandet, vilket
som bekant beror pa en i stromningsriktningen varierande tryckférdel-
ning kring kroppen och skirkrafter mot dess yta. Den totala kraft som
krdvs for att vid hastigheten v accelerera kroppen genom vétskan blir
da
2

F=am+a: CyVp+tChpHA ... (6.2)
Hér &r A kroppens stdrsta tvirsnittsarea vinkelritt strémningen. CV 1
ekvation (6. 2) har inte nddvindigtvis samma vdrde som C i ekvation (6. 1),
eftersom vi inte ldngre har en ideal vitska. C kan berédknas teoretiskt
f6r olikformade kroppar, se t ex [1 é}, medan ddremot virdet av CV mas-
te bestdmmas empiriskt., Négra vidrden pad C finns i tabell 2 nedan. C
eller Cy; kallas koefficienten for "added mass'' och Cpy kallas rorelse-

motstdndskoefficienten eller ibland slédpkraftskoefficienten.
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Tvadimensionell kropp C rérelse
Cirkulér stav 1 $
//>)/ﬁ b sinzg( ’a .
Elliptisk stav /O\ = + B coB%(
AV m
Platt stav = 1 1\
‘ 2a |
Rektanguldr stav Ib a’b C I
" 0,1 018
e — 0,2 0,31
0,5 0, 67
1 1,19
2 2,15
5 4,75
10 8,95
Tredimensionell kropp
Sfar 0,5 1
Sfar pd avstidndet h frén en vigg 3 ' o3
. 0,5 (1+T6 3} $
3
0.5 (148 7,3 ) e—s

L

Volym
(mzy)

TYr

7 ab

ab

47 v3/3

‘Tabell 6. 2Virden pé koefficienten C enl Handbook of Ocean and Underwater

Engineering Ei?} eller Theory of Seakeeping [37]
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For att utvidga anvindningen av ekvation (6, 2) till accelerationen av
en kropp genom en vitska med konstant hastighet far vi iaktta, att

accelerationerna i den férsta termen méste rdknas relativt ett jord-
fast system, medan accelerationerna och hastigheten i de tvd senare
termerna skall rdknas relativt vidtskan, Beteckna de tva sistnidmnda

med a_ ochv_. DA kan vi skriva ekvation (6. 2)

A (6.3)

BN =

F=am+arCVVp+CDpvr lvr}

Om strémningen kring kroppen dr osymmetrisk kring rorelseriktningen
eller kroppen sjidlv dr osymmetrisk kommer en lateral kraft eller lyftkraft
att paverka kroppen. Detta dr till exempel fallet f6r en flygplansvinge som
i sig sjdlv dr krokt. Se hydraulikkompendiet [8] Aven en rérledning som
ligger p& eller ndra en plan botten kommer pd grund av den osymmetriska
hastighetsférdelningen att padverkas av en sadan kraft. Lyftkraften brukar
skrivas

T vf A (6. 4)

_ 1
L "CLP3
dér alltsd FL verkar vinkelritt Vo och A brukar anges som den storsta
tvidrsnittsarean vinkelrdtt stromningen, dvs samma area som i ekvatio-

nerna (6.2) och (6, 3).

Tecknet och storleken pa lyftkraften dr omdiskuterade. Yamamoto [2 9_] anger
att lyftkraften dr uppatriktad pa en rérledning dd denna sluter tdtt mot bott-
nen men nedatriktad nidr en mycket liten spalt existerar under ledningen.
Risk skulle saledes fdreligga att en rdrledning skulle sl8 mot bottnen t o m
om den angrips av en stationdr strém , u = konst. Om storleken av CL se

vidare tabell 6.7, sid 54.

Exempel 6 a

En ubat startar fran stillastdende uppfdr en flod. Stdll upp ekvationen for
ubitens ldge och bestim dess terminalhastighet om propellerkraften ar
konstant 177 kN, Fd&ljande virden pa koefficienter kan anvindas Cy =0, 3,

C
D
vara V = 45 m3_ Flodvattnets hastighet &r 1 m/s. Ubdtens massa &r pV.

= 2. Ubltens lédngd &r 10 m och dess diameter 2,5 m och volymen antas
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L.6sning:
Drivkraften &4r konstant = F.

Ekvation (6.3) ger da

v A

r

NI

¥ =am+ar vap+chVr

men flodvattnets hastighet &r konstant, varféra =a_ = dv/dt och

~

v.Tv+lm/s >0.

. _ dv 2

',F—a—FpV(1+O,3)+2p‘(V+1) A

DO

dv - 1 dt

F-pA(v+1)® pV-1,3

Genom att integrera mellan 0 och v resp 0 och t erhélles v = f£(t). Med

insatta siffror erhalles enligt Standard Mathematical Tables, formen 97.

VT t
- garg tanh ~L - g,37 - 1072 | ¢
0
vilket ger

v = [6 tanh {0,504 t + arg tanh (1/6)} - 1} m/s

och terminalhastigheten blir 5,0 m/s, eftersom tanh-—1 da t—s 0.
Terminalhastigheten kan dven erhallas direkt ur ekv, f6r F ovan ge-

nom att sétta dv/dt = 0.

U-batens ldge som funktion av tiden erhélles sedan genom att integrera
hastigheten éver tiden. Sdtt x = 0 till startpunkten och x och v positiva &t

samma h&ll. D& erhilles

t .
=f [6 - tanh {0, 504 t + arg tanh (1/6)} - 1} dt =

0

1 6 cosh{0,504t+arg tanh(l/G)} tlm
In cosh arg tanh (1/6)

Kontroll t =0 ger x =0
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Ovning 6b

En ihalig stélsfdr med diametern 1 m och vikten 300 kg drivs med hjilp av
en vevstake i en sinusformad fram- och aterg8ende roérelse. Still upp ett
uttryck for axialkraften i vevstaken som funktion av tiden. CD = 0,4 antas
konstant, CV sdtts till 0, 5 enligt tabell 6.2. Rorelsens period dr 2 s och
amplituden 1 m. Rorelsen startar i yttre dndlédget. Bestdm ocksﬁ.maximum

av kraften i vevstaken.

6.3 Krafter i en accelererad vitska

En kropp som &r nedsénkt i en accelererad vitska paverkas av tryckgradien-
ten i denna.  S& #Ar forh8llandet t ex i en vagrorelse dir ju hastigheterna

dndras periodiskt med tiden. En avgrédnsad del av en accelererad ideal vitska
paverkas enligt P = a *+ m av en kraft i x-led, u 4r vétskans hastighet, 6vriga

beteckningar enligt figur 6. 3.

]
b +
» [an 1 [oa]ogg o
i )
/‘)““ T
b 4 -
dx

- Fig. 6.3 Vétskeelement

dp ='{~p<x)~ g—gdx+p(x)8dA=%l— © pdx - dA

- 8p - _ fau . Nau . -V
= V“’_B_}Edv = VB_{ p dV o~ TPV (6.5)

Om vi nu istédllet f6r den avgrinsade vétskevolymen sédnker ned en fast
kropp i tryckfédltet, bdr ju dven denna paverkas med en kraft proportionell
mot vitskans acceleration. Kraftens storlek bér ddremot bli fériandrad
eftersom accelerationen och tryckfdltet paverkas av den fasta kroppen.
Kraften P eller Froude-Krylov-kraften kan dé skrivas
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P = C —B—{‘pv

Eee (6. 6)
dir CF inte har nigot vedertaget naimn, u &r vdtskans hastighet relativt

ett jordfast system, och pV 4r den undantridngda vitskans massa.

Kraften P har samma karaktir som deplacementskraften och antas verka
oberoende av kroppens rdrelser, varvid CF ges olika virden f6r skilda

stromningsfall.

Den totala kraften i en accelererad vitska mot en stillastdende kropp an-

sidtts dd som

ou 1 ou ,
vVt ChpgAlutCp oV L (6.7)

K=C
" ddr den férsta termen beror av paverkan av kroppen pa hastighets-
fordelningen kring kroppen, se ekv (6.3), den andra pa skjuvspénning-
en och tryckférdelning vid stationér strémning, och den tredje pa tryck-
filtet i vatskan. Ekvationen (6.7) kan skrivas om till
K=Cpoprhu|u| +(Cy+Cp) v (6.8)
p Py Huju ( viFCpleVisy 0 e .
Summan av CV och CF kallas av Wiegel [2 1] f6r masskoefficienten.
Ett biattre och numera mer frekvent namn dr trdoghetskoefficienten. Den

brukar betecknas CM dvs CM = CV + CF' Se tabell 6. 6.

Exempel 6 ¢

En rérledning ligger fast férankrad pd bottnen av en havsvik. Den utsétts
fér vigor med vighdjden 4 m och ldngden 100 m. Végorna anses sinusfor-

made. Vattendjupet &r 10 m och rdrets diameter 2 m.

Beridkna vagkrafterna i horisontalled, x, resp vertikalled, z.

43,
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@ Feb. 13, 1954; roll 51; 247 test pile; § == 33", d varied from 48" to 46,

Tabell 6.6 Masskoefficienten CM uppmiétt vid faltférsdk med
vertikala pdlar. Frén Wiegel [21].

Wave  Favn I T CM | Wave Foern H T Y\ Wave Fawr  H T M
(v ) (e | (b)  (f)  (scc) (b))  (f) (o)
T 81 154 - | 9% 406 95 123 33 146 278 7.6 143 33
47 116 g0 132 L2 | 97 200 91 152 30 147 139 100 124 LI
48 232 85 120 21, 98 200 106 148 2.5 148 481 93 101 32
49 232 85 135 23 ‘ 99 174 73 148 22 149 200 82 148 A
SO 250 115 145 23 0 100 523 110 141 41 1 150 348 90 125 3.2
st233 75 183 30 | 100 174 91 136 L6 | 151 580 110 129 4.3
52174 102 122 L3 102 348 82 140 36 | 152 464 100 141 40
53 522 100 130 43 | 103 232 80 I35 24 153 487 95 146 44
540116 O 1200 15 104 232105 152 21 154 812 106 140 86
55 464 . iL3 142 35 105 222 92 1L7 18 155 307 80 122 30
56 <348 116 144 29 106 319 100 150 29 156 406 86 122 5.
ST 5220 125 145 37 107 290 7.5 142 34 157 441 113 134 33
38 43s 113 135 32 ¢ 108 406 103 145 35 L 158 133 87 152 14
59 406 122 150 3.0 ¢ 109 174 120 169 LS | 159 319 102 139 27
6 116 80  itd 16 110 232 93 130 25 160 261 70 130 3.0
61 251 80 120 23 1 1.6 85 137 14 161 313 104 130 24
€2 116 52 100 14 12 232 70 98 21 12395 7.0 128 45
63261 90 1z2 22 13 200 73 927 32 163 273 102 134 22
64 290 85 143 30 114 348 9.0 152 36 i 164 267 60 145 5%
65 206 62 157 47 115 134 90 151 14 i 155 348 7.6 147 4l
6 377 95 110 238 116 319 83 131 3t L 186 267 100 148 2.4
67 174 80 110 LS5 117 128 108 141 10 | 167 232 108 {54 20
6 319 85 118 28 118 453 115 110 27 | 168 345 90 152 34
6 133 60 125 18 119 16 75 114 L1 | 169 249 90 158 27
0 348 9.0 139 33 120 417 110 1206 28 ¢ 170 267 70 138 33
71290 5162 34 120 261 70 137 32 17t 347 R8s 145 37
72 174 92 150 18 122 337 96 128 29 | 172 366 105 146 3.
73290 95 132 25 0 123 360 TS 148 43 | 173 347 106 149 30
74 406 100 154 39 ! 124 453 81 136 48 174 539 92 155 56
75 16 90 123 L0 125 290 100 153 27 | 175 174 60 123 22
76319 82 139 33 1126 302 110 4S5 25 . 176 232 56 143 37
77290 66 19 33 127 360 100 153 34 [ 177 302 80 13 31
/377 g0 120 38 . 128 377 88 1S7 41 178 319 7.0 113 22
790278 92 132 25 | 1200 166 100 128 15 179 406 80 33 4>
80 377 103 13533 0 130 290 100 135 25 180 383 [dn iva 2o
8 290 1006 118 zO o, 131 174 80 133 L& . 181 493 45 2 54
82 116 80 il2 1O . 132 301 1LS 130 20 ) 182 174 96 137 L5
83 232 62 104 24 ' 133 406 102 137 37 0 183 394 100 101 24
B4 290 7.5 q26 31 | 134 365 93 117 28 | 18 279 51 81 2
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L6sning:

Ekvation (6. 8) ger

. 1 l l du
RX~CDXp~2~Auu+ CMXPVDB"E

- 1 1 2 ow
KZ~CDZp—2-AW‘W[+ CLp—ZAu +CMZpV—8—t—

Hastigheter och accelerationer i den opadverkade vagen i hdjd av rércentrum
gétts in i ekvationerna.
Vagens potential d4r enligt ekv. (3.30)

- 55 SOMEEIN oq oy

Sttt x
ekv. (3.37) ff

0 i vattenytan vertikalt ovanfér rércentrum. D& erhalles enligt

_agk cosh k(z + h)

u - T cosh kh

sin Jt

- cosh k(z+h)
all/at - agk W cos Gt

agk sinh k (z+h)

A= cosh kh cos d't

dw _ .. sinh k (z+h)

Il agk ~—osh kR Sin at

H=4m a =2m L=100m k=27/L=0,0628/m h=10m

Ekv. 3.26 ger G:\/ék tanh kh =\!gk 0,5545 = 0,525/s, kh =0, 628

agk/G =1,232/0,025=2,35m/s agk=2-9,81 -0,0628 = 1,232 m/s°



Svar: K
== X

1 _ 31 _ 2 - 2
CDX P ~2—A 0,510 5 2 = 500 kg/m (A =2 m°/m)
CopV =3,3-10°7-1% = 10370 kg/m (V=712 m®/m)
Mx ’
1, 31 i} 2
Cp,Psh =0,5-10" 52 500 kg/m
1 3 1 2
CppyA =4-10" 5-2 = 4000 kg/m
Coo pV  =2-10°71% = 6200 kg/m
Mz P g
cosh kh =1,2038 sinh kh = 0, 6701
cosh k(-9+10) = 1,00 sinh k (-9+10) = 0,0628
u=-1,95sin dtm/s  08u/dt=-1,02 cos Tt m/32
w = -0,123 cosTt m/s dw /8t = 0,0643 sin Tt m/s2
KX = -500 - 1,952 sin €'t Sinyﬁ"t‘ - 10370 - 1,02 cosdt =
= - 1900 sin @ {|sin ()"‘t\ - 10600 cos( t N/m
U 2 2 .2
A KZ = - 500-0,1237 cos@tlcos @ t|+ 4000 1,95° sin“Gt

+ 6280 - 0,0643 sin G t = - 7,5 cosdt cosOt] -+

+ 15 200 sinzc“ t+ 404 sin O t <

3

15 - 10° sin®0" t N/m

"

- 1,9 sin ¢ t

Sin(ftl—l(), 6 cos@t kN/m

tH

K

i} 15 sin® @t kN/m

46,
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Ovning 6 d.

En prospekteringsrigg fér oljeborrning &r monterad pa en sa kallad
semisubmersible enligt figur. Berdkna den i tiden maximala hori-
sontalkraften pa dess biarkroppar fér en fran sidan kommande vag.
V&gens lidngd 4r 400 m, dess hdjd 20 m och dess period 16 s. Vatten-
djupet och data for flytkropparna enligt figur. Antag att semisub-

mersiblen dr mycket styvt uppankrad. g = 10 m/sz. Bérkropparna

behandlas som en enhet vilket anses tillatet eftersom 60 m< 0,2 L

6.4 Morisons formel

En summering av alla krafter som verkar pa en rorlig kropp nedsinkt
i en accelererad vitska vars rdrel se-motverkas av en upplagsreaktion R,

ger f6ljande ekvation.

. . (510 . . ou
R = —xm+(,VpV(-5=;c— - X) + CrpV 5r+
A . .
CDpé—(u—x)lu~x‘ ..... (6.9)
mu
X _ » R

Fig. 6.4 En kropp som fasthdlls i en accelererad vitskestrdm.
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Ekv (6.9) brukar kallas Morisons formel. Beteckningarna i (6.9) har

successivt inférts i foregiende avsnitt men definieras aterigen hir

X dr kroppens lidgeskoordinat

x, ¥ dess hastighet och acceleration

u, ou’ot vattnets hastighet och acceleration

\% kroppens volym

A kroppens tvédrsnitt vinkelrdit u och x.
CV koefficienten f6r added mass ekv. (6.2)
Cp kraftkoefficient pga tryckfédltet ekv. (6. 6)
Cp rérelsemotstindskoefficient, se [84.

Morisons m. fl. tB} insats bestod egentligen i att man tilldmpade

ekvation (6. 8) pd en péle pa begrinsat vattendjup.

Exempel 6 e.

I Biscayabukten har en anldggning enligt figur valts f6r att distri-
buera olja till batar fran oljelagringscisterner p& havsbottnen. Djupet
fran MWL sitts till 50 m och en dimensionerande vig i trakten anses

vara 300 m l8ng och ha en vaghdjd pd 12 m. Tornet édr ledat.

35m

AN

SN

infdst vid bottnen och dess massa och volym anses (i detta 6vnings-
exempel) vara koncentrerade till den cylinderformiga utbyggnaden pa

tornet. Massan dr 400 ton.
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i)  Bestdm tornets egenfrekvens och férsumma dirvid rérelsemotstandet
ii)  Bestdm vagornas period T.

iii)  S&tt upp ekvationen fér tornets svingning i den aktuella vagrorelsen.

Lésning
i) Upp- och nervénd pendel

LT-cosy)

L cosy

Potentiell energi i férhallande till det &versta lidget

Wp:(ng~mg)1(l~cos§)

Rorelseenergi i forhallande till v = O
W, = (mpVC) L (mepvC |
k. P \4 2 mp v

19 )2
5

)

Total energi

(pgV -mg)l (1 —cos:fw)Jr%(m—%CVpV)l2 :5',2 =konst = C

NV | ' 52 _
g (pV - m) 2 sin »—2~+f2-(m+CVpV)1‘f‘_C

Antag sma& vinklar = =—J-;— % sin —;— .



L.&s den homogena ekvationen, vilken ger frekvensen om det finns nagon,

C bestiammer maxutslaget

In

X
¢

ekv. (

Svar:

ANM. Tornets egenfrekvens ligger néra v&grérelsené frekvens och risk

Y
- . d(pV -m)g -
Nwmroyewn, ¢ 7 1F?
o= 1K +C, ¢=C38(1K+C2)t

K = cirkelfrekvensen hos egensvédngningen

p = 1035 kg/m° c, =1
m = 400 - 10° kg
Ve 7-5%-10m° =790 m°
1 = 356m
o - g - |(1035 790 - 400 - 10%) - 9,81
(400 -10°+1 - 1035 - 790) - 35
818 - 400) 10% 4180
- - ) 5 19600 - 0,0983 = 0,313/s
(400 +818)- 10°- 35 : |
f = T/27r=0,050Hz T =20s
Svar: FEgenfrekvensen dr 0,05 Hz

Egenperioden dr 20 s

L-300m == k = 3= 0,021/m

= kh = 1,05
h =50 m
H=12 m :% a=6m tanh 1,05 = 0, 847

3.26)=>a = \ngtanh kh=0,417/s f=0,0663 Hz

T=1/f=15,98 ® 16s

50.

f6r resonans foreligger. De utférda tornen ar gjorda med barlasttankar sa

att tornets massa kan éndras och att man pa detta sidtt &ndrar egenfrekven-

sen.



i)

F = a -m tilldimpad p& en kropp som svinger liksom en pendel péa-

verkad av ett moment M ger

Jg = M
dir J 8r masstroghetsmomentet. J = 12 - m

Enligt Morisons formel (6.9) blir det drivande momentet M =

pa grund av tyngden mgl - sin ¢
- uppdriften -p Vg 1l-sine
- added mass ’ +Cy Vp (%% - 19) 1
- tryckféltet +Cp %E— p V-1
- rorelsemotstand +Cp Py (w-1¢) u-1le 1

Vertikala krafter pd grund av vagrérelsen forsummas.

1 . 2 b . au .o
Svar: 1 mcp—(m—Vp)glsmgo+CMVp ("5?_‘19”)1

ou , .
+CF'5T pVl+ Cpop (u - le)

u-1q‘;‘1

=

51.



6.5 Begrinsningar i tilldmpningen av Morisons formel

Morisons formel ekvation (6.9) ger oss mojlighet att berdkna krafter mot
alla féremal nedsénkta i vatten dels om féremalens utstrickning inte dr
f6r stor, dels om vi kdnner koefficienterna CV’ CF och CD ( och CL)‘ Ikn-
ligt t ex Johnson [4] skall konstruktionens utstrickning i fortplantningsrikt-
ningen inte vara stérre &n cirka 1/5 av vigldngden. Om man samtidigt pé-
pekar att vdgldngden hos de dimensionerande vAgorna i t ex Nordsjén 4r

300-500 m 4r ju denna inskrénkning mattlig. Se vidare tabell sid 55.

Besvirligare dr att man for féremal med komplicerad form inte kidnner
koefficienterna i ekvationen tillrdckligt vidl. Aven fér fall ddr det finns ut-
férda modellf6rstk kan sldp- och lyftkraftskoefficienterna ifragaséittas,
eftersom man i modellfdérstken kanske inte haft samma turbulensgrad

eller legat inom ett helt annat omrade f6r Reynolds tal 4n vad som motsva-
rar verkligheten. De vidrden som Johansson [19] anger for CD vid R, < 104
reduceras till exempel av Janson [18] vid rordimensionering till 25 % av det
angivna om R > 5 - 105. Se tabell 6.7.



Tabell 6.7

Koefficienter i ekvationerna (6. 8) och (6.9) fér en
rérledning pd en plan horisontell botten enligt olika

kidllor. d = rérets diameter, y = avstandet frén rérets

underkant till bottnen.

Modellforsdk, Johansson EQ]

y/D R

“r “by “ur, Cm,
103 9 3,3 1,
1,1 , 1,
1) 1 5 3

Stationdr strém, rekommendationer Tdrum [20:}

0 10

5

0,8 0,7

Dimensioneringsrekommendationer Janson ES]

0 5-10° 4 0,5 3,3

0,25 0 0,33 2

1 0 0,33 2,
Potentialflédesteori, Yamamoto [29:]

O - 4,5 - 3,3 3»‘3
0,03 -7,8 - 2,6 2,6
0,25 -0,6 - 2,3 2.3
0, 50 -0,2 - 2,2 2,2
1,0 0 - 2,1 2,1
Modellférsdk, Yamamoto [2%]

0,03 2-10%-3-10*-7. 8 - - 4,2
0, 50 2,1
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6.6 Jimfdrelse mellan Camy-Fuchs metod och Morisons.

BEn jimférelse mellan Camy och Fuchs analytiska metod och Morisons
dverslagsformel (6.9) ger for en cirkulédr cylinder med liten diameter rela-
tivt vaglidngden att CM = 2,0, se ekv (5.32) sid 32. Vi skall nu undersotka
hur stora fel man gér om man tilldimpar Morisons formel pa mycket stora
féoremal. Enligt Camy och Fuchs ™ metod erhélles fér en vertikal cylinder

en kraft per ldngdenhet

_ 4a coshk(z+h) , '
fX (z) = pg T csh & h A (kro) cos (Xt -L) ..... (5.16)
Denna kan omformas till
£ (2) = Alkr) —— , sl pyiu (6. 10)
W(rok) cos gt

dir V =7 rzo ir kroppens volym per lidngdenhet och 8u/98t accelerationen

f6r den fortskridande vagen i centrum fdr konstruktionen

ou cosh k (htz)

'87{’ :gak Coshkh cOoSs qt ..... (6‘11)

Om Morisons formel (6.7) och Camyoch Fuchs ™ metod skall ge samma

maxkraft f6r en stor stel cylinder, dir sldpkraften kan férsummas, méste

~ A (kr ) — c80 (6.12)

O (x‘ok)2 cos oL

I tabell 6.8 ar redovisat nigra viarden pa Cyp enligt (6.12). Det framgar
av denna tabell att sa ldnge som krO < 0,6 dr avvikelsen i kraften endast
5 % om CM = 2 anvidndes, medan avvikelsen blir mycket stor f6r kon-
struktioner med stérre radier relativt vidgldngden. kro =27 ro/L =0,6
motsvarar ungefédr den tidigare ndmnda grénsen att diametern bdr vara

mindre &n 0, 2 x vagldngden.

Tabell 6.8 Cyy som funktion av kro enligt ekvation (6. 12)
kro 0 0,1 0,3 0,6 0,9 1,2

Cwm 2,00 2,02 2,07 1,96 1,61 1,18
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Om man tillampar Morisons formel 6ver denna gridns kommer man saledes
att géra en allt stérre dvervirdering av de krafter som verkar pa cylindern.
Sléapkrafterna kommer samtidigt att f& allt mindre betydelse. Observera
dock att dessa &dr fasférskjutna’ en kvarts period i tiden jamfért med accele-
rationstermerna, varfér de mera séllan inverkar pa dimensioneringen av

storre konstruktioner.

7
{

Avslutning
Nu &dr vi formelméssigt rustade for att bestdmma krafter p& borrplatt-
formar i Nordsjén. Jag hoppas att ni ocksd har fatt litet f6rstdelse for

vilka typer av krafter som verkar pad siddana konstruktioner.

Det fértjanar emellertid dter igen att pApekas, att vi har idealiserat vag-

rorelserna 4 denna skrift. Vi har hela tiden antagit, att bottnen &r

horisontell, att vigorna har liten branthet och liten vaghdjd relativt djupet,
att de d4r regelbundna, att de inte bryter och att de totalreflekteras. For t.ex.
sluttande bottnar och lutande vAgbrytare bér man séledes anlita anvisad

speciallitteratur.

FEtt annat stort problemomrﬁde, som néstan inte berodrts alls i denna
skrift, 4r bestidmningen av vé’tgklimatet och val av riskkriterier. Ole
Houmb har i en serie foreldsningar f6r doktoranderna i vattenbyggnad
vid CTH gétt igenom grunderna fér detta problemomréade [9] . For
mindre hav och skidrgdrdsomraden dr de metoder som utarbetats av
Bretschneider D, 2, 25] antagligen tillfyllest.
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BILAGA, TABELL 1

f USH ANH #TANH R/h

X SINH X ¢ X T X K*T X (xékh)
02 « 0200 10032 <0200 <0006 «2000
004 L0400 1,0008 L0400 0016 25001
«06 s 06030 11,0018 s0599 «0036 « 5001
.08 L0301 1,0032 .0798 , 00064 ,5003
¢ 10 s 1002 10050 0997 <0100 . 93004
o 12 « 1203 1.0072 « 1194 w0163 «5006
e 1k «1445 1.0098 « 1391 w0195 ¢2003
«16 e 1607 10128 s 1586 +0254 e 5011
«18 «1810 1,0162 . 1781 <0321 25013
020 « 2013 10201 < 1974 0395 ;5017
e 22 «2218 10243 « 2165 s0476 ¢502%
el w2423 10289 «2355 «0565 «a2024
s 26 02629 10340 e2543 e 06617 03023
s 23 02837 10395 e 27129 0764 02032
e 50 e 5045 160453 2913 s U874 «2037
e 32 e 3255 140516 « 3095 « 3990 03042
53/0 n3466 1q0584 53275 ol§115 ..5043
e 36 e 5678 10655 03452 a1243 e 3053
«38 e 3892 10731 03627 « 1378 « 5059
ol 0 « 6108 10811 03799 ¢ 1520 ¢eD065
0b2 4325 1.0895 .3969 « 1667 .5072
el o4543 1.098¢ ‘ 4136 « 1820 «e 3077
b b 4766 11077 e 4301 « 1978 « 50386
ebd « 6986 11174 s b462 « 2142 e209%
550 05211 11,1276 04621 «2311 05102
052 «5438 1.1383 hP77 e 2684 «2110
e 54 e 5666 1.14%6 « 5930 e 2662 «e3113
36 65897 141609 «3380 e 2845 «9127
- «5131 11730 25227 « 3031 «31356
<60 s 6367 11855 e 3370 e 3222 «e3145
e62 « 6605 1.1984 «5511 035617 «e5154%
b4 6346 1.2119 05649 +3615 05164
«66 e 7090 12258 «3 (84 « 3817 w2174
«68 e 7336 1.2402 «3915 «4602¢ e5184
00 «s 71586 1.2552 a6064 e 4231 e 3195
e 12 <7838 12706 s 6169 06642 «2205
ol « 8094 1.2865 26291 : 4656 03216
g « 8353 13030 AR «b872 «9223
o 78 « 8615 13199 6527 65091 5239
.80 3831 1.3374 6640 «5312 05251
«82 09150 13555 «6751 ¢5536 252673
« 84 § 9423 13740 «H858 e53761 «5275
«86 « 3?7030 1.3932 10963 23988 9287
e 88 « 9931 1.46128 « 0066 «6216 «5299
090 10265 = 1,6331 o 7163 s 0447 «a33%2
92 10556 16539 a1259 «G678 «53325
e 94 10847 1e%753 al 3552 «6911 «5333
e 96 11144 1:4973 g 7443 e 7145 s5352
« 98 11646 15199 a7531 e 7380 e 3365
1.00 11752 15431 a 0616 e 7616 «e53379

farts



BILAGA (forts)

N« MV RN RV RV WO B P B P R T VIR W o N
@ @ ® a @ 2 & ® @ @ ® 9 @ e = e = @ @ @
Q00 O~ 08O Ll e ol e A S AV O O

< QO N

@ 2 @ @ @

a v @ e @ 2 8 @ @ ®
< o O N

2 0 0 O 0 D 0o O Qo O0 =~ = =) =g ~ oo OO

@ ® @ . @

o 00O B < O N

SINH X CosH X TANH X x«TANH X R/h
- (x=kh)
¢ 201 1020 197 .039 «502
AR 1.081 «380 0152 0507
0637 1.185 e 537 0522 «514
+ 8388 14337 e 664 »531 0525
14175 1543 2762 w762 2538
14509 1.811 « 834 1000 2552
10904 22151 <885 14239 568
2.376 2,577 $922 14475 «585
2,942 3.107 0947 1704 0602
3,627 3,762 0964 1.928 0619
bolST 46568 29706 2,147 « 636
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6¢695 64769 <989 2.571 1669
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11013,220 11013.220 1,000 10.000 w900
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SVAR TILIL, OVNINGSUPPGIFTER

3a: Wz=v}:g’?: agsinkxcos gt
o
ot _ &0
277)

. . ga cosh k(z+h) .
3b: ) - ~osh k(°+h‘) sink x cos gt
eller ¢ = - ag cosh k (z+h) sinkx cos O t

%k sinh k (g+h)

dir ¥ = a-sinkxcosd t

3d: (u ) = 0,92 m/s
max Z:_h
Wz=~h =0
4b: h/L = 12,5/30 = 0,42 >0, 35

och formel (4. 6) skall anvidndas

= . 3 2 =
Pdynmax 6,2 -+ 10° N/m (z=-12,5 m)

4c: h/L = 12,5/100 = 0,125 < 0, 135

H/L = 2/100 = 0,02 <& 0, 04

och formel (4.9) kan anvidndas

= . 3 2 = .
pdynmax_r?’g 10° N/m (z 12,5 m)

44: h/L =5/25=0,2; 0,135 < h/L < 0,35
formel (4.2) ger

P = 1,64 - 10°

max N/m



5b:

5d:

6b:

6d:

6f:

‘B = - 562 cos t - 157 sinth sin t

8 10

F__=4,5-10°N M___=1,3-10'" Nm
max max

i i .8
h = 24m. 8F =0,43 - 10° N (10 %)
OM = 2,2 - 107 Nm (17 %)
F = 5,3-10' N

max

Rérelsen 8r x = cos t
Kraften blir da

F=-562cost+157sin2tN sint 2> 0
<

Eftersom derivatan av F endast har nollstédllen fér t = n7 erhélles

maxkraften till F =t 562 N
max

F =26.9 MN
max

2

% 4+ 1,7 -107%%+3,88 x=-1,04 cos Gt+4,52: 102

..
Den homogena ekvationen kan skrivas

%4+ 2kx 4+ wox = 0 vilker ger den karakteristiska ekvationen

r2+2kr+w2=0, r=-kf 1«:‘2-\)\/2 men vv‘2

varfér 10sningen 4r mycket ndra

-2
X, = C.e”0.85 10 7t cos (1,97t -a)

'egenfbrekvensen f= % = 0,31 Hz

egenperioden T= 3,2 s

¢ och C beror av begynnelsevillkoren,

Om dimpningstermen 2kx och 4,52 - 1072

fdrsummas erhdlles partikuldrldsningen

sing -

>> K2

t

sin g ¢t

65.



66.

X, 0,279 cos 2 wt/16 s didr 16 s dr vagrorelsens period.

Eftersom 16 s >> 3,2 s foreligger ingen risk f0r resonanssvingning.
[ en regelbunden végrorelse géller att x,—>0 d& t—>c0 och efter
ett insvingningsférlopp blir maximal amplitud hos semisubmersiblen
ax = 0,279 m/f = 28 MN, Jfr. 6.d)Upp-

ankringen dr saledes for styv for att krafterna skall reduceras ndmn-

0,279 m och maxkraften Fm

vart.









