










SUMMARY 

Mathematical models for calculation of unsteady flows in regulated 

rivers and in storm sewer systems have been developed under the 

sponsorship of the Swedish State Power Board and the Swedish 

Council for Building Research, respectively. 

In this report the one-dimensional equations of motion are discussed, 

and characteristic features of flood waves are presented. A review 

III. 

is given of different numerical methods for solving the basic equations. 

The models developed within this project are based on numerical 

solutions by means of linear, implicit, finite difference schemes. 

By the mathematical model developed for regulated rivers, water 

depths and flows can be calculated at selected sections along the river 

for given discharge conditions at power plants located upstream or 

downstream. A comparison between calculated and measured water 

depths shows the model to be a reliable and valuable tool for simulation 

of unsteady flows even for a relatively complicated river channel geo­

metry. The variation of the Manning number along the river should 

be determined through calibration against measured water stage pro­

files. 

The sewer network model DAGVL-A developed within this project, 

calculates water depths and flows in tree-type sewer networks un­

der various flow conditions, including transient backwater effects. 

Pressurized flow is transformed into equivalent free surface flow 

by the introduction of a fictitious narrow slot at the upper part of 

the pipe section. The calculation procedure requires each sewer 

in the network to be divided into at least three length increments. 

The existence of hydraulic jumps may lead to uncontrollable para­

sitic oscillations in the generated numerical solution. In such 

situations the sewers in question are assumed to discharge freely 

into the downstream junction. 



IV. 

The outflow hydrographs obtained by DAGVL -A are believed to be 

sufficiently accurate to serve as a basis for comparison between 

approximative models, however with reservations for the uncertain­

ty regarding the description of flow conditions at junctions. 

The EPA-model SWMM, the RRL routing procedure, the "kinematic 

wave'; and the "displacement" method are all approximative models, 

which do not consider transient back water effects. Outflow hydro­

graphs for a hypothetical sewer network obtained by these approxi­

mative models have been compared with the "exact" solution of 

DAGVL-A. The comparison made shows that for practical applica­

tions sufficient accuracy can be obtained in most cases by the EPA­

model or the RRL-method. 

The only method in use in Sweden is the displacement method, i. e. 

pure translation of the inflow hydrograph without changing its shape. 

This method is the most approximate one of the above mentioned 

methods. The outflow hydrograph is delayed, and it has an 

erroneous shape. The peak flow may be over- or underestimated 

depending on the characteristics of the sewer network. 
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1. PROBLEM OCH MALSATTNING 

1. 1 Inledning 

Nar vattenfOringen genom en vattenkraftstation plotsligt okas 

fra.n sag 100m3 /still BOO m 3/s erhalles pa stationens ned­

stromssida en brant flodesfront som fortplantas liings vatten­

draget. Fa stationens uppstromssida erhalles en negativ vag, 

en vattenstandssankning, som fortplantas i uppstroms riktning. 

Dessa fOrlopp ar exempel pa icke stationara flodesfOrhallanden 

vilka fOr en detaljerad beskrivning kraver fysikaliskt korrekta 

beriikningsmodeller. 

De for ett icke stationart flodesforlopp i ett vattendrag eller i 

en ledning styrande sambanden utgores av ett kontinuitetssam­

band och ett dynamiskt samband. Dessa tva samband - rorelse­

ekvationerna - har formen av partiella differentialekvationer vil­

ka i sin allmanna formulering saknar analytisk losning. Nume­

risk lilsning maste diirfor tillgripas. 

Oavsett om den numeriska losningen baseras pa de allmiinna 

rorelseekvationerna eller pa forenklade versioner av dessa ek­

vationer kan berakningstekniska svarigheter uppsta i form av o­

vantade svangningar i de beriiknade storheterna. Dessa sviing­

ningar kan i vis sa fall snabbt vaxa i styrka och leda ti 11 helt o­

rimliga vattenstands- och flodesvariationer. Det ar i sadana fall 

nodvandigt att kunna avgora om dessa "parasitiska svangningar" 

sammanhanger med differentialekvationernas egenskaper eller 

om de beror av det simulerade flodesforloppets karaktar eller 

om de ar att hanfora till brister i den numeriska losningstekni­

ken. En stor del av avhandlingen agnas darfOr at rorelseekva­

tionerna och deras egenskaper samt at flodesvagors karakteris­

tiska forlopp. Vidare presenteras olika numeriska losningsme­

toder och deras egenskaper, speciellt da de fOr de aktuella till­

lampningarna framtagna metoderna. 

De mera praktiska tilllimpningarna av de konstruerade beraknings­

modellerna redovisas i de tva avslutande kapitlen .. 

1. 



2. 

1. 2 Matematiska modeller for flodesforlopp 
i reglerade vattendrag 

I flera svenska alvar planeras en effektutbyggnad vid redan existe­

rande vattenkraftverk vilken, om den genomfores, kommer att in­

nebara storre och snabbare vattenstands- och vattenforingsvaria­

tioner an de som erhalles vid nuvarande tappningsfOrhallanden. 

Storre krav an tidigare maste darfor stallas pa utnyttjade be­

rakningsmodeller. Malsattningen har darfOr varit att utveckla 

en matematisk modell som for givna tappningsfOrhallanden vid 

uppstroms och nedstroms kraftstation medger en detaljerad prog­

nos av vattenstands- och flodesutvecklingen langs vattendraget 

mellan de tva stationerna. 

En enkel och i Sverige ofta utnyttjad metod for berakning av vatten­

standsutvecklingen i ett vattendrag vid givet tillflode ar den metod, 

som bygger pa en uppdelning av vattendraget i en serie deli:nagasin 

for vilka upprattas dels en magasinskurva, dels en avbordnings­

kurva for delmagasinets utlopp. Om damningseffekter finns bor en 

avbordningskurva konstrueras for varje damningsniva. Med ut­

gangspunkt fran de konstruerade sambanden genomfors en stegvis 

berakning i tid och rum av flodesforloppet, se t ex Rundgren (1969). 

I de fall da fli:idesvariationerna langs vattendraget ar sma kan den 

skisserade metoden ge godtagbara resultat. Vid snabbare flodes­

variationer kommer emellertid flodesvagens dampning att bli stark! 

beroende av delmagasinens storlek och det valda tidsstegets langd. 

Ett stort antal berakningsmetoder baserade pa fi:irenklade rorelse­

ekvationer finns redovisade i litteraturen, se t ex Miller och Cunge 

(197 5). Gemensamt for de fiesta av des sa metoder ar emellertid 

att de ej kan behandla uppstroms gaende vagor. De kan s8.ledes ej 

beskriva den uppstroms gaende vag som erhalles vid en pli:itslig 

tappningsandring vid nedstromskraftverket. Den planerade effekt­

utbyggnaden kan i Sveriges sti:irre kraftproducerande alvar komma 

att innebara tappningsandringar av storleksordningen :: 1000 m 3 /s 



pil nilgra fil. minuter. En godtagbar beskrivning av de stora och 

snabba vattenstil.ndsvariationer som darvid erhillles kan ej uppnils 

med forenklade berakningsmetoder. En berakningsmodell base­

rad pil de fullstandiga rorelseekvationerna bar darfor anvandas. 

Matematiska modeller baserade pil de fullstandiga rorelseekva­

tionerna ger allmant sett sakrare resultat an de fOrenklade me­

toderna. Framforallt ar de mera generella och lattare att an­

passa till olika typer av problemstallningar. Tendensen synes 

vara den att utvecklingen gilr mot ett allt storre utnyttjande av 

modeller baserade pil numerisk losning av de fullstandiga rorel­

seekvationerna allt eftersom dokumentationen rorande losnings­

metoder och berakningsresultat vaxer, se Mahmood och Yevjevich 

(1975). En siidan modell har darfOr i foreliggande avhandling ut­

vecklats for tillampning pil subkritiska flodesforhallanden. 

1. 3 Matematiska modeller for flodesfOrlopp i dagvattensystem. 

Under senare iir har dagvattenproblematiken alltmer aktualiserats 

av okande milji:ivil.rdskrav bland annat mot bakgrund av bradd­

ningsproblem i kombinerade ledningssystem och hoga investerings­

kostnader i samband med utbyggnad och renovering av dagvatten­

ledningar. Ett meningsfullt studium av funktionen hos och effek­

terna av olika alternativa tekniska losningar kraver emellertid 

tillgiing till fysikaliskt mera korrekta berakningsmodeller an den 

berakningsmetod - retardationsmetoden - som nu utnyttjas i 

Sverige for prognos av flodesforloppet i dagvattenledningar. 

Miilsattningen har darfor varit att konstruera en matematisk 

modell som med s!Orre noggrannhet kan berakna flodesforlop-

pet i ett ledningssystem vid givna tillfloden. 

Den snabba utvecklingen pil datorteknikens omril.de har underlat­

tat utvecklingen av matematiska modeller fOr berakning av av­

rinningsfOrloppet friln urbana omraden vid haftig nederbord. Ex­

empel pa siidana avrinningsmodeller ar NIVA-modellen, EPA­

modellen SWMM, UCUR-modellen, RRL-metoden samt WRE­

och HVM-modellerna. Dessa modeller innefattar en mer eller 

3. 



4. 

mindre approximativ simulering av alla i det totala avrinnings­

forloppet ingaende delprocesser. I denna avhandling behandlas 

dock enbart de i modellerna ingaende ledningsnatrutinerna, dvs 

de berakningsrutiner som beskriver flodesfOrloppet i lednings­

systemet. 

Existerande flodesmodeller for ledningsnat kan indelas i tva 

grupper: 

A-modeller, i vilka flodesforloppet beraknas under be­

aktande av eventuella damningseffekter fran nedstroms 

liggande ledningar (WRE, HVM). 

B-modeller, i vilka damningseffekter ej beaktas (NIVA, 

EPA, RRL, UCUR, retardationsmetoden). 

I typ B-modellerna beraknas alltsa flodesforloppet for varje 

ledning under antagande av fritt utlopp i ledningens nedstroms­

sektion, vilket torde vara en godtagbar approximation vid inte 

alltfOr flacka ledningssystem. En fOrutsattning ar givetvis att 

inga dammande konstruktioner byggts in i systemet. 1 )De upp­

raknade B-modellerna bygger emellertid pa sa starkt fOrenkla­

de antaganden att deras formaga att med godtagbar noggrannhet 

beskriva ett givet flodesforlopp inte utan vidare kan accepteras. 

Typ A-modellerna syftar till en fullstandig analys av flodesfOr­

loppet i ett ledningsnat under varierande flodesfOrhallanden och 

randvillkor och ar berakningstekniskt mera komplicerade an 

B-modellerna. 

Av fOrfattaren har utvecklats en typ A-modell och en typ B-modell 

benamnda DAGVL-A resp DAGVL-B. Dessa modeller bygger pa 

de fullstandiga rorelseekvationerna och har utnyttjats som refe­

rensmodeller vid test av olika typ B-modellers egenskaper. Lit­

teraturreferenserna avseende typ A-modellerna HVM och WRE 

ar alltfor knapphandiga for att tillata en upprogrammering av 

resp ledningsnatrutiner. Datorprogrammen har tyvarr ej varit 

tillgangliga. 

1) eller att ledningarna ej gar fyllda. 



2. GRUNDLAGGANDE EKVATIONER FOR GRADVIS 

VARIERANDE ICKE STATIONAR STROMNING MED 

FRI VATTENYTA. 

2. 1 GrundHiggande principer 

Detta kapitel behandlar harledningen av de tva grundlaggande 

ekvationerna for gradvis varierande icke stationar, endimen­

sionell stromning med fri vattenyta, s k kanalstromning: 

- kontinuitetsekvationen baserad pa lagen om 

massans oforsti:irbarhet 

- rorelsemangdekvationen erhallen ur Newtons 

andra lag 

Ett kanalflode sages vara gradvis varierande om stromlinjernas 

krokning ar liten, vilket fi:irutsatter att kanalbottnens och vatten­

ytans krokningsradie ar star i forhallande till vattendjupet. En 

konsekvens av detta ar att vattenfi:iringen eller vattenstandet ej 

far variera for snabbt med tiden. Det vata tvarsnittets form 

behover ej vara konstant men forutsattes variera sa langsamt 

langs kanalen att nagra avlosningsfenomen ej uppstar. Om ovan 

namnda villkor ar uppfyllda kan flodesforloppet studeras med 

hjalp av en endimensionell analys, vilket innebar att man forsum­

mar hastighetskomponenter vinkelratt huvudflodesriktningen. Tryck­

fordelningen kan da forutsattas vara hydrostatisk och vattenytan kan 

antagas vara horisontell i tvarsnitt vinkelratt huvudflodesriktningen. 

De for den endimensionella analysen uppstallda villkoren kan sy­

nas vara sa restriktiva att denna analys endast kan utnyttjas for 

mycket idealiserade flodesforhallanden. Det visar sig emeller­

tid mojligt att med tillfredsstallande noggrannhet anvanda de er­

hallna sambanden for berakning av t ex relativt snabbt varieran­

de floden i naturliga vattendrag. N agra generella kriterier fOr 

vad som kan anses vara gradvis varierande stromning ar svara 

att uppstalla. Termen "gradvis varierande" kan darfor tolkas 

olika av olika forfattare beroende pa vilken approximations­

grad man bedomer sig kunna acceptera. 



6. 

De endimensionella ekvationer, ofta kallade Saint- Venants 

ekvationer, som barledes med utg£ngspunkt frftn ovan angiv­

na grundlaggande antaganden f6rutsatter dessutom att botten­

lutningen ar liten men ej n6dvandigtvis konstant och att vat­

ten ar en densitetshomogen och inkompressibel vatska. 

Vid analysen kommer vi att utnyttja den i fig. 2-1 skissera­

de differentiella kontrollvolymen. Kanalfl6det definieras dar 

av vattendjupet Y = Y (x, t) vinkelratt bottnen, tvarsektionen 

A =A (x, Y) i yz-planet och avb6rdningen Q = Q (x, t). Den 

differentiella kontrollvolymen utg6res av en strimla med 

Fig. 2-1. 

Q-.!2 dx 
ox 'T 

· dt ·dx 

7/.t~?.;~'/T---- Y(x,t +dt) 

Q+~-~ 
•• 2 

Differentiell kontrollvolym for str6mning 
med fri vattenyta. 

langden dx, medelarean A och volymen W. Kontrollvolymen, 

vars "tak" utg6res av vattenytan, ar sruedes variabel. Huvud­

fl6desriktningen ar i x-led och t ar tidskoordinaten. 

2. 2 Kontinuitetsekvationen 

Kontinuitetsekvationen baserar sig p£ lagen om massans of6r­

st6rbarhet. Det f6ljer av denna lag att nettoinfl6det av massa 

till den variabla kontrollvolymen W i fig. 2-1 mftste vara li­

ka med massans 6kning per tidsenhet inuti kontrollvolymen. 



For en inkompressibel och densitetshomogen vatska erhalles 

saledes 

eller 

oQ + oA = 0 . 
dx ot ' 

(2 0 1) 

(2 0 2) 

Detta samband galler aven om vatskan icke ar densitetshomo­

gen forutsatt att dess kompressibilitet ar forsumbar. Vi for­

utsatter dock i det foljande att densiteten p = p
0 

= konstant. 

Om vi med b (x, y) betecknar sektionens bredd pa nivan y, se 

fig. 2-2, erhalles tvarsektionens area som funktion av vatten­

djupet Y = Y (x, t) enligt 

y 

A = I b (x, y) dy ; 

0 

y 

Blx.Yl 

Fig. 2-2. Geometrisk definition av flodessektion. 

Vidare erhalles efter derivering 

y 

~~ = J ob J~' y) dy + B ¥x; 
0 

(2 0 3) 

(2. 4a) 

(2.4b) 

7. 
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dar B = B (x, Y) ar sektionens bredd i vattenlinjen. Vid pris­

matisk kanal, b = b (y). reduceras ekv. (2. 4b) till 

8A 
flx 

B flY 
dx (2. 5) 

Kontinuitetsekvationen kan saledes skrivas pa foljande alterna­

tiva former: 

Beroende variabler: 

flQ + flA _ 0 . 
dx ClT"- ' 

A flV + VB flY+ B CJY = 0 . 
crx crx err • 

(prismatisk kanal) 

dar V = Q/A ar flodets medelhastighet. 

2. 3 Rorelsemangdekvationen 

Q, A 

Q, y 

V, y 

(2. 6a) 

( 2. 6b) 

(2. 6c) 

En ekvation som uttrycker ett flodes dynamiska forhallanden 

kan harledas antingen ur Newtons andra lag eller ur termodyna­

mikens forsta huvudsats. Harledningen genomfors har enligt 

det forsta alternativet. 

Enligt Newtons andra lag galler att vektorsumman F av alla 

krafter som verkar pa en masspartikel Am ar lika med for­

andringen per tidsenhet av rorelsemangdvektorn Am · v, dar 

v ar hastighetsvektorn. Saledes 

~(Amv) =F; (2.7) 

Detta samband kan aven utnyttjas for en kontinuerlig samling 

av partiklar, sasom en del av en strommande vatska, varvid 

F representerar de pa partikelsamlingen verkande yttre kraf­

terna. 



:!'~l~_k_:>~e_!_ ~ ~o::e~s~::;~n.[d_ p g a de verkande krafterna for 

den vid tiden t befintliga vatskemassan i kontrollvolymen 

i fig. 2-1 kan skrivas sam summan av nettoutflodet av rorel­

semangd och okningen per tidsenhet av rorelsemangden inom 

kontrollvolymen, set ex Daily och Harleman (1966) eller 

Whitaker ( 19 68) 

d ( ~ l J· ... (... .. l a J .. at tl.m · v = p v v·ndS + m; pvdW 

s w 

dar n ar normalvektorn riktad ut fran ytelementet dS pa 

kontrollvolymen. I huvudfli:idesriktningen 1) erhalles med p=p 
0 

d I 2 dS I 2 ~( Iv clA) dx = crr(tl.m . vx)=po - p vxdS + p
0 vx 0 at x 

s2 sl A 

a Q2 
dx + p aQ dx. (2. 8) = Po crx(~A) 0 m- ' 

dar s1 och s2 ar kontrollvolymens andytor enligt fig. 2-1' 

v ar hastighetsvektorns v komponent i x-riktningen och ~ 
X 

iir en hastighetsfi:irdelningskoefficient definierad enligt 

A 
~ = 
~ I 2clA· 

vx ' 
A 

Vi observerar att ~ = 1 om hastigheten iir lika star i alla punk­

ter i tvarsnittet. 

De pa kontrollvolymen i flodesriktningen verkande krafterna iir 

tyngdkraften F g ; tryckkrafter F p och tangentiella krafter F,; 

]:'~_gd_!<~a_!!:~n~ ~o2_Il_p~n!:n_! .!:_ ~-Ei~t~i~g~l2_ ~r _ 

F g = p
0

gAdx · sine = p
0

gAI
0

dx 

1) x- riktningen 

(2. 9) 

9. 



10. 

dar 9 = kanalbottnens lutningsvinkel, I = sin 9 "" tan e = 
0 

kanalens bottenlutning och g = jordaccelerationen. 

~~~!_e.:_a.:;'.!.e _!ry£_~~f!:~n- i x-riktningen erhil.lles med i fig. 2-3 

definierade tryckkrafter F 1 , F 2 , F 3 och F 4 till 

(2. 10) 

Fig. 2-3 Hydrostatiska krafter i x-riktningen, 

Vid gradvis varierande stromning forutsattes trycket vara hyd­

rostatiskt och vattenytan horisontell i tvarsnitt vinkelratt hu­

vudstromningsriktningen. Sil.ledes 

y 

F 2 - F 1 = ck ( J [ p
0 

g (Y -y) · b{x, y) cos 6 J dy) dx 

0 

y 

= ( J P
0 

g cos 9 [~ · b(x, y) + (Y-y) · Clb~~· y)] dy) dx; 

0 

y 

F
3

+F
4 

= ( J p
0

g (Y-y) Clb&~' y) cos e dy) dx; 

0 

vilket med cos e = 1, (1
0 

< 1 %) ger 

y 

ay I F = -p g """" ( b (x, p 0 ox y) dy) dx = - p 
0 

gA ~ dx ; 

0 

(2.11a) 

(2. llb) 

(2. 12) 



· _!?~ ~r:_g~n_!i~l~a _k_::a_!t~r2_1<::_ _!,; utgores av friktionskrafter langs 

kanalens batten och sidor och kan skrivas 

(2. 13) 

dar 'Mar medelskjuvspanningen i x-riktningen langs den v~ta 

perimetern P, se fig. 2-2. Vi ~terkommer till den praktiska be 

stamningen av 'M i kap. 2. 5. 

Summering av de fern termerna ger rorelsemangdekvationen p~ 

endimensionell form 

Q2 ay 
Wrl+gArx~gA (2. 14) 

dar If ~ 1: Mp / p
0

gA och benamnes friktionslutningen. 

Vid prismatisk kanal och konstant ~ kan ekv. (2. 14) formuleras 

ilQ ilQ 2 ilY 
1lT+ 2~ V dx + (gA - ~ BV ) ClX ~ gA (I

0 
- If) (2. 15) 

En annan oft a redovisad formulering ar ( ~ ~ 1), 

2 
1_ av + a ( Y + ~) 
g tlT dx 2g (2. 1 6) 

dar de beroende variablerna Q, A overforts till V, Y med 

hjalp av kontinuitetsekvationen. 

Som tidigare p~pekats kan ett dynamiskt samband forutom ur 

Newtons andra lag harledas aven ur termodynamikens forsta 

huvudsats, vilken utsager att okningen av systemets energi ar 

lika med summan av till systemet utifr~n tillfort varme och det 

arbete yttre krafter utrattar p~ systemet. Denna princip till­

lampad p~ flodessystemet i fig. 2-1, ger med de antaganden som 

tidigare utnyttjats 

11. 
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aQ + a 
tlT 11x (2. 17) 

dar Ie uttrycker flodets inre energidissipation (irreversibel over­

fi:iring av mekanisk energi till varme) per massenhet och tidsenhet 

och a ar en hastighetsfordelningskoefficient definierad enligt 

Denna energiekvation skiljer sig fran rorelsemangdekvationen 

dels genom att den innehaller hastighetsfordelningskoefficien­

ten a istallet for ~ dels genom den annorlunda formulering 

av hogerledet, Ie istallet for If. 

Det grundlaggande antagandet vid harledningen av rorelsemangd­

ekvationen ar antagandet om att stromlinjernas krokning ar liten, 

vilket leder fram till forutsattningen om hydrostatisk tryckfordel­

ning (p + pgy = konstant). Denna forutsattning ar exakt uppfylld 

endast om stromningen ar stationar och likformig. 1) 

De uppstallda differentialekvationerna skall kunna beskriva fort­

plantningshastigheten av i flodet inforda sti:irningar, dvs kunna 

ge ratt vaghastighet. En viss uppfattning om den approximations­

grad som antagandet om forsumbar krokning innebar kan erhallas 

genom en jamforelse med enligt potentialstromningsteori beraknad 

vaghastighet. 

1) Trycket p = p(x, y, z, t) ar i sjalva verket sammansatt av 
dels en hydrostatisk del beroende av avstandet till vatten­
ytan, dels en dynamisk del relaterad till stromlinjernas 
krokning och flodets turbulenta egenskaper och kan erhallas 
genom integrering av y- och z-komponenterna i Reynolds 
ekvationer (allmanna rorelseekvationer formulerade med 
utgangspunkt fran stromningens turbulenta egenskaper), se 
t ex Strelkoff ( 1969). Turbulensens inflytande pa tryck­
fi:irdelningen ar dock i praktiken hell forsumbar. 



For en svangande vag med liten amplitud och vaglangden L erhal­

les ur potentialstromningsteorin en vaghastighet av, se t ex Hen­

derson (19 66). 

c =VgL tanh 2"y· 
27T L 

(2. 18) 

For vagor pa grunt vatten ( Y /L <<1) kan delta samband approxi­

meras till 

(2. 19) 

vilket arden vaghastighet som for stillastaende vatten (V=O) defi­

nieras av de uppstallda rorelseekvationerna. 1) Vi finner da att max 

5 procents fel vid berakning av vaghastigheten enligt ekv (2. 19) kra­

ver att Y /L< 0. 09. Detta innebar att den av rorelseekvationerna 

definierade vaghastigheten for Y /L = 0. 09 ar ca 5 procent for hog 

beroende pa antagandet om hydrostatisk tryckfordelning. 

2. 4 Koefficienterna a och 13 

a - och J3 -vardena ar vid likformig stromning funktioner av kanal­

sektionens form och ril.het samt av vardet pa Reynolds tal Re = 

= V·R/V, dar R = A/P = hydrauliska radien och V = vattnets ki­

nematiska viskositet. Vid turbulent stromning ar hastigheten for­

hallandevis jamnt fordelad over tvarsnittet varfor CJ.- och J3 -vardena 

avviker relativt litet fran vardet 1. 0. I tabell 2. 1 redovisas fran 

Chow (1959) hamtade varden for olika typer av sektioner. 

varde pa a varde pa J3 

13. 

min me del max min me del max 

Regelbundna kanaler 1. 10 1. 15 1. 20 1. 03 1. 05 1. 07 

Naturliga vattendrag 1. 15 1. 30 1. 50 1. 05 1. 10 1. 17 

F1oder med istacke 1. 20 1. 50 2.00 1. 07 1. 17 1. 33 

Floddalar, oversvammade 1. 50 1. 7 5 2.00 1. 17 1. 25 1. 33 

Tab ell 2. 1 Normala variationsomraden for hastighetsfordelnings­
koefficienterna CJ. och J3. Efter Chow (1959). 

1) se kap 4. 1. 
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Det bar papekas att angivna vardena galler for likformig stromning. 

I naturliga vattendrag med varierande sektionsforrn, krokar m m kan 

koefficientvardena givetvis uppvisa avsevart storre variationer. Det 

ar i sadana fall nodvandigt att genomfora uppmatningar av hastighets­

profilerna och berakna vardena pa 13 ocha enligt de i ekv (2. 8) och ekv 

(2. 17) givna definitionerna. 

Matvarden avseende stromning i delvis fylld hydrauliskt glatt cirkular 

sektion med diametern d redovisas i fig 2-4 som furiktion av relati­

va vattendjupet Y /d. Ett representativt varde pa ~ for Y /d >0. 5 

ar enligt des sa forsok ~ = 1. 01. For lagre varden pa fyllnadsgraden 

vaxer p med avtagande vattendjup. Forsaken utfOrdes inom ett sniivt 

intervall med avseende pa rorvaggarnas rahet (stalror), varfor nagot 

hogre varden, ~ :::: 1, 02 - 1. 05, kan fOrviintas fOr t ex betongror av 

liten dimension. 

Vid turbulent stromning ar hastigheten relativt jamnt fordelad over 

tvarsnittet. Sambandet mellan ~ och a kan da approximativt skrivas, 

Engelund (1965), 
a - 1 p:::1 +-3-; (2.20) 

vilket samband i huvudsak satisfieras av de i fig 2-4 redovisade ex­

perimentella resultaten. 

For stationar stromning (flQ/flt = flQ/fJx = 0) och konstanta varden pa 

a och 13 kan ekvationerna (2. 14) och (2. 17) overforas till form en 

(2.21a) 

~ ( 1 - a F r 2 ) = I - I 
ax o e (2. 21b) 

dar Fr = Froudes tal = V / lj gA/B. Av dessa samband frarngar att 

den relativa betydelsen av a - och ~ -vardenas avvikelse fran 1. 0 av­

tar med vardet pa Froudes tal. 

For en av de i detta sammanhang aktuella praktiska tilliimpningar-

na - berakning av fliidesfiirhallandena i mer eller mindre uppdiimda 

alvfaror - ar detta villkor med avseende pa Froudes tal i de allra 

flesta fall uppfyllt, Fr< ca 0. 1. Vid den andra aktuella tilliimpningen 
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Fig 2-4 Experimentellt uppmatta varden p~ hastighetsfordel­
ningskoefficienterna rx. och ~ i cirkular ledning med dia­
metern d. Reynolds tal VR/V ar av storleksordningen 10 5 . 
Efter Yevjevich och Barnes (1970). 

- berakning av flodesforlopp i dagvattenledningar - ar forhiillandet 

det, att man pa grund av gallande svenska minimilutningar (krav 

pa sjalvrensning) kan erhalla superkritiska (strakande) stromnings­

forhallanden med varden pa Froudes tal strax over 1. 0. Det synes 

dock icke rimligt, med hansyn till ovriga gjorda antaganden och app­

roximationer, att i datorprogram inlagga rutiner som beaktar koef­

ficienternas variation med vattendjupet, vaggarnas rahet etc. Da 

det dessutom ar flodesforloppen vid fyllnadsgrader storre an 0. 5, 

som ar av storst intresse, foreslas att man i detta fall satter ~- ~ 

1. 03 ~ konstant. vilket motsvarar a. ~ 1. 09. 

2. 5 Uppskattning av 'M'-If och Ie. 

Av ekvationerna (2. 21) framgar att man for sma varden pa Froudes 

tal kan satta Ie"" If, dvs att 

'tM ~ p gRif "'p gRI ; o o e (2. 22) 

Vid likformig stromning galler detta samband exakt. 
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Friktionslutningen och energilinjens lutning vid likformig strom­

ning I ~ Ie = If kan beraknas med hjalp av t ex Chezy 's formel 

V ~ C . R 1 /2 . I1 /2 (2.23) 

eller Mannings formel 

(2. 24) 

dar C ar Chezy 's koefficient, n ar Mannings rahetskoefficient 

och R = A/P ar hydrauliska radien. Uttryckt i engelska fot -

sekund - enheter far ekv (2. 24) utseendet 

v 1. 486 R2/3 I1/2 ; 
n 

(2. 2 5) 

I svensk litteratur sattes ofta 1 /n = M dar M benamnes Man­

nings tal. M omnamnes aven som Stricklers koefficient. 

Av dessa formler ar Mannings formel den for kanalstromnings­

berakningar mest anvanda. 

Det ar en allmant vedertagen praxis att for gradvis varierande 

och icke stationar stromning forutsatta att Ie och If (och 1: M) 

kan beraknas som for likformig stromning. Detta torde i de fles­

ta fall vara ett godtagbart och i praktiken nodvandigt antagande, 

men det ar liksom antagandet om hydrostatisk tryckfordelning, 
. t' 1) en approx1ma 1on. 

Enligt Liggett (197 5) har mycket fa forsok gjorts att studera frik­

tionskrafter vid olikformig och icke-stationar stromning, men 

det forutsattes allmant att for likformig stromning erhrulna ex­

perimentella resultat galler aven i dessa fall. Med tanke pa de 

svarigheter som ar forknippade med uppskaHningen av vardet 

pa rahetskoefficienter, torde dock de har diskuterade effekter­

na vara av sekundart praktiskt intresse. 

1) Vid likformig stromning erhrules fullt utbildade hastighetsprofiler, 
vilket ej ar fallet vid varierande flode. 'tM kan da ej formuleras 
som en entydig funktion av flode och vattendjup vid given botten­
rabet, utan hansyn maste tas aven till hastighetsprofilens forand­
ring i tid och rum. 



Friktionslutningen If och energilinjens lutning Ie uppskattas 

sa-lunda i praktiken pa samma siitt. Av ekv (2. 21a och b) fram­

gar emellertid att vivid olikformig stromning ej kan satta iden­

titetstecken m ell an If och Ie . 

2. 6 Lateralt tillflode 

I de fall da ett lateralt tillflode sker till huvudflodet maste han­

syn tas till detta i kontinuitets- och rorelsemangdekvationerna. 

Vi fi:irutsatter att tillfli:idet kan betraktas som ett jamnt fi:irdelat 

flode q per Hingdenhet av vattendraget. Till vansterledet i 

ekv (2. 1) maste da laggas termen q . dx varfi:ir kontinuitets­

ekvationen blir 

(2. 2 6) 

Vad avser riirelsemangdekvationen behi:iver vii ekv (2. 8) endast 

dra termen p qu dx, (u ar tillfliidets hastighetskomponent i hu-
0 X X 

vudfli:idets riktning) fran nettoutfliidet av riirelsemangd. 

Ri:irelsemangdekvationen vid lateralt tillfliide blir da 

8Y 
+ gA "'=" = gA (I - If) + qu ; 

oX 0 X 
(2.27) 

2. 7 Sammanfattning 

Med utgangspunkt fran lagen om massans ofi:irstOrbarhet resp 

Newtons andra lag har harletts tva styrande ekvationer for icke 

stationar, gradvis varierande kanalstromning. Dessa ekvatio­

ner ar kontinuitets- resp ri:irelsemangdekvationen: 

8Q + 8 
l1t dx 

alternativt ClQ + B ()y = 0 rx err (2.28) 

(2. 29) 

17. 
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Till hogerledet i ekv (2. 28) resp ekv (2. 29) skall vid lateralt till­

flode lii.ggas termen q resp qu . 
X 

Vid stromning i prismatisk kanal kan rorelsemii.ngdekvationen 

skrivas 

(2. 30) 

!3 ar en hastighetsfordelningskoefficient vars vii.rde obetydligt av­

viker fr?m 1. 0 och som vid utprii.glat subkritiska forhaJlanden (sma 

vii.rden pa Froudes tal) kan approximeras till 1. 0. 

Friktionslutningen If kan berii.knas ur for likformig stromning 

uppstii.llda formler, t ex Mannings formel. 



3. GRUNDLAGGANDE EKVATIONER FOR ICKE 

STATIONAR RORSTROMNING 

3. 1 Vatten som kompressibel vatska. Tvarsektionens 
deformation. 

Ri:irstri:imning kan aga rum vid delvis eller helt fylld lednings­

sektion. Vid delvis fylld sektion galler de samband sam harletts 

fi:ir stri:imning med fri vattenyta i kapitel 2. En i:ikning av mass an 

mellan tva kontrollsektioner ger da en fi:irhi:ijning av vattenytan. 

Vid stri:imning i helt fylld sektion kan en i:ikning av massan daremot 

endast ske genom en komprimering av vattnet och en utvidgning av 

riirsektionen. Nya kontinuitets- och riirelsemangdekvationer mas­

te darfi:ir uppstallas, dar hansyn tas till vattnets kompressibilitet 

och ri:irsektionens deformationsegenskaper. Malsattningen ar da 

att formulera de grundlaggande ekvationerna, sa att analogi erhal­

les mellan de tva stri:imningstillstanden. Harigenom underlattas 

det numeriska berakningsfi:irfarandet vid gradvis i:ivergang mellan 

stri:imning med fri vattenyta och i helt fylld sektion. De genom­

fi:irda harledningarna bygger i huvudsak pa gangse fi:irutsattningar 

l 9. 

och antaganden inom den s k tryckslagsteorin, se t ex Parmakian 

(1963) eller Streeter och Wylie (1967). Sektionsarean fiirutsattes 

vara cirkular och ha diametern d. Beteckningar framgar av fig. 3-1. 

---
-- - Trycktinje 

p/p·g 

X 

Fig. 3-1. Kontrollvolym fOr stri:imning i helt fylld ledning 
med diametern d. p ii.r i:ivertrycket relativt 
trycket vid natt och jamnt fylld ledning. 
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Nar trycket i en vattenvolym okar med 6p andras vattnets den­

sitet med 6p. Storleken av denna andring definieras av sam­

bandet 

Po 
6p ~ ~ 6p ::::: E · 6p ~ 

V· V 

6p. 
2• 
a 

0 

( 3. 1) 

dar Ev ~ vattnets elasticitetsmodul, vilken for praktiskt bruk 

kan forutsattas vara konstant och sattas till 2, 1 . 1 o9 N fm 2 . 

Densiteten p har approximerats med vattnets densitet p vid 
0 

natt och jamnt fylld sektion, vilken satts 1ika med densiteten vid 

atmosfarstryck. Vi fOrutsatter vidare att densiteten ar konstant 

over tvarsnittet. a ~ V E / p' ar ljudets hastighet ( elastiska 
0 v 0 

tryckviigors hastighet) i en vattenvolym med oandlig utbredning 

eller i Em av oeftergivliga vaggar omsluten vattenvolym och upp­

giir till 1435 mls. 

Vid hydrostatisk tryckfordelning galler relationen dp ~ -pgdy cos 8 

vilket fi:ir smii ledningslutningar kan reduceras till dp"' -pgdy. Om 

detta samband insattes i ekv. (3. 1) vilken sedan integreras over in­

tervallet ( y ~ d; y ~ Y), dar Y ar trycklinjens nivii relativt ri:ir­

bottnen, erhiilles vattnets densitet vid i:ivertrycket pg (Y -d) till 

2 g(Y-d) /a 
2 

P ~ Poe o::::: p o ( 1 + g(Y- d) I a o ) ( 3. 2) 

Ett relativt overtryck motsvarande 20 meter vattenpelare med-

for siiledes en sii lit en relativ densitetsdifferens som 6p I p ~ 10- 4 . 

Med hjalp av ekv. (3. 2) kan nu overtrycket p relativt trycket 

vid natt och jamnt fylld ledning skrivas 

y 

p ~ J g p ( 1 + g (Y - y) /a 2 ) dy ~ 
0 0 

d 
(3. 3) 

~ g p 
0 

(Y - d) ( 1 + g (Y - d) / 2 a 2 
0 

) 

Om deformationen av ett ledningssegment dx antas oberoende 

av omgivande sektioner kan for en cirkular ledning med diame-



tern d, sektionsareans okning D.A skrivas 

Ad 
0 

D.A"' ~ t:,. P = 
r 

/::,. p ; 

dar E = rormaterialets elasticitetsmodul, A = 1rd
2 

/4, r o 

(3. 4) 

e = rorvaggens tjocklek och a = V E e / p d' med dimen-r r o 
sionen hastighet. For betongror ar E av storleksordning-

10 2 r 
en 4 · 10 N/m. Med d =1m och e = 0,05 m erhalles 

a till 1400 m/s. 
r 

Tvarsektionens area vid overtrycket pg (Y -d) erhalles nu 

med ekv ( 3. 3) till 

[ 
g(Y-d)(1+g(Y-d)/2a 

2
)] 

A=A 1+ 0 

0 2 
ar 

"'A (1+g(Y-d)ja 2 ); o r ( 3. 5) 

dar vi fOrsummat termer av storleksordningen 1 /(a a )2 . r o 
Ett overtryck motsvarande 20 m vattenpelare ger alltsa med 

a = 1400 m/s en relativ areaokning D.A/A = 10- 4 . r o 

3. 2 Kontinuitetsekvationen 

Kontinuitetsekvationen baserar sig liksom vid stromning med 

fri vattenyta pa principen om massans oforstorbarhet. Netto­

inflodet av massa till kontrollvolymen i fig. 3.1 maste dii.rfor 

vara lika med okningen av kontrollvolymens massa, 

a a -ax( pQ) dx dt =at (pA) dx dt; ( 3. 6) 

Densiteten p antages som tidigare vara konstant over tvar­

snittet. 

Efter utveckling av derivatorna erhalles 

( 3. 7) 

21. 
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De tva sista termerna i denna ekvation kan med hjalp av ekv (3. 2) 

och (3. 5) och med A/p = A
0

/p
0 

skrivas 

oA A ap _ 
dt + p dt - gAo 

ay 1 1 
1lt(2 +--z) 

a a r o 

= 
gAo 
-2 ( 3. 8) 
a 

dar a = a / J 1 + a 2 /a 2 ' och representerar ljudets hastig-
) o o r 

het 1 i vattnet under hansynstagande av vattnets kompressibili-

tet och rorvaggens deformation. For den tidigare specifice-

rade betongledningen ar a "" a -= 1400 m/ s varfor a"" 1000 m/s. o r 

Ekv. (3.7) kan da skrivas 

Q ap + gAo ay = o; 
pdx -2- 1lt 

a 
( 3. 9) 

Om vi nu jamfor detta samband med ekv. (2. 6b) finner vi, att 

analogi erhalles mellan sambanden for stromning i helt fylld 

sektion resp stromning med fri vattenyta, om for Y > d galler 

att 

B=B s 
2 

= gA /a 
0 

( 3. 1 O) 

samt om termen Q op ii.r forsumbar 
p dx (3.11) 

Fig. 3-2 Analogi mellan stromning med fri vattenyta 
och i helt fylld ledning erhalles genom in­
fOrande av en smal fiktiv spalt i rorets hjassa. 

1) Elastiska tryckvagors hastighet 



Det forsta villkoret motsvarar inf6randet av en mycket smal 

fiktiv spalt med bredden B i rorets hjassa, fig. 3-2. For s 
d = 1 m och a= 1000 mls ar B

8
av storleksordningen 10- 5m. 

Det andra villkoret ar normalt uppfyllt av foljande skal. Vid 

stationar stromning ar de longitudinella tryckdifferenserna 

(EJpiEJx) sma varfor densitetsdifferenserna ar forsumbara 

( Elp /Elx = 0). En sa stor tryckdifferens som .O.p = 50 000 N jm
2 

(motsvarar 5 m vattenpelare) ger en relativ densitetsdifferens 

t;::,.pfp av endast 3·10- 5 . Vi behover darfor har endast beakta de 

longitudinella densitetsdifferenser som beror av flodesvariatio­

nerna i tid och rum. For dessa overliggande differenser 6 [apfElxJ 

kan man emellertid visa att, se Parmakian (1963) 

+ 1 Elp . --am' (3. 12) 

Eftersom kvoten VIa normalt ar mindre an 1/100 kan vi for­

summa termen (Q/p) Elp/Elx i fOrhallande till termen (A/p) opfEJt 

i ekv. (3. 7). 

Kontinuitetsekvationen for icke stationar stromning i fylld led­

ning kan saledes skrivas ( i analogi med ekv. (2. 6b)) 

aQ + B ay - o 
'dx siT- (3. 13) 

dar 

Y ;;;. d = rorets diameter 

B = g A I a 2 = den fiktiva spaltens bredd s 0 

a = a I J_l_+_E __ d_l_e_E~· = tryckvagens hastighet 
o v r 

IdEm med inf6randet av den fiktiva spalten presenterades forst 

av Preissmann, se Preissmann och Cunge (1961), och utnytt­

jades sedan av Cunge och Wegner (1964) fOr berakning av svall­

ningsfOrloppet i en kraftverkstunnel med alternerande fri vatten­

yta resp. fylld sektion. 

23. 
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De antaganden och det resonemang som anvants ovan ar det som 

normalt anvandes inom tryckslagsteorin. Vi skall emellertid 

visa att analogin mellan stromning med fri vattenyta och strom­

ning i helt fylld sektion kan diskuteras fram pa ett nagot annor­

lunda satt med utgangspunkt fran massflodet Q ~ pQ. m 

Om vii ekv. (3. 6) inf6r massflodet 

hjalp av ekv. (3. 8} och (3.10) 

Q ~ pQ erhaller vi med 
m 

(3.14) 

Da vi tidigare visat att den maximala relativa densitetsdiffe­

rensen vid de flodesforlopp vi har avser studera ar mindre 

an 1 o- 4 ' kan vi i koefficienten framfor ay I at Satta p = p • 
0 

Ekv. (3.14) kan da skrivas pa samma form som ekv. (2. 6b} 

a 
dx 

B ay ~ 0 
s Clt 

(3.15) 

men uttryckt i de beroende variable rna Q I p , Y istallet m o 
for Q, Y. Kravet pa berakningsnoggrannheten bor dock ej 

stall as hogre an att det ar likgiltigt om vi beraknar Q I p m o 
eller Q, eftersom 1..;;: Q I p Q< 1 + 1 o- 4 . Vi kan darfor 

m o 
tillata oss att byta variabeln Q I p mot variabeln Q, vil­m o 
ket ater leder oss till ekv. (3.13}. 

Det genomforda resonemanget ar givetvis i princip analogt 

med det tidigare. Skillnaden ar endast den att vii derma se­

nare harledning ej behovt utnyttja ekv. (3. 12). 

3. 3 Rorelsemangdekvationen 

Ekv. (2. 7) applicerad pa kontrollvolymen i fig. 3-1 ger pa 

motsvarande satt som for stromning med fri vattenyta 

a a 
1Jf (pQ} + dx 

Q2 a 
(13 Pp;-) +A c& ~ ( 3. 16) 



dar p ar iivertrycket enligt fig. 3-1. 

Inom tryckslagsteorin ar det praxis att i riirelsemangdekva­

tionen helt fiirsumma variationer i densiteten p och tvar­

sektionens area A. Om vii enlighet med denna praxis satter 
2 

p = p = konstant, A= A = 1rd /4 och ap/ilx = p g 8Y/8x er-o 0 0 

halles 

)+gA !Y= 
0 ox g A (I - If) ; 

0 0 

(3.17) 

vilket samband ar analogt med det for stromning med fri vatten­

yta, ekv. (2. 14) fransett det forhallandet att vi har arbetar med 

en tvarsektion med konstant area. 

25. 

Man kan vidare visa, se Parmakian (1963), att termen 8(\3·Q2 /A )8x 
0 

i analogi med ekv. (3.12) ar fiirsumbar jamford med 8Q/8t. 

Denna ytterligare miijlighet till forenkling kommer vi emellertid 

ej att utnyttja. I tryckslagsberakningar fiirsummas dessutom 

ofta friktionskrafterna beroende pa att man vid t ex en snabb 

ventilstangning far mycket storre tryckvariationer an de som 

normalt forekommer vid stationar stromning. 

Ekv. ( 3. 17) har alltsa erhallits med utgangspunkt fran antagan­

det om !constant densitet och !constant tvarsektion. Om vi i­

stallet liksom vid diskussionen av kontinuitetsekvationen infilr 

massflodet Q i ekv. (3.16) erhalles, jfr ekv (3. 14), 
m 

(3. 18) 

Vi observerar att om termer av storleksordningen 1/(a a )2 
r o 

forsummas blir 

pA = p A (1 + g(Y-d) /a 2 ) (1 + g(Y-d) fa 2 ) o o o r 

(3.19) 

dar Af = totala sektionsarean inklusive den fiktiva spaltens area, 
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Vidare erhalles pa motsvarande satt 

A ilp "' 
dx 

Efter derivering och insattning av sambanden ovan far da 

ekv. {3. 18) utseendet om ~ = konstant, 

dar v = Q I p Af. m o 

:3. 20) 

Detta sam band ar ana1ogt med rorelsemangdekvationen (2. 1 5) 

for prismatisk sektion men uttryckt i variablerna Qml p
0

, Y. 

Liksom fallet var med kontinuitetsekvationen maste det aven 

har vara tillatet att byta variabeln Q I p mot variabeln Q, 
m o 

vilket ger oss en fullstandig analogi mellan stromning med fri 

vattenyta och i helt fylld prismatisk ledning, 

(3.22) 

Vid helt fylld ledning galler alltsa att A = Af = A + B (Y -d) 
0 s 

dar B = B = gA la
2

. Vi har salunda visat att man, genom s 0 

att i ledningens hjassa infora en fiktiv spalt vars bredd beror 

av vatskans och rormaterialets deformationsegenskaper, kan 

overfora stromning i helt fylld sektion till stromning med fri 

vattenyta. 

Den genomforda diskussionen kan synas vara av enbart aka­

demiskt intresse. Ur praktisk berakningssynpunkt ar ju ekv. 

{3. 17) och {3. 22) likvardiga, ty i ekv. (3. 22) kan vi om vi sa 

onskar utnyttja approximationerna 

A =A + B (Y -d) = A ( 1 + g(Y -d))- A · 
o s o 2 - o' 

a 

2 ay ay v2 
(gA- ~ B V ) "'LC""gA ~ {1- ~---, s ax o ax ~ 

a 
) - A ay. 
-g oC!x' 

(3.23) 

M8.lsattningen har emellertid varit den att for stromning i 

helt fylld sektion soka formulera samband sa likformiga med 

(3. 21) 



de fi:ir stri:imning med fri vattenyta som mi:ijligt. Detta m£1 

har alltsa uppnatts genom att undvika att utnyttja alla "till­

latna" approximationer. 

3. 4 . Sammanfattning 

Fi:ir stromning i helt fylld cirkulii.r sektion med diametern d 

har harletts kontinuitets- resp ri:irelsemangdekvationen 

aQ + B ay = o 
CJX sCJf (3. 24a) 

(3. 24b) 

dar Y ~d. B = B = gA fa
2

, A = A + B · (Y- d), A = 7Td 2 /4 s 0 0 s 0 

och a = elastiska tryckv£gors hastighet i vattnet. Langden B s 
kan tolkas som bredden p£ en mycket smal fiktiv spalt infi:ird i 

ri:irets hjassa. Denna spalt representerar ri:irvil.ggarnas och 

vattnets deformationsegenskaper. 

Dessa samband il.r helt analoga med de som tidigare harletts 

fi:ir stri:imning med fri vattenyta i prismatisk kanal. Lateralt 

tillfli:ide behandlas som vid stri:imning med fri vattenyta. 
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4. ANAL. YS A V RORELSEEKVA TIONERNAS EGENSKAPER. 

KARAKTERISTIKMET ODEN 

4. 1 Integrering av f5renklade rorelseekvationer 

I kapitel 2 och har visats att endimensionell stromning med fri 

vattenyta resp i helt fylld ledning kan beskrivas med hjalp av 

analoga kontinuitets- och rorelseekvationer. Om vi fOr enkel­

hetens skull satter 13 ~ 1 kan vi fOr prismatisk kanal eller helt 

fylld ledning skriva kontinuitets- resp rorelsemii.ngdekvationen 

oQ + B ay = 0 13X err 

oQ oQ 2 ay 
m-+2V13X+(gA-BV )'dx=gA(I

0
-If) (4.1) 

dar B = Bs = gAja2 fOr helt fylld ledning. Vi har da fi:irutsatt 

att det laterala tillflodet ii.r lika med noll. 

Dessa tva icke -linjii.ra partiella differentialekvationer uttryck­

ta i de beroende variablerna (Q, Y) och de oberoende variabler­

na (x, t) har ingen allmii.n analytisk losning. Vi skall emellertid 

hii.r fOrst behandla en forenklad problemstii.llning som mojliggor 

en analytisk losning inom ett begrii.nsat omrade av xt-planet. 

Lat oss betrakta en rak kanal med konstant rektangulii.rt tvii.r­

snitt och horisontell botten. Forutsii.tt vidare att friktionskraf­

terna kan forsummas. Ekv. ( 4. 1) kan da skrivas 1) 

( 4. 2a) 

av + v av + ay = 0 . 
err 'dx g'dx • 

(4.2b) 

Vi inf5r nu hastigheten 

c = ...;gy ( 4. 3) 

1) jfr ekv (2. 6c) och ekv (2.16) 



vilken vi igenkanner som v£ghastigheten fOr l£nga v£gor p£ 

vattendjupet Y. Eliminering av Y i ekv. ( 4. 2) genom sub­

stitution av ekv. ( 4. 3) ger 

( 4. 4a) 

(4. 4b) 

Om vi summerar resp subtraherar dessa b£da samband er­

h£lles de tva ekvationerna 

a (Vt 2c) + (V + c) a(V + 2c) ~ O 
8x 

respektive 

a (V - 2c) + (V _ ) a (V - 2c) 
t c CJx :::; 0 ; 

En jamfi:irelse mellan ekv. (4. 5a) och den totala derivatan 

d ( V + 2 ) = a(v + 2c) + dx. a(v + 2c) . 
df c dt dx ' 

visar att langs en linje C + i xt-planet med riktningen 

[~n~v+c; 
+ 

galler att 

d df(V + 2c) = 0; dvs att V + 2c = konstant = J+ ; 

( 4. 5a) 

(4.5b) 

( 4. 6) 

( 4. 7) 

( 4. 8) 

29. 
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t (X~} 

(x-cdt,t-dt} (x+cdt,t-dtl 

L-----------------------------------.-x 

Fig. 4-1 Karakteristiska riktningar i xt-planet for V = 0. 

Pa motsvarande satt finner vi av ekv ( 4. 5b) att langs en linje 

C med riktningen 

[~n = v _ c ( 4. 9) 

galler att 

d df (V - 2 c) = d v s att V - 2c = konstant = J ; ( 4. 1 O) 

Linjerna C + och C _ benamnes karakteristikor. De mot des sa 

linjer svarande konstanterna (invarianterna) J + och J kallas 

Riemann-invarianter. 

Vi har alltsa visat att det for differentialekvationerna (4. 2) ar 

mojligt att definiera karakteristiska riktningar, se fig. 4-1, 

langs vilka vissa kvantitet~r, Riemann-invarianterna, ar konstan­

ta. Om vi forflyttar oss med hastigheten V + c parallellt x-axeln 

kommer vi att uppfatta kvantiteten V + 2c som konstant. Hastig­

heterna V + c och V- c representerar alltsa vid subkritiskt 

flode, V < V gy', fortplantningshastigheten for storningar (diffe­

rentiella storningar) i nedstroms resp uppstroms riktning. 



Fig. 4-2 

Randvillkor 
i punklen x =0 

6 

4 

2 

0 Tid 
0 20 40 60 80 100 ' 120 140 5 

q=-V·Y ..::.__ 

120 

c 

4.38m 100 

4.38m 80 

3.98m 60 

43Bm 

4.70m Oslorl omrade 

p 

Konstruktion av karakteristiskt rutnat och berakning 
av vattenstandsutvecklingen Y (0, t) i en 400 m lang 
horisontell kanal under antagande av fi:irsumbar frik­
tion. Efter ABBOT (1966). 
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For att dernonstrera det praktiska utnyttjandet av de hii.rledda 

sarnbanden betraktar vi en 400 rn lang horisontell kanal rned 

konstant rektangulii.rt tvii.rsnitt, fig. 4-2. Vidare fOrutsii.ttes 

att friktionsforlusterna kan forsurnrnas och att kanalens ned­

strornsii.nde ii.r sluten. 

Vid tiden t ~ 0 gii.ller att vattendjupet Y ~ 5 rn och rnedel­

hastigheten V ~ 0. Vi later da avbordningen q per breddrne­

ter i punkten x ~ 0 forst oka linjii.rt fran noll till q 1 ~ 6 rn 2 / s 

pa tiden 6t1 ~ 60 sekunder och dii.refter avta linjii.rt till q2 ~ 

~ 4 rn 2 /spa tiden 6t2 ~ 20 sekunder fOr att sedan vara konstant. 

Vi finner da att det lii.ngs C+ - resp. C - karakteristikor ut­

gaende fran x-linjen (t~O) gii.ller att 

J+ ~ V + 2c ~ 14 rn/s 

J ~ V- 2c ~ -14 rn/s ( 4. 11) 

I skii.rningspunkten P rnellan tva sadana karakteristikor rnaste 

bada Riernann-invarianterna vara satisfierade. 

Inorn den del av xt-planet i fig. 4-2 sorn begrii.nsas av linjen AB 

och x-axeln gii.ller saledes att v ~ 0 och att c ~ 7 rn/s, dvs 

att Y ~ 5 rn. Tappningen i punkten x ~ 0 kan dii.rfOr ej ge nagot 

utslag i punkten x ~ 400 rn forrii.n efter tidigast 400/7 ~ 57 sekunder. 

Av ovanstaende fOljer att det ii.ven lii.ngs alla C -karakteristikor 

utgaende fran linjen AB rnaste galla att 

J_ ~ V- 2c ~ V- 2 V gY ~- 14 rn/s (4.12) 

rnedan lii.ngs t-axeln enligt de givna randvillkoren 

V (O,t) · Y (O,t) 

Y (0, t) kan nu losas ur ekv. (4. 12) och (4.13) fOr punkter pa 

t-linjen inorn avsnittet AC. 



De erhallna vattenstanden framgar av fig. 4-2 tillsammans med 

av Abbot (1966) redovisade karakteristiska riktningar. 

Langs C+ -karakteristikan utgaende fran punkten t = T pa t-linjen 

galler att 

V+ 2c = V (0, T) + 2c (0, T) (4.14) 

dar c(O, T) = VgY(O, T), medanlangsallaC_-karakteristikor 

inom omradet ABC 

V - 2c = - 2c (x, 0) = - 14 m/s (4.15) 

I skarningspunkterna mellan den betraktade C +-karakteristikan 

och C_-karakteristikorna, dvs langs C+-karakteristikan, maste 

saledes galla att 

V (x,t) = V (0, T)/2 + VgY (0, T)·- 7 m/s = konstant 

c (x, t) = V (0, T)/4 + V gY (0, Tl/2 + 3, 5 m/s = konstant (4.16) 

C+-karakteristikans riktning erhalles ur sambandet 

[M-J+ = V (0, T) + c (0, T) ( 4. 17) 

varav fOljer att C+ -karakteristikorna ar rata men ej parallella 

linjer inom triangeln ABC, dvs inom det omrade som ej berors 

av fran punkten x = 400 m reflekterade storningar. C -karakte­

ristikorna ar daremot ej rata linjer. 

Ekvationerna ( 4. 7) - (4. 1 0) ger oss alltsa mojlighet att under 

vissa forutsattningar analytiskt berakna V och Y (eller c) i 

alla punkter inom triangeln ABC, vilket ej ar mojligt utanfOr 

linjen BC pa grund av karakteristikornas krokning. Dar maste 

nagon form av passningsrakning tillgripas. 

Den har genomfOrda harledningen av karakteristikor och Riemann­

ekvationer overensstiimmer med den som ges av Stoker (1957). 

I foljande avsnitt redovisas en mera generell matematisk metod, 

set ex Hildebrand (1962) eller Abbot (1966). 
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4. 2 Matrisformulerad harledning av karakteristiska 

riktningar och tillhorande Riemann- ekvationer. 

Man kan visa, set ex Abbot {1966), att de karakteristiska rikt­

ningarna ar kurvor i x, t-planet tvars vilka fOrstaderivator (i 

detta fall aQfax, EJQ/at, CJY fax och aY fat) kan vara diskontinu­

erliga och langs vilka diskontinuiteter i dessa derivator kan 

overfOras. Detta innebar att derivatorna langs karakteristikor­

na ar obestamda. De karakteristiska riktningarna kan dar for 

bestammas genom att man soker de varden pa dx/dt, for vilka 

dessa blir obestamda, dvs de varden pa dx/dt fOr vilka de par­

tiella derivatorna kan anta oandligt manga varden. 

Vi forutsatter att Q och Y samt deras partiella derivator 

existerar i hela xt-planet. 

erhalles da till 

dY ay ay dx 
dt = Of + Ox . df 

De totala derivatorna av Q resp Y 

(4. 18) 

Ekvationerna ( 4. 1) och ( 4. 18) kan ses sam ett system av fyra 

linjara ekvationer i fyra partiella derivator, vilket kan skrivas 

pa matrisformen 

M 1 ·X= M 2 (4.19) 

dar 

1 0 0 B aQ/ax 0 

M1 = 2V 1 (gA-BV2) 0 ;X= aQfat M = gA(Io -If) 2 

dx/dt 1 0 0 ay ;ax dQ/dt 

0 0 dx/dt 1 ay ;at dY/ dt 



Enligt Cramers regel galler att lO!lningen till detta ekvations­

syE;tem kan skrivas 

det N3 aY det N4 
det M

1 
; at = det M

1 
( 4. 2 0} 

dar determinanten av N 1, N 2, N
3 

och N4 erhil.lles genom att i 

matrisen M 1 byta fOrsta, andra, tredje resp fjarde kolonnen mot 

vektorn M2 . Kravet pa oandligt antal losningar, dvs odefinierade 

Varden pa de partiella derivatorna, innebar saledes att determi­

napterna i taljare och namnare bada ar noll. 

Det M1 = 0 ger efter utveckling 

2 
2 V dx _ (gA - BV )= O 

dt B 

Denna ekvation har tva losningar 

dx = V -;: /gA' . 
dt v' 1f- ' 

(4.21) 

(4.22) 

vilka definierar tva karakteristiska riktningar i xt-planet for 

de tva simultana ekvationerna ( 4. 1). Den riktning som defini-

35. 

eras av plustecknet benamnes som tidigare "C+ -karakteristikan" 

medan den som ges av minustecknet benamnes "C _ -karakteristikan". 

Villkoret det N 1 = 0 ger 

(4. 23} 

(Man kan visa att motsvarande samband aven kan harledas ur 

villkoren det N2 = det N3 = det N
4 

= 0}. 

Om vi nu substituerar ekv (4. 22) i ekv (4. 23} finner vi langs 

C + -karakteristikan att 

( 4. 24) 



3 6. 

och langs C -karakteristikan att 
~ .· . . -

dQ raJS:"'. dY 
dt - (V +V~) · B Cit~ gA (I

0 
- If) (4. 25} 

Des sa ekvationer, vilka i det fi:iljande benamnes Riemann­

ekvationer, brukar i integrerad form kallas kvasi- invarianter 

till ekv (4.1) och de tillhoraride karakteristikorna, ekv (4. 22). 

Termen "kvasi" harror fran det forhallandet att hogerledet ar 

skiljt fran noll. om· hogerledet ar lika med noll (I
0 

~ If) er­

halles namligen ur t ex ekv (4. 24) att 

Q - I (V - J g: ) B dY ~ konstant (invariant) (4. 26} 

langs C+-karakteristikan, (jfr ekv (4. 8) ). 

De simultana partiella differentialekvationerna ( 4. 1) har tva 

reella karakteristikor, varfor de benamnes hyperboliska. 

Ekvationer med en reell karakteristika kallas paraboliska 

medan ekvationer utan reell karakteristika ar elliptiska. 

4. 3 Karakteristikmetoden 

I fi:iregaende kapitel har visats att de partiella differential­

ekvationerna (rorelseekvationerna) ehligt ekv (4, 1) har kunnat 

overfi:iras till ett system av ordinara differentialekvationer, 

Riemann-ekvationerna, vilka ar satisfierade langs vissa kurvor, 

karakteristikor, i xt-planet. Salunda galler att 

{ 

Satisfierad langs 
C +- karakteristikan 

[ dx] ~ V + lgA . 
dt v "fj-' 

+ I Satisfierad langs 

1 ~~J ka:a:t~7;;a;n 

(4.27a) 

(4. 27b} 

Med hjalp av dessa ekvationer kan, under vissa fOrutsattningar 

{1
0
-If ~ 0), analytiska losningar erhallas inom de omraden av 



xt-planet dar nagon av karakteristikorna utgi:ir en riit linje. 

Vid de flesta praktiska tillampningarna ar emellertid sa ej 

fallet, varfi:ir ett numeriskt fi:irfarande maste tillampas. 

Vidare kan friktionen i allmanhet ej fi:irsummas. 

Lat oss fOrutsatta att vi kanner vattendjupet Y och flodet Q 

ide tva punkterna 1 och 2 pa x-linjen i fig. 4-3. Fran punk­

terna 1 och 2 utgar karakteristikorna C + resp. C _, vilka skar 

varandra i punkten 3. Om avstandet b.x mellan punkterna 1 

och 2 valjes tillrackligt litet bar det vara en godtagbar approxi­

mation 

Fig. 4-3 

t 

10 

Karakteristiskt rutnat vid berakning med hjalp 
av karakteristikmetoden. 

att ersatta de tva karakteristikorna med deras tangenter i 

punkterna 1 och 2. Den nya punktens (3) koordinater defini­

eras da av sambanden 

( 4. 28) 

och vardena pa Q och Y i denna punkt kan beraknas ur ekva-
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tionssystemet (4. 27) med foljande varden avseende punkt 1 

insatta i ekv (4. 27a) 

dt~.t.t; 

dQ ~ Q3 Q1 

dY~Y 3 -Y1 
r;;t;" fiA; 

(V - V F) ~ (V 1 -V r) ; 
1 

(4. 29) 

och motsvarande varden avseende punkt 2 insatta i ekv ( 4. 27b). 

Pa samma satt beraknas Q och Y i punkterna 6 och 7, dar­

efter i punkterna 8 och 9 och sedan i punkt 10. Om Q och Y 

skall kunna beraknas i hela xt-planet erfordras, forutom be­

gynnelsevillkoren langs linjen t ~ 0, aven lampligt formulera­

de randvillkor langs randerna x ~ 0, x ~ L. 

Den ovan skisserade berakningsgangen, karakteristikmetoden, 

ar i princip en exakt metod fOr losning av transportproblem. 

Sasom i exemplet ovan maste vi dock i praktiken pa grund av 

karakteristikornas krokning infOra vissa approximationer vid 

konstruktionen av det karakteristiska rutnatet. Om mera 

"exakta" losningar onskas kant ex det iterativa fOrfarande som 

beskrives i fig. 4-4 utnyttjas. 

Fig. 4-4 

Karakteristisk riktning 
definierad av fiir­
hallande i punkt 3 

l1 

)I 

/) 

3 

Karakteristisk riktning. 
definierad av fiir -
hallandena i punkt 2 
(forst a approximation) 

( andra approximation 
av karakteristikan ) 

Bestamning av karakteristikors skarningspunkt 
med hjalp av successiva approximationer. 



Ekv. ( 4. 27a och b) har alltsa en sadan form att de kan los as 

numeriskt genom en successiv berakning av koordinaterna 

(x, t) fOr det karakteristiska rutnatet och motsvarande varden 

pa de beroende variablerna (Q, Y). Pa grund av de program­

meringstekniska svarigheter som ar forknippade med denna 

procedur ar det dock ovanligt att karakteristikmetoden utnytt­

jas pa det satt som skisserats i fig 4-3. Ur berakningssyn­

punkt ar det oftast enklare att utnyttja sa kallade finita diffe­

rensschema, se kap 6. Karakteristikmetoden representerar 

emellertid i sig sjalv en differensmetod och maste som sadan 

betraktas som den mest optimala. Detar med denna metod 

mojligt att fOrklara "ofOrklarliga numeriska svarigheter" som 

kan uppsta vid berakningar med hjalp av finita differensmeto­

der, Abbot (1966). 

4. 4 Definition av subkritiskt och superkritiskt tillstand 

med hjalp av karakteristiska riktningar 

Det framgar av den diskussion som tidigare fOrts att vardena 

pa Q och Y inom omradet KPL i fig 4-5 helt bestammes av 

forhallandena, dvs vardena pa Q och Y, langs linjen KL, 

eller, vilket ar ekvivalent, fOrhallandena i punkten P bestams 

av fOrhallandena langs denna linje. Omradet KPL brukar kal­

las beroendeomradet fOr P. 

t 

Fig. 4-5 

PUnkten· P: s beroendeomrade 

p 

a) 

t 
Punkten M : s influensomrade 

M 
b) 

Beroendeomrade och influensomrade 

39. 



40. 

Pa motsvarande satt inses att karakteristikorna utgaende fran 

punkten M i fig. 4-5 utgi:\r yttre granser for det omrade, punk­

ten M:s influensomrade, inom vilket forhallandena i denna punkt 

har nagot inflytande pa li:\sningen av differentialekvationerna. 

Enligt ekv. ( 4. 27) definieras de karakteristiska riktningarna av 

sam band en 

c : [~~] 

~ v +fi£­
B 

~ V -J gA . 
B ' 

( 4. 3 0) 

Salunda galler att om 

V< VgA/B; dvs Fr ~ ;::=:;.v:;:;:; < 1 
\)gAjB 

(4. 31) 

kommer forhallandena i punkten P att vara beroende av forhal­

landena bade uppstri:\ms och nedstri:\ms denna punkt, vi har sub­

kritiskt (stri:\mmande) flodestillstand, fig. 4-6a. En storning 

kan da fortplantas bade i uppstri:\ms och nedstri:\ms riktning, ne­

gativ resp positiv x-riktning. 

Fig. 4-6 

t 

p 

a) Subkritiskt !lOde 

t 

p 

C. 

c) Kritiskt djup 

X 

X 

Fnl 

t 

p 

b) Superkritiskt I lode 

t 

d) Vattensprimg 

Karakteristikor svarande mot olika varden pa 
Froudes tal. 



Om Fr > 1, kan en sti:\rning enbart fortplantas i nedstri:ims rikt­

ning, vilket definierar superkritiskt ( striikande) tillstiind, fig. 

4-6b. 

I en i:ivergiingszon mellan subkritiskt och superkritiskt till­

stiind miiste C _ -karakteristikan niigonstans vara parallell med 

t-axeln, fig. 4-6c. I den sektion, dar detta intraffar, (kritisk 

sektion eller bestammande sektion), riider ett entydigt samband 

mellan V och Y. 

V = fifi- · dvs Fr = 1 
B ' Y = y krit (4.32) 

Om Fr< 1 ar siiledes Y< Ykrit och om Fr>1 ar Y>Ykrit' 

Det framgiir av ekv (2. 21a) att vattenytan i en bestammande sek­

tion skulle ha en vertikal tangent, vilket ar orimligt. Fi:irklaring­

en ar den att antagandet om gradvis varierande stri:imning (hydro­

statisk tryckfi:irde1ning) ej ar uppfyllt i narheten av en bestamman­

de sektion. Vid numeriska berakningar viillar dock detta fi:irhiil­

lande i allmanhet ej niigra problem. 

Dii fli:idestillstiindet i:ivergiir friin superkritiskt till subkritiskt 

tillstiind erhiilles den situation som skisserats i fig. 4- 6d. 

Karakteristikor av samma familj, C_, konvergerar mot en 

skarningspunkt, innebarande att vattenstiindet kan anta tvii varden. 

Tvii zoner med gradvis varierande stri:imning iitskiljs av ett s k 

vattenspriing med icke fi:irsumbara vertikala accelerationer, fig 

4-7. De endimensionella ri:irelseekvationerna ar ej langre gil­

tiga och karakteristikmetoden kan ej anvandas. 

Ri:irelseekvationerna galler siiledes fortfarande siival uppstri:ims 

som nedstri:ims vattenspriinget medan vi fi:ir sjalva vattenspriinget, 

diskontinuiteten, miiste stalla upp sarskilda samband som relate­

rar fli:iden och vattenstiind i uppstri:imssektionen till de i nedstri:ims­

sektionen, se kap. 4. 5. 
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Fig. 4-7 
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differential ~kvationerna 
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karakteristik rorelsemangd- karakteristik 

metod betraktelse metod 

bvergang fran superkritiskt till subkritiskt 
tillstand i vattensprang. 

Ett mot vattenspranget svarande fenomen kan intraffa vid en 

snabb och stor vattenfi:iringsi:ikning. Genom att vaghastighe­

ten c = J gA/B vaxer med vattendjupet kommer C+ -karak­

teristikor att konvergera och forma en kurva beskrivande 

banan i xt-planet for en chockvag med samma egenskaper som 

ett vattensprang, se fig. 4-8 och t ex Henderson (1966). 

Som senare kommer att framga erbjuder de numeriska meto­

derna goda mi:ijligheter att approximera diskontinuiteter. Detta 

sammanhanger med att differensekvationerna snarare beskriver 

ett diskontinuerligt an ett kontinuerligt fli:ide. 
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Fig. 4-8 Utbildande av chockvag vid snabb vattenforingsokning. 

4. 5 Begynnelse- och randvillkor 

For att vi skall kunna berakna Q och Y i hela xt-planet kravs 

att vis sa villkor ar givna dels langs x-axeln (t = 0), dels vid upp­

stroms och nedstroms rand. Av karakteristikmetoden fOljer att 

antalet villkor maste vara 1i.ka med antalet karakteristikor som 

har sitt ursprung fran den aktuella randpunkten. 

Fran x-axeln utgar fran varje punkt oberoende av stromnings­

tillstandet tva karakteristikor (en positiv och en negativ) varfor 

tva begynnelsevillkor maste ges. Vanligen ges Q och Y, aven 

om andra typer av begynnelsevillkor ar mojliga. 

Vid strommande tillstand utgar fran vardera randen en karakteris­

tika, se fig 4-9, varfOr ett villkor, Q eller Y, skall ges vid 
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O•O(t) 
eller 

Y• Y(t) 

O• Oltl 
och 

Y• Y ltl 

O·Oitl 
och 

Y ·VIti 
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Subkritiskt 
(strommandeJ 
tillstimd 

Superkritiskt 
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Y·Y(t) 
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lnget 
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L---------~------------------------~x 

O•Oix); Y•Yixl 

Fig. 4-9 · Randvillkor vid olika flodesfOrhallanden 

vardera randen. Om salE!des Q ~ Q(t) ar given vid uppstroms 

rand erhalles Y ur Riemann-ekvationen langs den mot randen 

inkommande C - karakteristikan. 

Vid superkritisk stromning utgar tva karakteristikor fran uppstroms 

rand och ingen fran nedstroms rand. Sruedes skall inget nedstroms­

randvillkor ges medan Q och Y skall specificeras vid uppstroms rand. 

I en bestammande sektion ges randvillkoret av det forhallandet att 

C _ -karakteristikan ar vertikal, Fr ~ 1, dvs en entydig relation 

Q ~ Q(Y). 

1) eller entydigt samband Q ~ Q(Y) i bestammande sektion 
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Ibland utnyttjas en avbordningskurva i en icke bestammande sektion 

som randvillkor av det skalet att nagon sektion med anvandbart rand­

villkor ej finns tillganglig, Detta ar en approximation eftersom flo­

del ej kan vara en entydig funktion av vattendjupet. 

Vattensprang upptrader om det vid uppstroms rand rader super­

kritiska forhallanden och vid nedstroms rand subkritiska for­

hallanden, se fig 4-7. Vi maste da ge tva randvillkor vid ovre 

randen och ett villkor vid den nedre. Fl6desf6rhallandena ar 

darigenom dock ej overbestamda, ty vattensprangets lage ar fort­

farande obestamt, vilket gar att vi maste tillskjuta ytterligare 

ett villkorligt samband. Detta samband 1) beskriver relationen 

mellan de s k korresponderande vattendjupen, dvs vattendjupet 

uppstroms resp nedstroms vattenspranget, se t ex Chow ( 1959). 

For en kanal med horisontell batten far detta samband f6ljande 

utseende om friktionskrafterna langs den korta stracka sam vat­

tenspranget upptrader forsummas, 

[
pY A+ pQ

2 
] 

T ~ uppstroms 
= [pYTA + pQ

2 
J (4. 33) 

~ nedstroms 

dar Y T ar den aktuella sektionens tyngdpunktsavstand raknat 

fran vattenytan. Storheten inom klammer benamnes specifik 

kraft och utgor summan av i sektionen verkande statisk tryck­

kraft och genom sektionen per tidsenhet passerande rorelse­

mangd. 

De ovan angivna randvillkoren galler oavsett utnyttjad numerisk 

berakningsmetod. Avvikelsen fran dessa regler kan medfora 

instabila berakningar. 

4. 6 Sammanfattning 

Rorelseekvationerna enligt ekv ( 4. 1) har visats kunna 6verf6ras 

till tva ordinara differentialekvationer, Riemann- ekvationerna, 

vilka ar satisfierade langs vis sa kurvor, karakteristikor, i 

xt-planet. Salunda galler att 

1) En r6relsemangdbetraktelse med vattenspranget inlagt i en 
finit kontrollvolym. 
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ar satisfier ad langs C +­

karakteristikan med rikt­

ningen 

[ dx] = V +J gA . 
dt B ' + 

ar satisfier ad langs C _­

karakteristikan med rikt­

ningen 

[~n =V-JgA, 
B ' 

Med utgangspunkt fran dessa samband kan fi:ir givna begynnelse­

och randvillkor konstrueras li:isningar Q(x, t) Y(x, t) till ri:irelse­

ekvationerna med hjiilp av den s k karakteristikmetoden. Under 

vissa fi:irutsattningar kan aven analytiska li:isningar erhallas. 

Karakteristikmetoden ar i princip en exakt metod fi:ir li:isning 

av stri:imningsproblem. Det armed hjalp av denna metod mi:ij­

ligt att definiera stri:immande och strakande fli:idestillstand 

samt att diskutera t ex fli:idesfronters egenskaper. Av karak­

teristikmetoden fi:iljer aven randvillkorens korrekta formulering 

vid olika fli:idestillstand. 
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5. KANALVAGORS ALLMANNA EGENSKAPER 

5. 1 Inledning 

Ur ingenji:irssynpunkt ar det givetvis av stort intresse att kunna 

bedi:ima kanalvagors egenskaper i stort. Med kanalvagor skall 

da i detta sammanhang fi:irstas vattenfi:iringsvariationer i delvis 

fyllda dagvattenledningar under ett nederbi:irdstillfalle eller i na­

turliga vattendrag till fi:iljd av regleringsatgarder. 

Vi har tidigare visat att sma sti:irningar vid gradvis varierande 

stri:imning fortplantar sig med hastigheten 

+ v ' c = V - gA/B = cd ; ( 5. 1) 

Sti:irningar som fortplantas rned denna hastighet benamnes dyna­

miska v&gor. Fi:ir en kanal med rektangular sektion och konstant 

bredd erhalles den relativa hastigheten .J gY: vilken ar hastig­

heten fi:ir en transporterande vag pa grunt vatten. 

En kanalvag kan givetvis betraktas som sammansatt av manga 

sma dynamiska vagor vilket dock ej ger oss nagon direkt mi:ij­

lighet att uppskatta vagens hastighet i stort. Ett narmare stu­

dium av de dynamiska vagorna ger oss emellertid inblick i sjal­

va vagfrontens egenskaper och fli:idets stabilitetsfi:irhhllanden. 

Vi skall vidare visa att man vid langsamma vattenfi:iringsvaria­

tioner kan utnyttja en fi:irenklad analys. den s k kinematiska v&g­

teorin. 

5. 2 Dynamiska vagors tillvaxt och dampning 

Lat oss betrakta en liten positiv vag (t ex genererad av en vatten­

fi:iringsi:ikning) i en priswatisk kanal med initiellt likformig strom­

ning med normaldjupet Y och motsvarande medelhastighet V . n · n 
Vagfronten kommer da att fa nedstri:imshastigheten cf = V n + v gDn~ 
dar D ar medeldjupet A/B. 
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Forhallandena narmast vagfronten beskrives enklast i det rorliga 

koordinatsystemet ( ~ , u ) 

u=t (5.2) 

Frontens lage definieras alltsa av ~= 0. Tidsvariabeln har bibe­

hallits oforandrad men bytts mot u beroende pa att derivatan 

8 jilt i det gamla kodrdinatsystemet (x, t) innebar att x-koordina­

ten halls konstant, meda.n 8 /Clu i det nya systemet ( ~, u) inne­

bar att ~halls konstant, vilket ar vad vi onskar. 

Ekv. (5. 2) ger fOljande samband mellan de partiella derivatorna 

i de tva systemen 

8 _ 8 8~ 8 Clu 8 
rx-~ · 'ClX+Fti'·rx= -err; 

( 5. 3) 

8 _ 8 8~ 8 Clu _ 8 8 
'8T -il'f · 11t + du · '8T - df cf + du 

Rorelseekvationerna uttryckta i de beroende variablerna V och 

Y och de nya oberoende variablerna ~ och u far da utseendet 1) 

8Y 8Y ClV _ . 
'3U + ( cf - V) /if - D ~ - 0 , ( 5. 4a) 

(5. 4b) 

Friktionslutningen If kan generellt formuleras (R ar sektionens 

hydrauliska radie) 

k/ m If = koeff. · V R ; ( 5. 5) 

Om Mannings formel utnyttjas galler att koeff. = Mannings tal, 

k = 2, m = 4/3. Under forutsattning av att koeff. i ekv (5. 5) har 

ett av Y och V oberoende varde kan If da skrivas (index "n" 

betecknar normaldjupsforhallanden) 

1) jfr ekv (2. 6c) sid 8 och ekv (2. 16), sid 11. 



( 5. 6) 

Frontens lage definieras i det nya koordinatsystemet av punkten 

~~ 0. Vi forutsatter nu att V och Y kan beskrivas med hjalp 

av en Taylorutveckling i omradet narmast denna punkt. Saledes 

gv
1

(u) + 2 
v = v + g v2(u) + ..... n 

( 5. 7) 

~yl(u) + 
2 

y = y + ~ y2(u) + .... n 

dar (motsv. for vl och v2) 

Y1 =l*J~= o+ = 1 [ ()2y] 
' Yz '2' a? ~= o+ 

v och y ar funktioner av u men ej av ~ . Forsta derivat0 rna 

av V och Y m a p x och u forutsatts vara diskontinuerliga i 

punkten ~ = 0 och vi betraktar enbart Wrhallandena uppstroms 

fronten, ~ > 0. Vid sjalva fronten erhfllles da 

( 5. 8) 

Vagfrontens branthet ( -aY fox) bestams sflledes av vardet pa 

y 1(u) ~ y 1(t), se fig 5-l. 

Fig 5-1 

I I 

g~ 

r----_:_:..:_::~"1;jV I/ 0/))/))l)j?J t 11?/)/)) I) .... "' 

-- .Jal cf, t /o)}})))}})) I 

,..____-~---= ... 
Vagfronten forutsattes kunna beskrivas som 
en diskontinuitet i forsta derivatorna av V 
och Y m a p x. 
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Vi skall nu studera villkoren for att den dynamiska vagens brant­

bet, definierad av y1 (t), skallvaxa eller avta allteftersom vagen 

fortplantas nedstroms. Om brantheten vaxer ar flodet instabilt. 

Dampas daremot sti:irningen ar flodet stabilt. 

Insattning av ekv (5. 7) i ekv (5. 4a) ger i punkten g ~ 0 dar v~v 
n 

c - v f n 

Dn 
( 5. ~) 

Efter derivering av ekv (5. 4a och b) map g och insattning av 

ekv (5. 7) erhalles efter diverse rakningar med hjalp av ekv (5. 9) 

for g ~ o 

dy 1 1 
~ (1 +"' 

crt' "' 

dar 

dD . rg- 2 gi k 
~lv-fr-y 1 +zV-(ve- 1)y1 n n 

Ve ~ (1 - R g ) F Frn ~ Vedernikovs tal 

Frn ~ vn I v gDn ~ Froudes tal 

R ~ A/P dar P ~ vata perimetern 

Om vi nu infor beteckningarna 

V ' 1 dDn 
G ~ b Dn I g I ( 1 + 2' av) 

kan ekv (5. 10) kortare skrivas 

(5. 10) 

(5.11) 

(5. 12) 

(5. 13) 

Till vaxten av vagfrontens branthet ar proportion ell mot dy 
1
1 dt. 

Vi finner da att om Vedernikovs tal Ve > 1, vilket innebar att 

b < 0, G < 0, ,kommer en positiv stornings branthet att vaxa 



utan griins. Vilgfronten tenderar att bli vertikal och bryta. Fli:idet 

iir alltsil instabilt. 

Om Ve < 1 har vi tv£ mojligheter. For det fall att den initiella 

storningens branthet, representerad av y 
0 

~ y 1 (O) iir storre an 

det kritiska viirdet G givet av ekv (5. 12) erhillles ilterigen en bry­

tande vilg. Om y 
0 

< G kommer diiremot vilgens branthet att avta 

exponentiellt, vilket framgilr efter integrering av ekv (5. 12), 

G -tb 
Yo e 

y1(t)~ ) -tb 
(G-y +y e 

0 0 

(5. 14) 

Villkoret Ve < 1 iir alltsa ett nodviindigt men ej tillriickligt vill­

kor for erhallande av stabil stationiir stromning. Detta villkor 

kan liven formuleras med hjiilp av Froudes tal. For en bred rek­

tanguliir kanal (R"" Y, P "'B) erhalles med Mannings formel 

(k ~ 2, m ~ 4/3 enligt ekv (5. 5)) villkoret Fr < 1. 5 medan 

Chezy 's formel (k ~ 2, m ~ 1) ger villkoret Fr < 2. Detta ana­

lytiska stabilitetsvillkor iir alltsa kiinsligt for val av friktions­

formel. 

En mera generell formulering av Vedernikovs tal, vilken kan 

hiirledas ur definitionen i ekv (5. 10), iir 

Ve 
_ dVn . 
-~· 

' 

dar dw ~ V gB/A · dY, se Escoffier och Boyd (1962). 

(5. 15) 

Den genomforda analysen har visat att fOr viirden pa Ve > 1 

viixer storningens branthet oavsett dess initiella storlek. Om 

kanalen iir tillriickligt lang erhalles en brytande vagfront. En 

approximativ uppskattning av den kanalliingd som erfordras for 

att en brytande front skall utbildas kan erhallas ur ekv (5. 14) 

genom att siitta niimnaren i hogra ledet lika med nolL For en 

rektangular kanal erhillles med utnyttjande av Mannings for­

mel och med E ~ y /(y -G) 
0 0 
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xbrott ~ 1brott (V n + J gD~) 
v + fif5: 

n n ln E 

2 
1 + 3 Ve 

ln E ( 5' 1 6) 
(1 - Ve) 

vilket sarnband overensstiirnrner rned del sorn redovisas av 

Montuori (1963). xbrott iir sruedes i huvudsak proportionell 

mot 1/(Ve-1). 

"' > 

"' 

"' > 
0 
-" ·;: -., -o 

"' > 

Fig 5-2 
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Bildandet av roll-waves i brant kana! (Ve > 1) vid 
s ta tioniirt tillflode. 

Erforderlig flytstriicka xbrott for utbildandet av 

roll-waves enligt experirnentella resultat sarnrnan­

stiillda av Montuori ( 19 63). Den teoretiska griins­

kurvan iir ekv (5. 16) rned E ~ 10-4 . 



Harledningen av Vedernikovs stabilitetskriterium forutsatter sma 

storningar. Sadana storningar forekommer all tid, aven vid statio­

nar stromning, och leder vid branta kanaler, for vilka Ve > 1, till 

bildandet av vaxande vagor, s k roll-waves, se fig 5-2. Vid dimen­

sionering av branta kanaler kan utbildandet av sadana vagor med­

fora behov av storre kanaldjup for att spill skall undvikas, se t ex 

Brock (1969). I fig 5-2 redovisas aven en av Montuori (1963)utford · 

sammanstallning av observationer rorande utbildandet av roll-waves. 

Granskurvan ekv (5. 16) atskiljer val floden med och utan roll-waves 

om E sattes till 1 o- 4 . xbrott ar dock endast en svag funktion av t: 

I de har aktuella praktiska tillampningarna ar varken villkoret om 

stationar likformig stromning eller villkoret om sma storningar 

uppfyllt. Jolly och Yevjevich (1974) har emellertid med hjalp av nu­

meriska experiment (datorberakningar baserade pa karakteristik­

metod med specificerade intervall) studerat mojligheten att utnyttja 

Vedernikovs kriterium for gradvis varierande stromning i en rek­

tangular kanal. Pa basis av resultaten fran berakningar avseende 

positiva vagor (vattenforingsvariationer) drog de foljande slutsatser: 

- nar Ve < 1 over hela vagprofilen, dampas vagen 

- nar Ve < 1 fi:ir vagprofilens ovre del (vagtoppen) och Ve > 1 for 

dess nedre del, dampas vagen 

- nar Ve > 1 over hela vagprofilen, vaxer vaghojden och vagfron­

tens branthet 

Det fi:ir likformig stromning harledda stabilitetsvillkoret skulle 

saledes kunna utnyttjas aven fOr bedomning av om en vag kommer 

att vaxa och efter en viss flytstracka fa en brytande front eller om 

den kommer att dampas nar den fortskrider langs kanalen. 

De av Jolly och Yevjevich for Ve > 1 beraknade flodesforloppen 

kan givetvis endast vara giltiga sa lange som vagfrori.ten ej bry­

ter. Allteftersom frontens branthet okar, vaxer de vertikala acce­

lerationerna fOr att sa smaningom ej langre vara forsumbara, var­

vid de for gradvis varierande stromning uppstallda differentialek-
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Fig. 5-3 
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= maximalt uppmatt vattendjup langs kanalen 

= basflodesdjup 

= maximalt vattendjup i inflodessektionen 

= Froudes tal for basflodet 

= Vedernikovs tal Ve for vagtoppen i inflodessektionen 

Exempel pa av Jolly och Yevjevich (1974) redovisade 
berakningsresultat 

vationerna ej langre ar giltiga. Den numeriska berakningsmetoden 

behover darf5r visserlige!l_ej ge orimliga resultat, men den kan ej 

ge en fullstandigt korrekt bild av frontens utseende. Vi kommer 

emellertid att i foljande avsnitt utnyttja Jolly och Yevjevich slut­

satser for att diskutera den eventuella forekomsten av vaxande 

vagor och av brytande vagfronter i vattendrag och dagvattenled­

ningar. 

5. 3 Forekomst av vaxande vagor och brytande vagfronter 

i reglerade vattendrag och dagvattenledningar. 

I reglerade vattendrag rader nastan undantagslost strommande 

tillstand (Fr < 1) varfor Vedernikov-instabilitet ej ar aktuell. 

Flodesvagorna kommer darfor att successivt dampas och flackas 

ut allteftersom de fortskrider langs vattendraget. Daremot kan 

vattenf5ringsvariationerna vid padrag av turbinerna i kraftverken 

vara sa haftiga (av storleksordningen 1000 m 3 /spa mindre an 

30 sekunder) att det kritiska vardet G pa vattennivans stighastig­

het enligt ekv ( 5. 11) kah komma att overskridas. Harvid kan ea 
brytande front erhallas men knappast nagon vaxande vag. Vid be­

rakningen av hogsta och lagsta vattenstand i samband med kort­

tidsreglering ar emellertid en exakt atergivning av dessa fronters 

utseende av ringa praktisk betydelse. Genom speciell numerisk 



teknik kan en approximativ simulering goras av frontens fortplant­

ning, se kap 7. 6. 

Vid stromning i ledning med cirkuHir sektion kan, under forutsiHt­

ning av att Mannings tal antas konstant for alla djup, Vedernikovs 

tal skrivas 

Ve = ~ Fr sin <p - <p cos cp 
3 cp(l-coscp) 

(5.17) 

dar cp ar den mot vattendjupet svarande centrumvinkeln (<p = 27T 

vid helt fylld sektion). Antagandet om konstant Mannings tal svarar 

mot den i fig 5-4 angivna s k delfyllnadskurvan Q/Qfull for lik­

formig stromning. Qfull ar avbordningskapaciteten vid natt och 

jamnt fylld ledning. 

Fig 5-4 

V/d 
1.0 r---------------~..,.----. 

0.8 

Q6 

0.4 

0.2 v R2/3 --· R FULL213 VFULL 

QJQ FULL, 
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 V/V FULL 

Samband mellan relativ fyllnadshojd Y /d och 
relativt flode Q/Qrun resp relativ hastighet 
V /Vfull vid likformig stromning i cirkular 
sektion med diametern d. Mannings tal har 
f6rutsatts vara konstant och oberoende av 
vattendjupet. 

De mot kurvorna for neutral stabilitet, Ve = 1, svarande grans­

kurvorna har i fig 5, 5 inlagts som funktion av Froudes tal. Nar 

. Y /d gar mot vardet 0. 82 vaxer det kritiska vardet pa Fr obegran­

sat. Vardet Y /d = 0. 82 svarar mot den fyllnadsgrad da flodes­

hastigheten har sitt maximum. 
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Fig 5-5 

Y/d 

1.0 ~ lnstabilitet laings 

.r_ C.- karaktrristika 
Ve'lll.-1 

0.81:-------

0.6 

0.4 

0.2 

Stabilt 
flOdr 

lnstabilitet 
tangs 

c.~ karaktt~ristika 

·-

0 o~-r--2rL-+--~4--+--T6--+--TB--+-~~Fr 

StabilitetsfOrhallanden enligt Vedernikovs kriterium. 
Fr ar det mot Y /d svarande vardet pa Froudes tal. 

Fi:ir Y jd > 0. 82 ar dV /dY < 0 och s8.J.edes Ve < 0 .. En stabili­

tet sanalys genomfi:ird langs C _- karakteristikan dx / dt = V - I) gA /B, 

leder da till stabilitetsvillkoret Ve < -1. Fysikaliskt kan denna 

instabilitet tolkas sa att vi pa baksidan av en positiv vag kan erhal­

la en vaxande branthet. Denna instabilitet, som ar begransad till 

sjalva vagtoppen, bi:ir dock ej ha nagon signifikant betydelse fi:ir 

fli:idesvagen som helhet. 

Dagvattenledningar ligger ofta i sa branta lutningar att superkri­

tiska fi:irhallanden erhalles. Storre samlingsledningar tor de dock 

i allmanhet ej ligga i sa stora lutningar att sa hi:iga Froudes tal 

som Fr = 2 uppnas, se fig 5-6. Ledningar av mindre dimension 

har daremot ofta mycket stora lutningar. 

Fi:ir vagor med "vaghi:ijder" sti:irre an Y /d = 0. 6 kravs mycket 

stora ledningslutningar fi:ir att villkoret Ve > 1 over hela vag­

profilen skall vara uppfyllt ( 1
0

> 70 o/ oo fi:ir en ledning med dia­

metern 1 000 mm). Allteftersom vaghi:ijden vaxer avtar vardet 

pa Vedernikovs tal fi:ir att sa smaningom bli mindre an 1. 0, var­

vid vagens tillvaxt avstannar. Nagon obegransad tillvaxt av vag­

hi:ijden bi:ir darfi:ir ej vara mi:ijlig. 



Fig 5-6 Samband Froudes tal Fr - relativ fyllnadsgrad Y /d 
vid likformig stromning i delvis fylld cirkular sektion 
med diametern d. Qfull har beraknats med utgangs­
punkt fran ekvivalenta sandraheten 1 mm och lednings­
lutningen 4 ggr de i svenska normer rekommenderade 
minimilutningarna map sjalvrensning. 

( 1 ) :d= 225 rnrn I = 18 o/ oo Qfull = 65 1/s 

( 2) :d= 500 rnm I = 8 ° joo Qfull = 360 1/s 

(3) : d = 1000 rnrn I = 4 ° foo Qfull = 15601/s 

Brytande vagfronter kan aven erhallas pa grund av haftig till­

rinning. Detta f6rhallande illustreras av det experirnentella re­

sultat sorn redovisas i fig 5-7. Forsoket har utforts i ett 85 rn 

langt plastror med diametern d = 0. 105 rn, lutningen 5 · 10- 3 och 

kapaciteten Qfull = 6. 3 1/s. Fli:idet var vid tiden t = 0 stationart 

och lika rned 0. 7 1/s. Darefter okade flodet i huvudsak linjart till 

6. 1 l/s pa 35 sekunder varefter det avtog linjart for att efter ytter­

ligare 35 sekunder ater vara stationart och lika rned 0. 7 1/s. 

Figuren illustrerar hur flodesvagens branthet vaxer intill dess 

att den ca 70 rn fran inloppspunkten far en "vertikal" front. Vi­

dare framgar att vagens tillvaxttakt ( ilY jot) i rnatpurikten X = 5 m 

ar av sarnrna storleksordning sorn den kritiska tillvaxttakt cf · G 

sorn ges av ekv (5,12) for vattendjupen 2.4 resp 5. 0 ern. Froudes 

tal varierade under flodesf6rloppet i intervallet 1. 0 < Fr < 1. 15, 

dvs Ve< 0. 5. 
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Vattl"ndjup 
i em 

Cvag •0.94 m/s 

8 

6 

4 

_j __ 
.,......,. -- ············ I ... .....:....;......._ ..... . 

. ·· -....... .. ..... _ 
-...._ . I 

/ I 
. __ --- -- ___ ..../ ................ : 

2 +---C"-tro:::,n::_t _' _o.a_s_m_t_s ____ ~ -- Miitpunkt x :5.0 m 

cfront :: 0.84 m/s - --Maitpunkt x=52.0m 
...... ·· · Miitpunkt x:75.5m 

OL----~----~~----~-----±~--~~-----±~~--~~ 
0 20 l.O 60 80 100 120 Tid i sekunder 

Fig 5-7 Laboratoriefi:irsi:ik CTH. I plastror med diametern 
10, 5 em registrerade vattendjup p£ olika avst£nd 
x fr£n inloppspunkten vid en i huvudsak triangular 
tillfli:ideshydrograf med basfli:idet 0, 7 1/s, topp­
fli:idet 6. 1 1/ s och varaktigheten 7 0 sekunder. 

Fi:ir att en uppfattning skulle erh£11as om det redovisade modell­

tillflodets praktiska motsvarighet har i tabell 5-1 detta i:iverfi:irts 

med hjalp av Froudes modellregel ( Fr mod ell = Fr prototyp) till 

tre prototypledningar med samma lutning och fri.ktionsegenska­

per som den experimentella ledningen. 

d Qful1 Qtopp Qbas Varaktig- Vertika1 
het v£gfront 

(mm) (1/ s) (1/ s) (1/ s ( s) efter 
(m) 

105 6,3 6. 1 0.7 70 70 

225 42 41 5 102 150 

500 312 302 35 153 330 

1000 1763 1707 196 216 670 

Tabell 5-1 Enligt Froudes modellregel beraknade infli:ides-
hydrografer fi:ir 1edningar med diametern 225, 
500 resp 1000 mm. Ledningarnas lutning ar 
5 ° /oo och ekviva1enta sandr£heten 0. 1 mm. 



De uppskattade "prototyphydrograferna" ar mycket branta men 

kan likval tankas forekomma i samband med exceptionella regn. 

Det ar dock, utan omfattande modellstudier med olika kombinatio­

ner av basfl6den och hydrografer, om6jligt att uppskatta frekven­

sen av sadana fl6desf6rlopp som det som redovisats i fig 5-7. 

Vid sma basfloden far man dock alltid rakna med att en vertikal 

fl6desfront utbildas. 

5. 4 Kinematisk vagteori 

Med r6relsemangdekvationen skriven pa formen, jfr ekv (2. 16), 

( 5. 18) 

framgar att, om de termer i h6gerledet som beaktar fl6dets och 

vattendjupets variation i tid och rum, de s k sekundara gradient­

termerna, ar f6rsumbara jamf6rda med bottenlutningen 1
0 

1), kan 

ekvationen approximeras med sambandet 

I = I · 
f 0 ' 

(5. 19) 

innebarande att Q kan beraknas som for likformig str6mning. 

Med t ex Mannings formel kan r6relseekvationerna da skrivas 

Q =M.A. R2/3. I 1/2 
0 

(5.2Da) 

(5.2Db) 

Eftersom Q ar en entydig funktion av vattendjupet (vi forutsatter 

att M-vardet ej beror av Q) kan kontinuitetsekvationen formuleras 

1 dQ . aY + ay _ 0 Bd'Y.<lX 'IlT-

Vi noterar vidare att det definitionsmii.ssigt galler att 

dY _ ay dx ay 
dt - dx . at + 1lT 

En jamf6relse mellan de tva sista sambanden visar att f6r 

1) Vattendrag med tamligen stor lutning och relativt 
langsamma vattenf6ringsvariationer ("flack" vag). 

(5. 21) 

(5.22) 
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{

dY 
at= 0 ; 

dx 1dQ .. 
df=BdY ar dQ=O. 

dt , 
(5. 23) 

Detta innebar att Q och Y synes ha konstanta varden for en ob­

servati.\r som fi.\rflyttar sig med hastigheten dx/dt = (dQ/dY) /B, 
vilket ar definitionen pa en sann odampad vagrorelse. Denna vag­

rorelse, definierad av ekvationssystemet (5. 20), benamnes "kine­

matisk vag", Lighthill och Whitham (1955). 

Varje punkt pa vagprofilen fi.\rflyttar sig saledes med den mot det 

aktuella djupet svarande kinematiska hastigheten 

_dQ_1dQ, 
ck- dA- :B dY ' ( 5. 24) 

vilken vaxer med vattendjupet om Q ar en vaxande funktion av A. 

Fig. 5-8 

V,Q 

AB •A'B' 

~------------------------------------~X 

Formandring hos "kinematisk vag". Vagprofilen vid 
tidpunkterna t och t +fl. t. 

0 0 

Den "kinematiska vagens" framsida kommer darfor att bli successivt 

brantare allteftersom den ror sig nedstroms vattendraget. 1) Vagen 

kommer att andra form men den bibehaller sitt maximidjup och 

maximiflode, se fig 5-8. Den kinematiska teorin beaktar saledes 

ej fi.\rhallandena nedstri.\ms om vagen. Ekvationssystemet (5. 20) 

definierar endast en karakteristika, dx/dt = ck, varfor "informa­

tion" ej kan transporteras i uppstroms riktning. Teorin kan dar-

fOr ej utnyttjas nar nedstroms randvillkor signifikant paverkar 

flodesfi.\rloppet. 

1) Jfr aven kap 5. 6, fig 5-11. 



Om vi infOr Vedernikovs tal Ve, definierat av ekv (5.15), kan 

den kinematiska vil.ghastigheten ck skrivas 

1 dQ A dV fgA 
ck = :B dY = V +BaY = V +V 1f Ve ; ( 5. 25) 

medan den dynamiska vil.ghastigheten ar 

(5.26) 

Salunda finner vi att den kinematiska vil.ghastigheten ar mindre an 

eller lika med den dynamiska vil.ghastigheten om VeE;; 1. Det tidi­

gare harledda villkoret Ve < 1 for ett flodes stabilitet kan saledes 

tolkas sa att flodet ar stabilt om ck < cd. 

Av ekv (5. 25) framgil.r att den kinematiska vil.ghastigheten ar storre 

an flodets medelhastighet om dV /dY > 0. For en bred rektangular 

kanal erhil.lles enligt Mannings formel 

( 5. 27) 

(Chezy's formel ger ck = 3V/2) 
Den kinematiska vil.ghastigheten vaxer sil.ledes med vattendjupet. 

Detta ar emellertid inte fallet vid stromning i en ledning med 

cirkular sektion, varfOr detta fall tas upp speciellt i kap 5. 6. 

61. 

Eftersom de sekundara gradienttermerna aldrig ar helt forsumbara 

kan en kinematisk beskrivning av en vil.g ej bli helt exakt utan vi kern­

mer hela tiden att ha en "tavlan" mellan vil.gens kinematiska och dyna­

miska egenskaper . .1) Dtnyttjandet av den kinematiska teorin innebar 

sil.ledes alltid en storre eller mindre grad av approxiMation. 

Om Ve< 1 (Fr < 1. 5 a 2. 0 for en rektangular kanal). ett vill­

kor vilket normalt ar uppfyllt i naturliga vattendrag, ar alltsil. 

den kinematiska vil.ghastigheten mindre an den dynamiska vil.g­

hastigheten och de dynamiska vil.gorna kommer att fungera som 

forelilpare till huvudvil.gen. Vi har emellertid tidigare visat att 

dynamiska vil.gor avtar exponentiellt om den initiella brantheten 

underskrider vardet G, givet av ekv (5.12). En flack vag kommer 

darfOr trots allt att uppvisa kinematisk karaktar. 

1) kinematisk uppbrantning resp dynamisk utflackning. 
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For att undersoka vilka villkor samar forknippade med den kine­

matiska teorins forutsattningar studerar vi en positiv vi'tg i en ka­

nal med rektangular prismatisk sektion. med bredden B. Vi forut­

satter di't att vi'tgen i huvudsak har kinematisk karaktar, dvs att 

Q = M . B . y 5/3. I 1/2 
0 

dY ay ay 
dT = 1!f + ck (Jx = 0 ; 

- 1 dQ. 
ck- B dY' 

(5. 28) 

Vi finner di't med hjalp av kontinuitetsekvationen, ekv (5. 20a), att 

ay/ I = ax a 
(5. 29) 

(5.30) 

dar Fr ar Froudes tal. De tvi't sista gradienttermerna ar si'tledes 

ej av sti:irre storleksordning an ay ;ax, si'tvida inte Fr2 >> 1. 

Fiirhallandet ( ay jax) / I beror av dels bottenlutningen I , dels 
0 0 

av fliidets variation med tiden, aQjat. Li'tt ass forutsatta ett vatten-

drag med bredden 200 m, flodet 200 m 3/s och bottenlutningen I = 

10-4 Om vi vidare satter M = 30 (Y"' 2 m, Fr ""0, 1) och kr
0

aver 

att ay ;ax< 0. 1 I
0 

for att de sekundara gradienttermerna skall kun­

na anses vara fiirsumbara, finner vi efter insattning i ekv (5. 29) 

att vattenforingsokningen ej skulle fa vara storre an ca 9. 5 m 3 /s 

och timma for att en vag med kinematiska egenskaper skall erhi'tllas. 

Det kriterium vi har utnyttjat kraver swedes en langsam fliidesokning. 

,En av Henderson (1963, 1966) genomford analys av flacka kanalvi'tgors 

dampning och hastighet visade att vagtoppens hastighet endast obetyd­

ligt avvek fran den kinematiska. Aven vi'tghiijdens dampning visade 

sig vara liten for flacka vi'tgor. Det ar dock omiijligt att satta ett ge­

nerellt kriterium for vad sam ar forsumbar dampning eller ej, Detta 

bestams av de praktiska konsekvenserna i .det aktuella fallet. Enligt 

Chow (1961) och Henderson (1966)tyder utforda observationer i natur­

liga oreglerade vattendrag pa att flodvagornas hastighet ofta val app­

roximeras av den kinematiska hastigheten. 



De flestastiirre svenska vattendrag ar reglerade och avtrappade 

genom vattenkraftutbyggnader; Vattenforingsvariationerna beror 

d£ nastan helt av tappningarna vid kraftverken. Tappningsandring­

arna ar ofta stora och snabba och lutningarna flacka varfor villko­

ret for erh£llande av kinematiska vagor ej ar uppfyllt. Den kine­

matiska teorin ar ju dessutom endast tillampbar i de fall da flo­

desforloppet ar oberoende av nedstroms randvillkor, vilket ej 

ar fallet i ett reglerat vattendrag. 

5. 5 Branta flodesfronters hastighet. Monoklin vag. 

Fig 5-9a avses askadliggora en brant flodesfront genererad av en 

plotslig flodesokning Q 2 - Q 1 i t ex en kraftstations avloppskanal. 

Fronten ror sig med hastigheten cf > V 2 > V 1 och kommer bl a 

genom friktionskrafternas inverkan att andra utseende allteftersom 

den fortplantas langs kanalen. Om kanalen ej ar alltfor l£ng kan vi 

forsumma derma forandring och betrakta fronten som en likformigt 

fortskridande vag. Genom sektionerna 1 och 2, vilka forutsattas 

I 
I 02,v2- 1 
I 

\~ 

I -t-,----
7/)}J??);;);;;;;);;; L ~ a, .'vl 

2 ;;;; // //M»;x 
f 

a) Brant flodesfront b) 

Q 

-- --
---- .::::--

/ 

Monoklin vagprofil: 

y2> y1> ykrit 
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--
Q = M AR213 r112 

Q2 - Q1 

Az- A1 

c) Monoklin vagprofil: 

y2 > ykrit> y1 

d) Berakning av monoklin 
vags hastighet 

Fig 5-9 Olika typer av vagfronter. Y krit ar det mot 

flodet Qr (overrun) svaqmde kritiska djupet. 
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rora sig med frontens hastighet, passerar da det stationara flodet 

Qr = (ccV1)A 1 = (ccV2)A2 , vilket i engelsk text benamnes "overrun", 

Frontens hastighet kan saledes skrivas 

c = f 
(5.31} 

Den genom fronten per tidsenhet passerande massan p (cr v
2

)A2 
erhaller. hastighetsokningen V 2 - V 1. Rorelsemangdtillskottet per 

tidsenhet ar saledes p(ccV2)A 2(V2 -V1). Enligt Newtons andra lag, 

se kap 2. 3, balanseras detta tillskott av den pa den aktuella mass an 

verkande resulterande kraften. Om vi forutsatter att friktionskraften 

balanseras av tyngkraftens komponent .parallellt bottnen utgores den 

resulterande kraften av skillnaden mellan de hydrostatiska tryckkraf­

terna i sektion 2 och sektion 1. Saledes 

(5. 32) 

dar 5-\ och y2 
fran vattenytan. 

ar areornas A 1 och A2 tyngdpunktsavstand raknat 

Eliminering av v2 med hjalp av ekv (5.31) ger 

g(A2y2 .. A1)\) 

A1 ( 1 - A1 I A2) 

1} 

(5. 33} 

som vid rektangular sektion reduceras till cf = v1(!) V gY2 (1+Y
2

/Y
1
)/2. 

Vagfronter med liten hojd ( Y2 /Y1 "' 1) fortplantas alltsa med en has­

tidhet motsvarande den dynamiska hastigheten, ekv (5. 26}. 

-~/I£n_9l_g~ _y~g.:_ 
Allteftersom en flodesfront genererad av en vattenforingsokning fort­

plantas langs en kanal kommer dess profil att forandras. Om kana­

len ar tillrackligt lang kan emellertid en i huvudsak likformigt fort­

skridande vagprofil uppnas. En sadan vag benamnes monoklin vag. 

Den utgor ett asymptotiskt granstillstand vid vilket jamvikt erh£1-

lits mellan den dynamiska utflackningen och den ki.nematiska upp­

brantningen. 

Man kan visa att vagprofilen satisfierar ekvationen (om en bred 

kanal med konstant bredd B ·och om If beraknas enligt Chezy 's formel) 2) 

1) 

2) 

For givna varden pa Q2 , Q 1 och A 1 kan cf och A
2 

beraknas 
genom passning.ur ekv (5. 33} och sambandet cf= (Q2 -Q

1
) / (A

2
-A

1
) 

se vidare Chow (1959) eller Lighthill och Whitham (1955). 
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= 
dx 
dY 

( 5. 3 4) 

Om y 2 > y 1 > y krit 

erhalles saledes en gradvis varierande profil som asymptotiskt anslu­

ter sig till norma1djupen Y 1 resp. Y2 . Vagfronten far mycket stor 

Hingd och kan endast utbildas i mycket 1anga kanaler, fig 5-9b. 

Om Y2 > Ykrit> Y1 foljer av ekv (5. 34) att den teoretiska vagpro­

filen antar ett fysikaliskt orimligt utseende och att den ar vertikal 

for Y = Yk ·t I sjalva verket kommer en brant, turbulent front att 
n. ) 

utbildas vid vagens nedstromsande, fig 5-9c.1 

Eftersom flodet ar likformigt bade framfor och bakom fronten kan 

man med hjalp av t ex Mannings formel berakna den monoklina 

vagens hastighet direkt ur ekv (5. 31), vilken formulerats under an­

tagande av en likformigt fortskridande vagprofil, se fig 5-9d. 

Vid inte alltfor stora vaghojder Y2 -Y1 kan den monoklina vagens 

hastighet approximeras med den mot me del vattendjupet Y m = (Y 1 + Y 2) /2 

svarande kinematiska hastigheten, 

- [dQ] - . cf - OA m - ckm ' (5. 36) 

Det ovan genomforda resonemanget kan liven appliceras pa en "tri­

angular" vag (en vag dar flodet efter viss tid sjunker tillbaka till 

utgangsvardet), liven om det for en sadan vag ej ar mojligt att de­

finiera nagot stabilt asymptotiskt granstillstand. Om Ve < 1 kom­

mer en triangular vag forr eller senare all tid att dampas och flackas 

ut liven om sjalva fronten kan tillvaxa ·i branthet, jfr fig 5-7. Efter­

hand som vaghojden dampas kommer de. sekundara gradienttermer­

nas ''i:nverkan att minska i omradet kring vagtoppen och vagens "fram­

sida" kommer att fa karaktaren av monoklin vag. Vagtoppens has-

1) Man kan visa att vattendjupet Yf alldeles uppstroms den 

branta fronten ar sti:irre an Y krit' En clkning av Y krit 

medfor en okning av Yf. Innan Y f blir lika med Y 
2 

over­

skrider emellertid Froudes tal vardet 2 (Ve >1) varfor flo­

det blir instabilt. Lighthill och Whitham ( 19 55). 



66. 

tighet kan da approximativt uppskattas enligt den kinematiska 

teorin och vagfrontens enligt den monoklina vagens forutsattningar. 

5. 6 Kinematiska vagor i del vis fylld cirkular sektion 

Fordelen med den kinematiska teorin ar att den ger ekvationer som 

har en enkel analytisk losning, ekv (5. 23). Man har darfor disku­

terat att anvanda denna teori vid berakning av flodesforlopp i dag­

vattenledningar. Sadana ledningar lagges ofta i branta lutningar 

och flodesforloppet ar relativt oberoende av nedstromsforhallan­

dena. Forutsattningarna for den kinematiska teorin skulle darfor 

kunna vara uppfyllda, i varje fall vid inte alltfor haftiga tillfloden. 

------ ----

-0.5 

Fig 5-10 

V/d 
------

Relativ kinematisk vaghastighet ck/Vfull vid strom­
ning i ledning med delvis fylld cirkular sektion under 
forutsattning av konstant Mannings tal. 

I ett naturligt vattendrag okar den kinematiska vaghastigheten ck 

med vattendjupet. Vid stromning i ledning med cirkular sektion 

avtar daremot ck for varden pa relativa fyllnadshojden Y /d > 0. 6, 

se fig 5-10. Den kinematiska teorin ger en viixande branthet dels 

pa vagens framsida inom djupintervallet 0< y /d< 0. 6, dels pa 

vagens baksida fOr y I d > 0. 6. Om ledningen ar tillrackligt lang 

skulle saledes ett okritiskt utnyttjande av den kinematiska ansat-



sen kunna ge det i fig 5-11 skisserade fysikaliskt sett orimliga for­

lappet. Hansyn maste givetvis tas till det filrhallandet att det utbil­

das vertikala fronter. Forfarandet blir helt analogt med det som 

redovisats i fig 4-8 for en snabb vattenforingsokning, varfor man 

blir tvungen att i xt-planet konstruera envelopkurvan till karakte­

ristikornas skarningspunkter ( chockvagens bana). Aven om detta 

ar i princip mojligt att genomfora maste den analytiska li:isningen 

enligt den kinematiska teorin bedi:imas som praktiskt oanvandbar.1) 

Det bi:ir dock tillaggas att flera numeriska berakningsmetoder utgar 

fran den kinematiska ansatsen, t ex RRL-metoden, se kap 9. 6. 

Forklaringen till att dessa metoder trots allt ger rimliga resul-

tat ar att den utnyttjade numeriska tekniken infi:ir sadana approxi­

mationer att en artificiell dampning erhalles av flodesvagen. Be­

rakningsresultatet overensstammer saledes ej med forutsattningen 

om en odampad vag. 

Fig 5-11 

0/0full .'{!gprofil vid tidounkten 

1.0 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

0 ~-----------------------------------------.· 

Med hjalp av kinematisk vagteori beraknad flodes­
profil (fysikaliskt orimlig) vid tidpunkten t 0 +At. 
Cirkular sektion med diametern d. 

Allteftersom vagtoppen dampas och flackas ut vii.xer mojlig-

heten att uppskatta dess hastighet med hjalp av den kinematiska 

vagteorin. Att sa ar fallet aven vid stromning i cirkular sek-

tion framgar av de i fig 5-7 och fig 5-12 redovisade vaghastig­

heterna for tva uppmatta flildesfi:irlopp. (Med vagtoppen avses det 

maximalt erhallna vattendjupet i sektionen ifraga. Det maximala flo-

1) Detta galler givetvis aven fOr flodesforlopp i kanaler 
och naturliga vattendrag. 
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det i en given 

vattendjupet. 

sektion intraffar normalt tidigare an det maximala 

Se vidare Henderson (1966) ). For vattendjupen 4, 

6 oeh 8 em uppgar den kinematiska hastigheten i det aktuella tal­

let till 0. 88, 1. 00 resp 0. 92 m /s, 1) vilka val riminar med de upp­

matta medelvaghastigheterna forutom da vagtoppens hojd ar st6rre 

an ea 7 em. Vaghastigheten ar da stOrre an den kinematiska has­

tigheten vid dessa nivaer. En rimlig uppskattning av vagtoppens 

hastighet kan da erhallas med utgangspunkt fran den kinematiska 

hastighetens maximivarde for Y / d = 0. 60, enligt den priekade 

vertikala linjen i fig 5-10. Den mot basflodet 0. 7 l/s svarande 

dynamiska vaghastigheten uppgar till 0. 88 m/s vilken val approxi­

merar vagfronternas hastighet. 

Enligt Aekers oeh Harrison (1964} visar aven resultaten fran deras 

experimentella undersokningar avseende v?tgors dampning i delvis 

fylld eirkular sektion att den kinematiska hastigheten ofta val app" 

roximerar vagtoppens hastighet.
2

) Undersokningen omfattade inlopps­

hydrografer av varierande branthet i en ledning med diametern 

10.5 em oeh lutningar i intervallet 2·10- 2 - 10- 3 . 

Vattendjup 
i em 

8 

6 

/ 
/ 

/ 

Cvag •1.04 m/s 

/ 
/ 

/ 
.· . · 

...... -
•••• "':-ot. '"·· •••• 

' ' ' ..... ..... ..... 
4 / 

/ 
/ 

...,.""'' .. · 
.......................... ~ .· 
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2 Ctront =0.83 m/s --Matpkt x = S.Om 

Ctront =0.80m/s --- Miltpkt x = 52.0 m 

•· ·· · · • · • Miitpkl > • 75.5 m 
Tid ; sekunder 

0 
0 60 120 180 240 

Fig 5-12 Laboratorieforsok CTH. I plastror med diametern 
10. 5 em registrerade vattenst?tnd p£ olika avst?tnd 
x fr?tn inloppspunkten vid en i huvudsak triangular 
tillflodeshydrograf med basflodet 0. 7 1/s, topp­
flodet 6.1 l/s oeh varaktigheten 264 sekunder. 
I = 5·1o-3. 1. O< Fr< 1. 15. Ve< 0. 5. 

0 

300 

1) Motsvarande dynamiska vaghastigheter ar 1. 18, 1. 4 6 resp 1. 70 m/s. 

2) Eftersom v?tgens dampning ar okand oeh ek = ek(Y) kan vagtoppens 

hastighet uppskattas endast over kortare flytstraekor. 



5. 7 Sammanfattning 

I detta kapitel har diskuterats kanalvagors stabilitetsegenskaper och 

mojligheten att med utgangspunkt fran en forenklad teoretisk ansats 

(kinematisk teori) uppskatta vagornas hastighet. 

For varden pa Vedernikovs tal Ve > 1 ar flodet instabilt, dvs en 

genererad storning dampas ej utan tillvii.xer i hojd och branthet oav­

sett <:less initiella storlek allteftersom vagen fortplantas nedstroms 

vattendraget. Villkoret Ve > 1 motsvarar for en bred kanal vill­

koret Fr > 1. 5 a 2. 0 och leder vid branta kanaler, for vilka Ve > 1, 

till bildandet av vii.xande vil.gor, s k roll-waves, aven vid stationart 

tillflode. 

Det harledda stabilitetsvillkoret kan ii.ven utnyttjas for bedomning 

av om en vag kommer att vii.xa eller dampas nar den fortskrider 

langs kanalen. Nar Ve > 1 over hela vil.gprofilen erhil.lles sil.lunda 

en successiv tillvii.xt av vil.gens hojd och branthet. Om kanalen ar 

tillrackligt lil.ng kan en brytande vagfront erhil.llas. Brytande vil.g­

fronter kan aven erhil.llas vid snabba och stora flodesokningar oak­

tat Ve< 1. 

Den kinematiska vil.gteorin forutsatter att flodet Q ar en entydig 

funktion av vattendjupet Y, dvs att Q kan beraknas som for lik­

formig stromning. Denna ansats leder till en vagrorelse som 'bi­

behil.ller sitt maximidjup och maximiflode och dar varje punkt pil. 

vil.gprofilen fOrflyttar sig med den mot det aktuella vattendjupet 

svarande kinematiska hastigheten ck = dQ/dA. 

Den kinematiska teor'in kan utnyttjas for bedomning av vil.gtoppens 

hastighet i kanaler och ledningar med tamligen stor lutning och 

ej alltfor snabba flodesvariationer. 

I en tillrackligt lil.ng kanal kan en likformigt fortskridande vil.g-

front uppnas. En sadan vil.gfront benamnes monoklin vil.g och den 

utgor alltsil. ett asymptotiskt granstillstand, till vilket en av en 

vattenforingsokning genererad vagfront sil. smil.ningom anpassar sig. 
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6. NUMERISK LOSNING AV RORELSEEKVATIONERNA 

6 . 1 Inl edning 

Det har som tidigare framgiltt ej varit mojligt att finna ana1ytiska 

losningar till rorelseekvationerna som med tillracklig noggrann­

het beskriver f16desf6rloppet i ett reglerat vattendrag eller i en 

dagvattenledning. Numerisk l6sning milste darfor tillgripas. 

De numeriska metoderna kan indelas i f6ljande kategorier 

- berakning baserad pil differentialekvationerna over­

forda i s k karakteristisk form, Riemann-ekvationerna 

- berakning med explicita eller implicita differensschema 

baserade pil de ursprungliga differentialekvationerna 

De olika berakningsprinciperna kommer kortfattat att beskrivas 

nedan. 

6. 2 Karakteristikmetoden 

-·· 

Denna metod har tidigare redovisats i kap 4. 3 av vilket framgar 

att Q och Y erhalles for oregelbundna tids- och avstiindsinter­

vall vilket ofta bedomes som programmeringstekniskt obekvamt. 

Ett mera overskil.dligt berakningsschema erhalles om man utnytt­

jar ett fast rektangulart rutnat i xt-planet, vilket ar fallet med 

"karakteristikmetod med specificerade intervall" eller som den 

ocksa benamnes Hartrees metod, se t ex Yevjevich och Barnes 

(1970) eller Ligget och Cunge (1975). 

I denna metod beraknas Q och Y i punkten P i xt-planet i 

fig 6~ 1 med utgilngspunkt fran kanda varden pa Q och Y i punk­

terna M, R och L. Tidsteget L'>.t f6rutsattes vara sa litet att 

karakteristikorna PE och PF kan approximeras med rata lin­

jer och att E och F faller inom intervallet ML. L'>.t maste sa­

lunda satisfiera det s k Courant-villkoret 



t.x 
6 t .;; r:l v::-+~ ~1/=gA~/;::::B:;-;-. I 

( 6. 1) 

Kvoten Cr = t.t · I V ~ J gA /B I / t.x benii.mnes Courants tal. 

Varden pa t.t som satisfierar ekv. ( 6. 1) ger saledes Courants 

tal Cr<;; 1. 

Fig. 6-1 

p 

L---~--------4---~----+--.x 
1\x 1\x 

'i 

Karakteristikmetod med specificerade interva11. 
Subkritisk stromning. 

Punkterria E och F:s x-koordinater kan vid subkritisk strom­

ning bestii.mmas ur sambanden, jfr ekv (4. 28), 

( 6. 2) 

Vii.rdena QE, QF, . Y E och Y F kan dii.refter berii.knas genom in­

terpolation varefter Riemann-ekvationerna utnyttjas pa motsva­

rande sii.tt som i kap 4. 3 for beriikning av Qp och Y p· 

Om sa1unda Q och Y ii.r kii.nda i alla berii.kningssektioner vid 

tiden t, kan nya vii.rden pa Q och Y erhallas fOr tidpunkten 

t + t.t. Q och Y vid uppstroms och nedstroms rand erhalles 

ur de givna randvillkoren och Riemann-ekvationerna 1iings de 

negativa resp positiva karakteristikorna. 

Hartree-metoden har ovan beskrivits i sin enklaste form. Dess 

noggrannhet kan fOrbii.ttras med hjii.lp av olika iterations- och 
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interpolationsfOrfaranden. 

6. 3 Berakning med explicita differensschema 

For att undvika de intEirpolationsrutiner som ingar i karakteristik­

metoderna anvandes i allmanhet s k finita differensmetoder, dar 

man med hjalp av differenser approximerar derivatorna i de ur­

sprungliga differentialekvationerna. Vi illustrerar har detta fOr­

farande med hjalp av kontinuitetsekvationen 

CJQ + B ClY = O 
ax Cff ( 6. 3) 

dar vi fiir enkelhetens skull forutsatter att B = konstant. 

At 

j-t 

Fig. 6-2 

(a) (b) 

~-~-~~~A-x--~A~,---j,~l-+X X .. j Ax j•1 

( c ) 

m•\ 

At 

m 

At 

m-\ 

Exemplifiering av explicita differensapproxima­
tioner: a) instabilt schema b) villkorligt stabilt 
schema (diffusivt schema) c) villkorligt stabilt 
schema (Leap-frog schemat). 

Vi approximerar derivatorna enligt det i fig 6-2a angivna schemat: 

( 6. 4) 



(ClY)m = (Ym+ 1 _ Ym)l/::,t: m: . . . ( 6. 5) 
J J J 

dar t ex Qj::1 iir flodet i punkten (j + 1, m) i xt-planet. 

Insatta i ekv (6. 3) ger dessa approximationer differensekva-

tionen 

m m I m+1 m I (Q.+1 - Q. 1 ) 2/::,x + B (Y. - Y. ) t:,t = 0; 
J J- J J 

( 6. 6) 

Om vi pa motsvarande siitt overfOr iiven rorelsemangdekva­

tionen till differensform och darvid approximerar koeffici­

enterna framfi:ir derivatorna och ovriga "konstanter" i punk­

ten (j, m) erhalles tva linjara ekvationer i Qm+l och y:r'+1 , 
J J 

vilka kan omformas till explicita uttryck fi:ir berakning av Q 

och Y pa den nya t-linjen under fi:irutsattning av att vi kanner 

li:isningen pa linjen t . 
m 

Lat oss nu anta att vi inom ett litet omrade kring punkten (j, m) 

kan utveckla Q och Y i Taylorserier enligt 

[ 

2 2 3 3 
= · Q:!:' ~. /::,.x + a Q . C.x :!: a Q. !::,x + 

ax 11 ax2 2! ax2 3! 
.. ·] m 

j 

[ 

2 2 3 3 ]m 
ym+1 = y + ClY. /:;t + a Y. ~+a Y. f::,t + ... 

J m: 1! at2 2! Clt3 3! 
j 

Om vi substituerar des sa serier i ekv (6. 6) erhalles 

{ 
CJQ m 03Q m /::,x2 } 

( Clx ) . + ( -3 ) . · - + .. · + 
J Clx J 31 

+ ( Cl2Y) m. t:,t + ... } = 0 

at2 i 2! 

( 6. 7) 

( 6. 8) 

Ekv ( 6. 8) gar tydligen mot ekv ( 6. 3) nar t:,t och /::,x gar mot 

noll, vilket innebiir att differensekvationen (6. 6) iir i i:iverens­

stiimmelse med (konsistent med) differentialekvationen (6. 3). 

Utnyttjandet av ekv (6. 6) fi:ir approximering av ekv (6. 3) mot­

svarar en trunkering (avkortning) av Taylorserierna. Schemat 

( 6. 6) sages salunda ha ett trunkeringsfel av O(C.x
2

, t:,t,) ( "O"= 

storleksordningen). Man sager ocksa att differensschemat ar 
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av andra ordningen map t..x och av forsta ordningen map t..t. 

En halvering av t..x skulle alltsa forvantas ge en reduktion av det 

av t..x beroende trunkeringsfelet med faktorn 0. 25. Motsvarande 

faktor fOr t..t ar 0. 5. 

Man finner tyvarr att approximationen (6. 5) av tidsderivatan ide 

allra fiesta fall leder till instabila berakningar, dvs att beraknade 

varden pa Q och Y blir allt orimligare aven om Courant-villko-

ret, ekv (6.1), ar uppfyllt. Stabila J:ierakningar erhalles fOr Cr~ 1 om 

vi skriver, jfr fig 6-2b, (motsvarande for 8Q/8t i rorelseekvationen) 

[ 
m+l m m / ] / y j - ( y j+ 1 + y j -1 ) 2 t. t ; ( 6. 9) 

Om vi nu gar tillbaka via Taylorutvecklingarna till den ursprung­

liga differentialekvationen finner vi emellertid all den nya differens­

ekvationen ej langre konvergerar likformigt mot ekv (6. 3) utan i­

stallet approximerar fOljande ekvation med ett trunkeringsfel av 
2 2 O(t..x , t..t ) , 

( 6. 1 O) 

Differensschemat ( 6. 9) har alltsa introduce rat en tillaggsterm av 

diffusiv (dampande) karaktar, vilket dels var nodvandigt ur stabi­

litetssynpunkt, dels visa! sig vara fOrdelaktigt vid berakningar av­

seende branta flodesfronter, se kap 6. 5. Tillaggstermen kan aven 

ses som ell trunkeringsfel, som for all vara sa lite! som mojligt 

kraver sma varden pa (llx} 2 i forhallande till lit. 

·~ .. 

Del satt pa vilket derivatorna i differentialekvationerna approxime­

ras be stammer sruedes trunkeringsfelets storlek och om differens­

ekvationerna ar i overensstammelse med differentialekvationerna. 

Approximationssattet avgor aven om differensschemat kommer att 

leda till stabila berakningar eller ej. 



6. 4. Numerisk stabilitet l) 

Differensekvationernas numeriska stabilitet kan testas genom att 

man undersoker om nil.gon del av losningen kan vaxa i tiden ulan 

grans sil. att den till slut fil.r berakningen att bryta samman. Den­

na test, sam utvecklats av von Neumann, se O'Brien, Hyman och 

Kaplan (1951), forutsatter att 1osningen till differentialekvationerna 

kan skrivas sam Fourierserier: 

Q (.x, t) o 2 Qn exp [ i ( a nx - 13nt) J ( 6, lla) 
n 

y (x, t) o 2 Yn exp [ i ( a nx - 13ntl] (6.llb) 
n 

dar Q och Y ar Fourier-konstanter, a och 13 ar vil.gtal i n n n n 
ruw och tid samt i o R. Vi infor dessa samband i differensekva-

tionerna och studerar kvofen mellan motsvarande termer i serien 

i punkten x o jt:.x vid tidpunkterna (m+l)t:.t och mt:.t, dvs 

exp [ i (j ant:.x - (m+l) 13nt:.t)] 
_ _.c. __ .:::_ ____ _.c.::,__::_,_= 

- il3 t:.t 
e n (6. 12) 

exp [ i (j ant:.x - m 13nt:.t] 

- i 13 t:.t k 'd b . d . e n an ses sam en tl s eroen e amplltudfaktor. Villkoret 

fOr stabilitet ar att amplitudfaktorns belopp"' 1, dvs att 

- i 13 nt:.t 
e ~ 1 ; (6.13) 

vilket for explicita schema leder till att Courant-villkoret, 

ekv (6. 1) skall vara satisfierat, sil.vida schema! overhuvudtaget 

ar stabilt. Detta nodvandiga villkor fOljer ju aven direkt av de­

finitionen pil. beroendeomril.de och influensomril.de, se kap 4. 4. 

Stabilitetsanalysen kan endast utforas fOr linjara eller linjarise­

ra,de ekvationer. Den linjara analysen bedomes dock ge for de 

ursprungliga icke-linjara ekvationerna tillampliga resultat. 

1) 
I Appendix redovisas en stabilitetsanalys av ett implicit diffe-: 

rensschema. 
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Med hjiHp av Fourieranalysen kan man aven studera kvantiteter, 

na R 1 och R 2, se Ligget och Cunge (1975) och Appendix, 

= differenslOsningens amplitudfaktor 
den analytiska losningens amplitudfaktor 

= av differenslOsningen definierad vaghastighet 
av analytiska losningen definierad vaghastighet 

Om R 1 < 1 ger den numeriska losningstekniken en artificiell 

dampning av upptradande vagor. Differensschemat benamnes 

da diffusivt eller amplitud-dissipativt!l Dampningen ar beroen­

de av antalet delstrackor 6-x per vaglangd L och avtar med 

vaxande varde pa L / 6-x, se fig 6-3. Det finns s!l.ledes en ovre 

grans for storleken pa 6-x for ett givet maximalt dampningsfel. 

1.0 -- c·at.,o --\ ..... 
I I' 0 .at.o.s 1\x 

o.s \ I ax 
\/ C·l\l •0.316 

Anatylisk 1\x 

0 
tosnlng R1 • 1 L 

2 3 5 10 15 20 25 1\x 

Fig 6-3 Relativa amplitudfaktorn R 1 som funktion av L/6-x for 
ett diffusivt explicit schema applicerat pa den 
linjara differentialekvationen 8V/8t- c·8V /8x=O. 
Efter Ligget och Cunge (1975). 

Fran karakteristikmetoden vet vi att den av differentialekvatio­

nerna definierade vaghastigheten ar oberoende av den studerade 

storningens vaglangd. Den av differensekvationerna genererade 

vaghastigheten visar sig emellertid vara beroende av vaglangden 

och av samma storlek som den analytiska endast for det fall att 

Courant-villkoret ar exakt uppfyllt. (Vissa implicita schema ge­

nererar dock en vaghastighet som alltid ar skild fran den analy­

tiska), For finita differensschema galler saledes nastan all tid 

att R 2;e 1, de ar dispersiva 2). Allmant sett synes tatare sek­

tiorisindelning ge mera korrekta vaghastigheter, se aven Appendix, 

1) 

2) 

Diffusivt schema = artificiellt dampande schema. 

Dispersivt schema = stOrningarnas fortplantningshastighet 
vaglangdsberoende. 



Ett differensschemas dispersiva egenskaper .kan leda till att 

e.nergi overfores fran liingre till kortare v:3.gliingder vilket, om 

ingen artificiell diimpning fi:irefinnes, kan medfi:ira parasitisk 

vagbildning, se fig 6-5. Det kan darfi:ir i vis sa sammanhang 

vara berakningstekniskt fi:irdelaktigt att utnyttja diffusiva dif­

ferensschema fi:ir att dampa tillvaxten av dessa icke onskade 

vagor. Ofta ar dock den i de fullstiindiga ekvationerna via den 

kvadratiska friktionstermen inbyggda naturliga dampningen till­

racklig fi:ir att dampa ut de parasitiska vagorna. 

6. 5 Berakning med implicita differensschema 1) 

Stabilitetsvillkoret Cr.,; 1 for explicita differensschema har den 

i vissa fall olyckliga konsekvensen att, om berakningsstegen Ax 

av noggrannhetsskal (t ex varierande geometri) maste valjas sm£, 

kan det tillatna vardet pa At bli sa litet att problemets losning 

kraver ett orimligt stort antal berakningscykler. I s:3.dana fall ar 

det ur berakningsekonomisk synpunkt onskvart att kunna utnyttja 

differensschema som ar stabila oberoende av valet av At, dvs 

dar valet av At kan baseras enbart pa overvaganden ri:irande 

onskad berakningsnoggrannhet. Ett sadant schema erhalles om 

vi later differensschemats beroendeomrade tacka hela berak­

ningsomradet m a p x. 

Ett implicit differensschema erhalles om derivatorna approxi­

meras pa t ex foljande satt, fig 6-4a 

ClQ _ [ m+1 m+1 m m J / dx - Q ( Q j+ 1 - Qj - 1 ) + ( 1 - 8 ) . ( Q j+ 1 - Q j- 1 ) 2 Ax ; .(6.15) 

dar 8 ar en koefficient i intervallet 0.,; 8.,; 1, med vars hjalp 

olika vikt kan lag gas pa differenserna pa "gamla" och "nya" tids-
• 0 nlVan. 

1) En analys av olika implicita schemas egenskaper redo­
visas i Appendix. 
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Nar e = 0 erhalles ett explicit schema, vilket framgar av en 

jamfi:irelse med ekv (6. 4). Om e >0 erhal!es en ekvation med 

treobekantapalinjen tm+l: Qj+l' Yj och Qj-l' 

(a) (b) 

m m +--~=~f----J 

L-~--~--~~--+-~x 
1_1 Ax 1 Ax J+1 

(c) 
Kontinuitetsekv. ROretsemiingd-

ekvation 

61 

m 

J·l Ax 1 hx J•1 ' 
(nod) (segment) 

Exemplifiering av implicita differensschema: 

a) centrerat schema (Crank-Nicolson) 
b) Preissman 's schema (boxschema) 
c) nod-segment schema 

Formulerar vi rorelsemangdekvationen pa motsvarande satt 

som kontinuitetsekvationen erhalles for varje inre beraknings­

sektion tva ekvationer i sex obekanta pa linjen t m+l' Med 

totalt N sektioner (N -2 inre sektioner) fas ett system av 

2N -4 ekvationer i 2N obekanta. Om des sa ekvationer komplet­

teras med ytterligare fyra ekvationer (vid subkritisk stromning 

ett randvillkor och en Riemannekvation vid vardera randen) er­

halles slutligen ett ekvationssystem varur de 2N obekanta kan 

losas med hjalp av iterativ teknik eller det speciella Gausselimi­

neringsfi:irfarande som benamnes dubbel-sveps metoden, se kap 7 .4, 



Det erhallna ekvationssystemet ii.r linjart om koefficienterna i dif­

ferentialekvationerna approximeras pa linjen t . En stabilitets-
. m 

analys visar da att schemat ar ovillkorligt stabilt om 0. 5,..: e,..: 1. 

For undvikande av icke linjii.r instabilitet bar dock den kvadratiska 

friktionstermen If approximeras i punkten (j, m + 1/2), Strelkoff 

(1970), Abbot och Ionescu (1967). Denna approximation kan giiras 

utan att systemets linearitet spolieras, se kap 7. 2. 

En Taylorutveckling av Q och Y kring punkten (j, m + 1 /2) visar 

att differensekvationerna ii.r i iiverensstii.mmelse nied differential­

ekvationerna.l)Vi bortser da fran att .ii.ven koefficienterna skulle 

vara approximerade i denna punkt vilket kan ske via en iterativ 

procedur, se Abbot och Ionescu (1967). For 8>0. 5 introducerar 

dif:ferensschemat tillaggstermer av diffusiv karaktar och trunke­

ringsfelet vii.xer fran 0(6x2
, 6t2) till 0(6x2 , L!.t). 

v 

2.0 
N ldce-diffusivt schema 

1 e=o.sl 

-. '.~ I. I 
9=1.00/' x Exakt ltisning 

. ~ 
a =.o.ss '· 

Diffusiva schema 

\ 

~ '· '· ,, ' 
:'-K ... -. 

1.5 

1.0 
01 s 10 15 20 25 30 35 40 

Fig 6-5 Jamfiirelse mellan analytiska och numeriska liisningar 

79. 

med implicit schema (Preissmanns schema, se fig 6-4b) 
applicerade pa de linjara differentialekvationerna av jot+ 
oYjox = 0, oV/ox+ oYjot = 0. Efter LiggetochCunge (1975). 
Cr = 2. 

Differensschemat ar alltsa for de lineariserade rorelseekvationer­

na av andra ordningen och icke-diffusivt om 8 = 0. 5. For 9> 0. 5 

ar schemat av fiirsta ordningen m a p L!.t och diffusivt, dvs artifi­

ciellt dii.mpande, jfr fig 6-5. Alla differensschema applicerade pa 

riirelseekvatio~~rna ii.r som tidigare papekats dispersiva, (se sid 7 6). 
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I denna framstallning har exempel givits endast pa differensschema 

ledande tilllinjara ekvationssystem. Om aven koefficienterna och 

termen If approximeras paden nya t-linjen erhalles ett icke-linjart 

system vilket maste losas via mera tids- och kostnadskravande itera­

tiva metoder, se t ex Amein och Chu ( 1975). Samma grad av nog­

grarinhet bar kunna erhallas for motsvarande kostnad med ett linjart 

system om t:.t valjes litet. 

Som framgatt av beskrivningen ovan kraver de implicita metoderna 

per berakningssteg i tiden ett mera omfattande berakningsarbete an 

de explicita metoderna. For att en berakningsekonomisk vinst skaU 

kunna goras kravs darfor att man med den implicita metoden kan ut­

nyttja ett st6rre tidssteg an det som definieras av Courant-villkoret. 

6. 6 Svaga losningar vid diskontinuerligt flode. 

Dissipativ operator l) 

Av karakteristikmetoden foljer att de differentialekvationer vi stii.llt 

upp for gradvis varierande stromning ej formar beskriva starkt for­

anderliga forlopp sasom branta fronter till foljd av snabba vatten­

foringsolmingar. Vid sadana flodesfronter erhalles skarningar mel­

Ian karakteristikor av samma familj vilket indikerar att differential­

ekvationerna ej har nagon entydig losning. De antaganden under vil­

ka rorelseekvationerna ar uppstallda ar ej langre uppfyllda. 

Med hjalp av differentialekvationerna kan vi beskriva fl6desf6rhar­

landena nedstroms och uppstroms fronten. Vi kan dessutom re­

latera frontens hastighet till forharlandena uppstroms och ned­

stroms om denna via finita rorelsemii.ngds- och kontinuitetsbetrak­

telser. Denna princip utgor grunden for en speciell metod att be­

handla diskontinuiteter, s k isolering av fronten (shockfitting), se 

t ex Faure och Nahas (19 61). Metoden medfor emellertid program­

meringstekniska svarigheter varfor den ar olamplig for praktiskt 

bruk. Det mest rationella ar givetvis en berakningsprocedur av 

samma typ som den vi utnyttjar for gradvis varierande stromning. 

1) I detta avsnitt har benamningen dissipativ samma betydelse som 
diffusiv, Ett dissipativt schema ar saledes detsamma som ett 
artificiellt dampande schema. 



De differensekvationer vi uppstiillt ar formulerade med utgllilgs­

punkt fran.differentialekvationerna for gradvis varierande flode, 

men genom sin finita konstruktion representerar de egentligen ett 

diskontinuerligt flode. Aven i de fall da differentialekvationerna 

ej har nagon entydig losning definierar differensekvationerna en 

sadan. Differensekvationerna kommer darigenom att kunna simu­

lera den vagformade yta som i vissa fall kan erh8.llas bakom en 

brant flodesfront. Om frontens branthet och hojd ar alltfor stor 

kan emellertid de genom den numeriska tekniken genererade pa­

rasitiska vagorna komma att vii.xa lffilgt over fysikaliskt rimliga 

nivaer och eventuellt medfora instabilitet i berakningarna, jfr 

fig 6-5. 

Som vi tidigare sett kan differensekvationernas formaga att be­

.skriva en brant flodesfvont ytterligare forbattras genom utnyttjan­

det av diffusiva differensschema vilka ger en artificiell dampning 

av upptradande vagor. 

framgar av ekv (6.10), 

Dessa differensschema approximerar, som 

differentialekvationer av diffusiv karaktar 

me dan de ursprungliga ekvationerna ar av konvektiv karaktar. De 

numeriska losningarna ger ingen skarp front utan sprider ut denna 

over ett visst langdintervall, se fig 6-6. Utflackningsgraden beror 

av schemats dampande och dispersiva egenskaper. Frontens medel­

hastighet kan dock bli val atergiven. Det ar saledes mojligt att med 

hjalp av differensekvationer generera sa kallade generaliserade ell.er 

svaga losningar till de ursprungliga differentia.lekvationerna, Abbot 

(1974) och (1975), Cunge (1975). De svaga losningarnas utseende ar 

emellertid beroende av hur rorelseekvationerna formuleras. 

Fig 6-6 

y 

Analytisk lOsning 

/ DitferenslOsning 

',~v 
-c Analytisk 

' I y2 ---..v2 ' ' 
v, ....._vl 

Brant front atskiljande tva zoner med 
gradvis varierande flode. 

li:isnin g 

X 
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For en rektangular kanal med horisontell botten och forsumbar 

friktion kan rorelseekvationerna skrivas 

av a v2 
1Jt + C1x ( 2 + gY) ~ 0 ( 6. 1 6) 

Den forsta ekvationen uttrycker lagen om massans konstans och 

den andra lagen om energins konstans. Ekvationerna kan aven 

skrivas pa formen 

oF ilG(F) ~ O 
'Bt + Clx 

dar (6. 17) 

Enligt Lax (1957) galler att om en diskontinuitet (brant front) at­

skiljer tva kontinuerliga flodeszoner, se fig 6-6, och om vi ned­

strorns och uppstroms om denna diskontinuitet har de genuina los­

ningarna F 1 och F 2 , bildar F 1 och F 2 tagna tillsammans en 

svaglosning om och endast om 

(6.18) 

dar c ar diskontinuitetens hastighet. 

Om vi applicerar ekv ( 6. 18) pa diskontinuiteten i fig 6-6 erhalles 

(6.19) 

vilken hastighet ej overensstammer med det allrnant vedertagna 

sambandet, se kap 5. 5, 

( 6. 20) 

for en brant fronts fortplantningshastighet. 



Valjer vi dar.emot att formulera r6relseekvationerna enligt dels 

lagen om rnassans konstans, dels lagen om r6relsemiingdens 

konstans ( V · Y sattes hiir lika med Q) 

(6. 21) 
2 

~ + -i ( ~ ) + gY ~ O· , 

erh£11es den fronthastighet som ges av ekv (6. 20). Aven om ekv 

(6,16) och (6. 21) har samma genuina 16sningar har de ej darmed 

aven samma svaga 16sningar. For :;ttt den svaga 16sningen skall 

ge en korrekt fronthastighet m£ste s£ledes r6relseekvationerna 

formu1eras enligt ekv ( 6. 21). 

Som redan framg£tt av fig G~ 5 kan diffusiva differensschema gene­

rera svaga l6sningar. Diffusiva tilliiggstermer kan erh£llas p£ 

t ex det satt som anges av ekv ( 6. 9) dar vi bytt ym i ekv ( 6. 5) 
J 

mot 

(6.22) 

Abbot (1974) har emellertid visat att detta dissipativa schema inte 

ar n£got annat an ett specialfall av vad han beniimner "dissipative 

interface", har benamnt dissipativa operatorer, vilka applicerade 

p£ icke-dissipativa schema ger schema vilka kan generera svaga 

16sningar. En generellt formulerad operator ar 

(6.23) 

vilken ar relaterad till F. enbart genom villkoret att F* ~ F. om 
J J J 

alla dissipativa faktorerna y ar lika med noll. En enkel dissipativ 

operator ar den centrerad.e operatorn 

( 6. 24) 
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vilket som ett sp'ecialfall ger ekv (6. 22) fOry = 0. 5. Den dissipa· 

tiva operatorn reducerar alltsa amplituden paden vid berakning­

en erhallna kortvagiga parasitiska vagbildningen, se fig 6-7 var­

igenom den energiforlust som erhalles i ett vattensprang eller vid 

en brant front simuleras. Da givetvis aven langre vagors amplitud 

Fig 6-7 
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Effekten av okande varde pay for en centrerad dissipa­
tiv operator applicerad pa en vandrande front. 
Efter Abbot (1974). 

reduceras bor anvandningen av dissipativa operatorer begransas 

till kritiska omraden i xt-planet och dess styrka (dissipativa fak­

torn y ) bor hallas sa lag som mojligt. · Om en upptradande vag 

har vaglangden L kommer den centrerade operatorn att ge ampli­

tudreduceringsfaktorn 

( 27T6X ·) kr = 1 - 2 y 1-cos L (6. 25) 

vars varde som funktion av y och antalet delstrackor L / 6x per 

vaglii.ngd framgar av fig 6-8. 

I Preismanns schema, fig 6-4b, utnyttjas koefficienten 9 fOr 

genererande av svaga losningar. Som framgar av fig 6-5 vii.xer 

detta schema~ dissipativa effekt med vardet pa B. 

Ytterligare exempel pa anvandandet av dissipativ operator och 

viktningskoefficient vid implicit metod redovisas i kap 7. 6. 



Fig 6-8 
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Den centrerade dissipativa operatorns amplitud­
reduceringsfaktor kr som funktion av dissipativa 
faktorn y och antalet delstrackor n ~ L I l:;x per 
vaglangd. 

Sammanfattning 

De numeriska metoderna kan grovt indelas i foljande kategorier: 

karakteristikmetoden 

explicita metoder 

implicita metoder 

Karakteristikmetoden och de explicita metoderna kraver for att 

stabila berii.kningar skall erhilllas att 

dvs att Courants tal 

Cr ~ !:;t · lv "!: 1/gA/B I jt:;x.;;.l 

Implicita metoder ii.r dii.remot i allmii.nhet ovillkorligt stabila, dvs 

att !:;t och l:;x ur numerisk synpunkt kan vii.ljas oberoende av var­

andra. Valet av dessa storheter kan dii.rfor baseras enbart pa over­

vii.ganden om onskad berii.kningsnoggrannhet vilket i vissa fall kan 

leda till lagre berakningskostnader. 
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Ett differensschema ar diffusivt (amplitud-dissipativt) om den 

numeriska losningens komponenter (Fourierserie-komponenter) 

dampas snabbare an den analytiska losningen. Exempel pli icke 

diffusiva schema ar de implicita differensschema som skisserats 

i fig 6-4, forutsatt att differenserna pli "gamla" och "nya" tid­

nivlin ges samma vikt. 

Aven om det ar onskvart. att utnyttja icke diffusiva schema kan det 

ibland vara nodvandigt, t ex vid berakningar avseende branta flo­

desfronter, att sli modifiera schemat att det blir diffusivt. Detta 

kan ske med hjalp av ens k dissipativ operator eller en viktnings­

koefficient. 



7. BESKRIVNING A V UTNYTT JADE IMPLICIT A 

METODER. NUMERISKA EXPERIMENT. 

7. 1 Val av metod 

Det ar ovanligt att man i rapporter rorande numeriska berakning­

ar avseende icke stationar stromning finner nagon diskussion kring 

motiven for valet av en viss metod. Detta sammanhanger troligt­

vis med att berakningstekniken har varit och fortfarande ar i en 

snabb utvecklingsfas. Nagon litteratur med forsok till en samlad 

diskussion av olika metoders for- och nackdelar har ej funnits. Det 

fi:irsta verket av denna typ synes vara det forelasningsmaterial fran 

en kurs om icke stationar stromning i Fort Collins, 1974, som ut­

givits av Mahmood och Yevjevich (1975}. Samtidigt presenterades 

en bibliografi over amnesomradet av Miller och Yevjevich (1975). 

87. 

Nagra generella objektiv3 kriterier for valet av numerisk beraknings­

metod gar ej att stiilla upp. Det viktigaste kriteriet ar givetvis 

att berakningsmodellen skall kunna simulera de aktuella flodesc 

forhallandena med en viss noggrannhet. Vilka krav man harvid 

staller ar beroende av problemets natur och varierar fran fall 

till fall. Andra faktorer av betydelse ar berakningskostnader och 

anvandarvanlighet. Viss vagledning kan aven erhallas utifran en 

analys av differensschemats diffusiva och dispersiva egenskaper. 

Det synes s8.lunda onskvart att arbeta med ett icke diffusivt sche­

ma som vid behov kan goras diffusivt. 

Som framgatt av kap 1 har m8.lsattningen for projektet avseende flo­

desforlopp i dagvattensystem varit att ta fram en berakningsmodell 

som mojliggor beskrivning av flodesforloppet i del vis eller helt 

fyllda ledningssystem. Vid stromning i helt fylld ledning erhalles 

dynamiska vaghastigheter av storleksordningen 1000 m/ s, inne­

barande orimligt sma tidsteg 6-t vid explicita metoder. Det be-
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domdes dii.rfor vara nodvii.ndigt att utveckla en implicit metod om 

inte alltfor stora approximationer skulle behova tillgripas vid strom­

ning i helt fylld ledning. 

Den konstruerade berii.kningsmodellen bygger pa det i fig 6-4c 

skisserade nod- segment schemat och mojliggor berii.kning av sa val 

subkritiska som superkritiska flodessituationer. Schemats upp­

byggnad tillater ii.ven forekomst av vattensprang. Under vissa be­

tingelser kan dock vattensprang ge okontrollerbara berii.knings­

storningar. Stromning i helt fylld sektion approximeras med hjii.lp 

av den i kap 3. 2 introducerade spalten i rorets hjii.ssa. 

Som framgar av diskussionen i Appendix synes nod- segment sche­

mats dispersiva egenskaper vara nagot sii.mre an boxschemats 

(Preismann- schemat). Vis sa inledande berii.kningar genomfOrdes 

ocksa med detta senare schema sasom det presenterats av Cunge 

och Wegner (1964). I denna artikel utnyttjades for fOrsta gangen 

den fiktiva spalten. En mera genomarbetad formulering av box­

schemat ii.n den som ges av Cunge och Wegner redovisas av Ligget 

och Cunge (1975). 

Vissa svarigheter uppstod emellertid vid forsaken att anpassa box­

schemat till de for vattensprang gii.llande randvillkoren vilket ledde 

fram till konstruktionen av nod- segment schemat. Det ii.r mojligt 

att dessa svarigheter vad avser boxschemat skulle ha kunnat over­

vinnas med hjii.lp av nu vunna berii.kningserfarenheterna. Nod- seg­

ment schemat visade sig emellertid ge en fullgod simulering av upp­

mii.tta flodesfOrlopp varfor den fortsatta modellutvecklingen basera­

des pa detta schema. 

Nii.r foreliggande projekt avseende flodesforlopp i regleradE: vattendrag 

startades byggde den fOrsta matematiska mod ellen pa nod- segment­

schemat. Mycket god overensstii.mmelse erholls dii.rvid mellan 



uppmatta och beraknade vattenstandsutvecklingar. For vissa iHv­

strackningar erholls emellertid instabila berakningar, vilket sam­

manhangde med alltfor snabba variationer i sektionsareorna langs 

alven. Med l;Jjalp av en svag dissipativ operator kunde de upptra­

dande parasitiska vagorna kontrolleras utan men for beraknings­

resultatet. 

Det bedomdes emellertid vara av intresse att studera aven nagon 

annan typ av differensapproximation. En alvmodell konstruerades 

darfor enligt ett av Abbot och Ionescu ( 19 67) presenterat differens­

schema. Aven detta schema kunde dock ge instabila berakningar vid 

all tfor snabbt varierande sektionsareor. Fa grund av att Abbots 

schema leder till en enkel dubbel-sveps algoritm med lagre berak­

ningskostnad baserades emellertid den fortsatta programutveck­

lingen pa detta schema. Alvrnodellerna ar konstruerade enbart for 

subkritiska flodesforhallanden. 

I det fOljande ges en detaljerad beskrivning av uppbyggnaden av del 

modifierade Abbot-schemat och den vid losningen av ekvationssys­

temet utnyttjade metoden. Darefter kommer nod-segment-sche­

mats konstruktion att skisseras. 

7. 2 bverforing av rorelseekvationerna till differens­

ekvationer enligt modifierat Abbot-schema. 

Kontinuitets- och rorelsemangdekvationen kommer att overforas 

till differensform enligt det implicita differensschema sam be­

skrivits av Abbot och Ionescu (1967). Detta schema har dock har 

modifierats vad avser uppstroms- och nedstroms rand for att 

mojliggora byte av randvillkor under berakningens gang. 

Vi fOrutsatter att berakningen avser ett vattendrag med pris­

matisk sektion varfor kontinuitets- resp rorelsemangdekvationen 

far utseendet ( ~ = 1) 

l:lQ + B ay = ax m q (7. 1) 
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(7. 2) 

Det 1atera1a til1flodet q har di!. for enke1hetens skull antagits 

vara vinke1rii.tt huvudflodet. 

Om vi infer vattenytans nivil. H over en viss given referensnivil. 

kan vi eliminera I
0 

enligt 

Vidare kan vi med hjii.lp av kontinuitetsekvationen skriva 

Rore1seekvationerna erhiilles di!. till 

ElQ + B ElH ~ q ; 
dx dt 

2 
8Q 2 QB ElH _ ( Q) OA + A EJH ~ 
liT"- AliT" A 11x g CiX 

2Q . 
- gAir Aq 

(7. 3) 

(7. 4) 

(7. 5) 

(7. 6) 

Det aktuella avsnittet av vattendraget indelas i N -1 delstrii.ckor, 

med lii.ngden L::.xj ~ xj - xj _1 enligt fig 7-1. N ii.r ett udda tal. 

1) 2) 
t ' 

Kont.ekv. Kontinuitetsekv. ROretsemiingdekv. Kont.ekv. 
~ 

Q,H Q H Q H Q H Q H Q O,H 
m•t 

At 

m 

Ax; llxi•t 
2 j-1 N-1 N 

Fig 7-1 Modifierat Abbot-schema med udda antal sek­
tioner oberoende av randvillkorens utformning. 

1) I all a inre H-punkter 

2) I alla inre Q-punkter 

X 



Sektioner med udda nummer beniimnes H-punkter och sektioner 

med jiimna nummer Q-punkter. Andsektionerna betecknas dock 

QH-punkter. Antalet obekanta pa tm+1-linjen ar lika med N+2, 

varfOr det forutom de tva randvillkor som maste ges vid subkri­

tisk stromning, se fig 4-9, kriivs N stycken differensekvationer 

for problemets losning. 

Kontinuitetsekvationen: 

Kontinuitetsekvationens differensekvation centreras kring en H­

punkt enl igt fig 7 -1. 

[ 
1 m+1 m+1 1 m m J 
2(Qj+1 - Qj-1) + 2 (Qj+l - Qj-1) (7. 7) 

B aH_ 1 Bm (Hm+1_ Hm) 
ilt-zrr i i i (7. 8) 

(7. 9) 

dar ~2x. = x .+1 - x. 1 . B~ iir medelbredden pa avsnittet 
J J J- J 

xj+1 - xj_ 1 och erhiilles genom interpolering mellan niirliggande 

H-punkter. Sektionsdata ges siiledes enbart i H-punkterna. 

Ekv (7. 5) differensform blir da ( j = 3, 5, ... , N-2) 

CC1(j) · QmJ_++
1

1 + CC2(j) · HJ?+ 1 + CC3(j) · QJ?+l = RC(j) 
J J-1 

dar 

CC1(j) 

CC2(j) = Bj I ~t 

-1 CC3 (j) = 
2"'2xj 

RC(j) Hm + 1 ( m+1+ m) 
j 2 q j qj 

(7. 10) 
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Koefficienterna i ekv (7. 10) ar alltsa funktioner av enbart kanda 

storheter pa den gamla tidsnivan t = t m· qj ges som indata. 

Vid randerna, dvs for j=1 resp j=N formuleras kontinuitets­

ekvationen pa motsvarande satt enligt det i fig 7 -1 angivna 

schemat 

(7. 11) 

dar Q0 och QN+1 representerar flodet i sektionen J = 1, resp 

j = N. 

Denna ekvation centreras i Q-punkterna vilka placeras mittemella.n 

tva H-punkter. Foljande differensapproximationer utnyttjas: 

(7. 13) 

8H 1 [(H~+1 _ H~ ) +(H~+1 _ H~ ) ] 
liT" "' 2N J- 1 J- 1 J+ 1 J+ 1 

(7. 14) 

aA 1 
ax "' ..,.zr::.7lzs::,2"'x"'".­

J 
[ 

m m m+1 m m ( m+1 m ) m ] 
2(Aj+ 1 - Aj_ 1) +(Hj+ 1 - Hj+ 1) · Bj+ 1 - Hj-l - Hj_ 1 Bj_ 1 ; 

(7.15) 

[ 
1 m+1 m+1 1 m m ] 
2(Hj+1 -Hj-1 )+z-(Hj+1-Hj-1) (7. 16) 

Friktionslutningen If forutsattes beraknad enligt Mannings 

formel 

(7. 17) 

och approximeras i differensekvationen med hjalp av linjari­

seringen 



I 
_ Qm+1 

f - . j (7. 18) 

dar Kj erhalles genom interpolering mellan omgivande H-punkter. 

Vidare sattes 

2-Sq"" (Q~+Q~+ll (q~+ 1 +q~)/2A~ 
ft J J J J J 

(7.19) 

dar 

Om ovriga koefficienter framfor derivatorna approximeras i 

Q-punkten analogt med A~ kan rorelsemangdekvationen skrivas 
J 

(j = 2, 4, ... , N-1) 

(7. 2 0) 

dar koefficienterna ar funktioner av enbart kanda storheter pa 

gamla tidsnivan tm 

7. 3 Kommentarer till differensekvationerna 

De icke linjara rorelseekvationerna har alltsa approximerats med 

tva linjara differensekvationer. Det utnyttjade differensschemat 

ar ovillkorligt numeriskt stabilt om, sasom har gjorts, termen 

If approximeras i punkten (j, m+ 1/2), se Abbot och Ionescu (1967). 

Tidssteget bt kan alltsa ur numerisk synpunkt valjas oberoende 

av bx, dvs vi kan arbeta med Courant-tal 

Cr = ~ I V ~ J gAjB' I> 1 ; (7. 21) 

.En Taylorutveckling av differensekvationerna kring punkten 

(j, m + 1/2) visar att trunkeringsfelet vid konstanta delstrackor 

bx. ar av O(bx2 , 6t2) med avseende pa ingaende derivator me­

da~ det for koefficienterna ar av O(bx
2

, bt). Detta senare 

trunkeringsfel kan emellertid reduceras till O(bx2 , 6t2) genom 

en cyklisk repetering av berakningen varvid koefficienterna app-
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roximeras i punkten (j, m + 1/2) med hjiilp av de senast berakna­

de variabelvardena pa linjen tm+l' Denna mi:ijlighet, som dock 

leder till hi:igre berakningskostnader, har ej behi:ivt utnyttjas. 

Vid berakningar avseende naturliga vattendrag ar det oftast omi:ij­

ligt att arbeta med konstanta delstrackor. For H-punkterna kom­

mer da .6.xj::f=.6.xj+l vilket innebar att kontinuitetsekvationens 

trunkeringsfel ar av 0(.6.xj+l - .6.xj, .6.t
2

). Ri:irelsemangdekvatio­

nen ar dock aven i detta fall av andra ordningen eftersom Q-punk­

terna placeras mitt emellan H-punkterna. Kontinuitetsekvationer-
2 na vid randerna har trunkeringsfel av 0(.6.x, .6.t ) . 

Differensschemat ar icke-dissipativt men dispersivt, liksom alla 

schema applicerade pa ri:irelseekvationerna, se kap 6 och Appendix. 

Eftersom alla sektionsdata i Q-punkterna beraknas genom inter­

polering utifran motsvarande data i narmast liggande H-punkter, 

bi:ir H-punkterna valjas sa att tvarsektionen varierar sa likformigt 

som mi:ijligt mellan dessa punkter. Detta galler givetvis alla typer 

av schema. 

Ett alternativ till den kompletterande kontinuitetsekvationen vid 

uppstri:ims- och nedstri:ims rand skulle kunna vara en Riemann­

ekvation langs en negativ resp positiv karakteristika, se fig 7 -2. 

Fig 7-2 c_- karakteristika langs vilken Riemann- ekvationen 
integreras. Ex em pel pa alternativt uppstroms randvillkor. 

Vid hi:iga varden pa Courants tal innebar emellertid detta forfarande 

att karakteristikans ursprungspunkt ligger flera .6.x fran randen, 



vilket gor en integrering langs karakteristikan praktiskt omojlig 

att genomfora. Vid explicita metoder ar utnyttjandet av en Riemann­

ekvation vid randen den enda generella mojligheten. 

7. 4 Losning av de implicita ekvationerna 

Ekvationerna (7. 10), (7. 11), (7. 12) och (7. 20) bildar tillsammans 

med tva givna randvillkor ett ekvationssystem om N+2 ekvationer 

uttryckta ilika manga obekanta, vilket skalllosas vid varje tids­

steg. Ekvationssystemet ar linjart och kan losas med hjalp av stan­

dardmetoder for linjara system (iterering eller eliminering). 

Det framgar av ekvationernas utseende att ekvationssystemets koef­

ficientmatris har diagonal form vilket medfor att en speciell Gauss­

elimineringsmetod, den s k dubbelsveps-metoden (DS-algoritm) kan 

utnyttjas. Detta galler oavsett differensekvationernas uppbyggnad. 

Med de i detta fall kring Q- och H-punkter uppbyggda differensekva­

tionerna ar systemets matris tridiagonal varfor systemet kan losas 

med hjalp av den DS-algoritm som brukar benamnas Richtmeyer­

algoritmen, se Richtmeyer och Morton {1967) eller Abbot och 

Ionescu (1967). Denna algoritm kommer att beskrivas narmare i 

det foljande. 

Lat oss forutsatta att HJ?+
1

1 kan skrivas som en linjar funktion av 
J-

QJ?+1' 
J 

Hm+l = EC(j) · QJ?+ 1 + FC(j) 
j-1 J 

dar EC(j) och FC(j) ar konstanter. 

(7. 22) 

Om vi ersatter HJ?+1
1 

J-
i ekv (7. 20) med detta samband erhalles 

(7.23) 

dar 

ER(j+1) - CR1(j) I (CR2(j) + CR3(j) · EC(j)); 

FR(j+l) = (RR(j) - CR3(j) · FC(j) ) I (CR2(j) + CR3(j) · EC(j)) 
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Kombinerar vi vidare ekv (7. 23) med kontinuitetsekvationen i 

H-punkten xj+l erhaller vi 

(7. 24) 

dar 

EC(j+2) = - CC1(j+1)/(CC2(j+1) + CC3(j+1) · ER(j+1)) 

F C(j+2) = (RC(j+ 1)- CC3 (j+ 1) ·FR(j+ 1 )) /( CC2 (j+ 1 )+CC3 (j+ 1) · ER(j+ 1 )) 

Om vi forutsatter att vi overallt har subkritiska forhallanden och 

att randvillkoren ar 

Qm+ 1 = QUPP(t ) 
0 m+1 

Hm+1 = HNED(t ) 
N m+l (7. 2 5) 

erhalles genom identifiering ur ekv (7. 23) fOr j = 0 

ER(1) = 0 ; FR(1) = QUPP (tm+ 1) (7. 2 6) 

Genom cyklisk repetering av ekv (7, 24) och (7. 23) kan vi nu be­

riikna kvasikonstanterna EC(j), FC(j) ocli ER(j+l), FR(j+1) 

fOr viixande j = 2, 4.,.,. , N+1, for att vid nedre randen er­

nalla 

H~+ 1 
= EC(N+1) · Q~:; + FC(N+1); (7. 27) 

vilket samband tillsammans med nedre randvillkoret ger Q~:11 . 
Cyklisk repetering av ekv (7. 23) och (7. 24) ger darefter 

Q~+ 1 ocli H~+1 1 for avtagande j = N-1, N-3, .... 2. 
J J-

Med HN = HN(t) som nedre randvillkor iir egentligen kontinuitets­

ekvationen (7. 12) overflodig, Vi hade kunnat sluta med samban­

det 

Qm+l = ER(N) · HNm+ 1 + FR(N) 
N -1 

(7. 2 8) 



Q~~{ hade ej beh6vt beriiknas. Likaledes iir kontinuitetsekvationen 

(7.11) 6verfl6dig om 6vre randvillkoret iir H1 = H1(t), och Q~+l ha­

de ej beh6vt beraknas. Abbots ursprungliga schema byggde pa detta 

f6rhrulande vilket dock medf6rde att antalet sektioner blev beroende 

av randvillkorens formulering. Byte av randvillkor under beriik­

ninge~s gang hade darigenom inneburit vis sa problem. 

97. 

Den for 16sningen av ekvationssystemet utnyttjade metodiken innebar 

sruedes for subkritiska f6rhallanden en successiv berakning nedstr6ms 

vattendraget av konstanterna ER, FR, EC och FC varefter Q och 

H kan 16sas i uppstr6ms riktning, vilket f6rklarar benamningen dubbel­

sveps metod. 

Det bar papekas att DS-metoden generellt sett ej ar nagon bra losnings­

metod emedan konstanterna under vissa forhrulanden kan vaxa exponen­

tiellt med j, innebarande att Q och H erhalles som skillnaden mel­

lan mycket stora tal. Aven om differensschemat ar ovillkorligt sta-

bilt kan sa1edes instabila och fysikaliskt sett helt orimliga 16sning-

ar erhallas pa grund av otillracklig numerisk precision. Man kan 

darfOr tvingas vidta speciella atgarder som t ex att arbeta med s k 

dubbel precision (dubbelt antal signifikanta siffror) vilket avsevart 6kar 

berakningskostnader och erforderligt minnesutrymme i datorn. Inga 

sadana atgarder har dock hitintills beh6vt utnyttjas. 

Vid superkritisk str6mning kravs i princip ingen DS-algoritm. Q och 

H ar da bada kanda vid uppstr6ms rand varf6r 6vriga Q och H kan 

'16sas direkt i ne<:lstr6ms riktning. Modellen har dock ej testats for 

detta fall. 

7. 5 Nod- segment schemat 

For berakningar avseende stromning i ledningssystem har utvecklats 

ett speciellt schema, nod-segment schemat, i fig 6-4c. For en led­

ning indelad i N -1 delstrackor ger detta schema 2N -3 differensekva­

tioner i 2N obekanta. Vid subkritiskt ocl:) superkritiskt flode kravs 

forutom de tva randvillkoren, se fig 4-9, en kompletterande ekvation. 



98. 

Som sadan utnyttjas en kontinuitetsekvation vid uppstroms rand 

vid subkritisk stromning och vid nedstroms rand vid superkritisk 

stromning, fig 7-1. 

Differensekvationerna bygger direkt pa ekv (7. 1) och (7. 2). Kon­

tinuitetsekvationen ar konstruerad pa motsvarande satt som for 

Abbot-schemat. Dock har schemat forsetts med en viktnings­

koefficient 8 enligt ekv (6.15). ~ = konstant = 1. 03. 

Rorelsemangdekvationen ar uppbyggd enligt box-schemat, fig 6-4b, 

med hjalp av foljande approximationer: 

8Y g 
gA..,..,. "'~ ax .c,l..),x. 

J 

dar 

0,5<;;: 8<;;:1 

Q2 111 Q m m+1 m 
(-,r- ). + 2(..,. ). (Q. - Q.) 

Im+1_ 
f. -
J 

rtJ -"J J J 

[ ~)m +1 [~]m I~+ 2 Q j · (QJ -QJ) - 2 K j · 

K =MAR 213 enligt ekv (7.17). 

(7. 2 9) 



De icke linjara termerna B(Q
2 /A) fax och If har alltsa linjarise­

rats med hjalp av dessa termers resp forstaderivata pa den gamla 

t-linjen. 

Den kompletterande kontinuitetsekvationen vid randen approxime­

ras enligt box-schemat. 

Man kan visa att differensschemat ar stabilt om 0. 5 ~ 8 ~ 1. 0. 

Det ar icke diffusivt om 9 = 0. 5, i varje fall vid applicering pa 

linjara problem (linjara differentialekvationer), se Appendix. 

Om den kompletterande kontinuitetsekvationen vid superkritisk 

stromning placeras vid uppstroms rand kan flode och vattenstand 

i princip losas direkt i nedstroms riktning utan DS-algoritm. Den­

na losningsmetodik visade sig emellertid leda till instabila berak­

ningar. Vidare kan man med denna formulering ej behandla flodes­

fall med subkritisk stromning i ledningens ovre del och superkri­

tisk stromning i dess nedre del eller vice versa. Genom att pla­

cera den kompletterande ekvationen vid nedstroms rand erholls 

dels stabila berakningar, dels en enkel anpassning till alla fore­

kommande flodesfall, se vidare kap 9. Forfarandet leder dess­

utom till att samma DS-algoritm utnyttjas oberoende av flodes­

tillstandet. 

Eftersom losningen till differentialekvationerna enligt den i kap 

5. 2 genomforda analysen ar instabil om Vedernikovs tal Ve > 1, 

skulle man kunna forvanta att aven differenslosningen uppvisar 

motsvarande egenskaper. Resultaten fran testberakningar tyder 

emellertid pa att differensschemat applicerat pa de aktuella icke 

linjara problemen har vissa dissipativa egenskaper sam medfor 

att berakningarna forblir stabila aven vid hoga varden pa Ve. 

En mycket svag tendens till vaxande vaghojder har dock i vissa 

fall kunnat formarkas. 

De randvillkor som kan utnyttj as i modellen ar av foljande typ 

Q = Q(t) 

= Y(t) 

= [A If gA/B) m+l (kritiskt djup) (7. 3 0) 
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Det sista sambandet ii.r icke linjart och kraver ett iterativt 

forfarande for att Q och Y skall kunna losas vid rii.nderna. 

Detta villkor ii.r alltsa formulerat enbart pa tidsnivan tm+l' 

Pa grund av att flodesforhilllandena under berii.kningens gang skif­

tar fran superkritiskt till subkritiskt tillstand, fran helt fylld till 

delvis fylld ledning etc, maste ii.ven randvillkorens utseende vari­

era. Detta krii.ver att man efter varje genomfort berii.kningssteg i 

tiden genomfor en kontroll av flodesforhallandena i alla i lednings­

systemet ingaende ledningar och utifran resultatet av denna kontroll 

vii.ljer randvillkor for varje lednings uppstroms- och nedstroms -

sektion. Hur detta sker kommer nii.rmare att beskrivas i kap 9. 

7. 6 Berii.kning av snabbt varierande flodesforlopp med hjii.lp 
av ctlSSlpatlv operator ocfi Vlktmngskoefflclent S 

Med hjii.lp av dissipativa (diffusiva) differensschema genomforda be­

rii.kningar avseende branta flodesfronter har tidigare redovisats i 

fig 6-5 och fig 6-7. Vi skall emellertid hii.r nii.rmare beskriva ut­

nyttjandet och effekten av dissipativa operatorer. 

Den dissipativa operatorn utnyttjas vid implicita berii.kningsmetoder 

som ett mellanled i berii.kningsgangen. Nii.r man salunda for tids-
m m 

nivan tm har berii.knat alla Q. , Y. (j = 1, N) appliceras den cent-
J J 

rerade operatorn enligt 

Q~ 
J 

y~ 
J 

m m m m 
= y. + y (Y .+1 - 2 . y. + y. 1 ) 

J J J J-

(7. 31) 

for alla j inom det omrade av kanalen dar operatorn behover utnytt­

jas ~) De sa erhallna nya vii.rdena Qj och Yj anvii.ndes sedan i dif-

f k t . f.. b ··k · Qm+ 1 Ym+ 1 G t ··k erense va wnerna or era nmg av . , . enom a t o a 
J J 

vii.rdet pa den dissipativa fakt orn y kan man i de fiesta fall under-

trycka icke onskvii.rd parasitisk vagbildning i erforderlig utstrii.ck­

ning. Vid uppstroms och nedstroms rand anvii.ndes i exemplet nedan 

en operator av formen 

1) Omraden dii.r icke onskvii.rd parasitisk vagbildning upptrii.der. 



(0 ~ y ~ 1) (7. 3 2) 

pa den varia bel sam ej ar given sam randvillkor. 

Lat ass betrakta den i fig 7 "3 skisserade problemstallningen. Flo" 

det i tilloppskanalen till kraftstationens tubintag forutsattes vid ti" 

den t = 0 vara 1000 m 3 /s varefter man pa 15 sekunde.r minskar 

tappningen genom stationen till 100 m 3 /s. Darefter h8.lls tapp" 

ningen kvar pa denna niva. Vattenstandet i reservoaren antages 

vara konstant + 114. 00 och oberoende av tappningen. Vilket vat" 

tenstand kommer vi da att ha i kanalen 60 resp 120 sekunder efter 
tappningsandringens borjan. Kanalen forutsattes vara rektangular 

och ha horisontell batten. Vidare fi:irsummas friktionskrafterna. 

I fig 7 "3 redovisas med hjalp av den numeriska modellen baserad 

pa det modifierade Abbot"schemat beraknade frontprofiler for nag" 

ra olika varden pa L\.t, L\.x och dissipativa faktorn y . Bakom 

fronten erh8.lles parasitisk vagbildning medan fli:idet framfi:ir fran­

ten ar helt fritt fran storningar. Det for utslackningen av den pa­

rasitiska vagbildningen erforderliga y -vardet vaxer med vardet 

pa Courants tal Cr. 

Medelnivan bakom fronten synes vara i huvudsak oberoende av var­

det pa y och Cr. Vattendjupet bakom fronten (Y2) i:iverensstam­

mer med det varde sam for en pli:itslig tappningsandring Q 2 - Q 1 
kan beraknas ur foljande samband, vilket forutom ovan angivna fi:ir­

utsii.ttningar bygger pa antagandet att vagfrontens form ej andras 

se kap 5. 5, 

(7. 33) 

dar index 1 betecknar de initiella forhallandena och cf ar fran­

tens hastighet. y 1 och y 2 ar areornas A 1 resp A 2 tyngd­

punktsavstand raknat fran vattenytan. Minustecknet hanfor sig till 

det fall att Q 2 < Q
1

. Vid rektangular sektion, y 1 = Y 1 /2, y 2 = 

Y
2

j2, A= Y · B, reduceras ekv (7. 33) till ekv (6. 20). Medin-
. 3/ satta aktuella varden (Y 

1 
= 14. 00 m, Q 1 = 1000 m · s, Q 2 = 

3 
100m /s, B = 60 m) erh8.lles cf=-11.4 m/s; Y 2 = 15.33 m. 
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Reservoar 
med 
l<onstant 
vst + 114.00m 

0 

0 

--'(oO 

-·-·- '( =01 

---- yo0.3 

At= !.Ss 
.o.x=l2.5m 
Cr ~ 1 

At = 15 s 
.6.x=50m 
Cr "3 
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I 
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I I 
I . 

/ I 
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/ / --

500 
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0 
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115.00 
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Fig 7-3 Beriikning av vattenstil.ndsvariationer i tilloppskanal 
till kraftstation vid tappningsreducering. 



Det bor i detta sammanhang papekas att man vid en snabb vatten • 

foringsandring kan erhalla tva typer, av fronter, antingen en bry­

tande front eller en vagformad front (undular mobile jump)' se 

fig 7-4. 

Fig 7-4 

Yz 
Brytande front 

-.vagbildning bakom fronten 

Yz -I 

Mojliga typer av frontprofiler vid snabb 
vattenforingsandring. 

En brytande front erhalles om frontens energ~ ar sa star att dess 

dissipation kraver att fronten bryts. I annat fall sker energi­

dissipationen via utbildandet av vagor bakom fronten, s k Favre­

vagor. Uppskattningar av dessa vagors utbildande kraver utnytt­

jande av "hogre-ordningens" teori, dvs hansyn maste tas till 

stromlinjernas krokning, set ex Han:;;en {1966), Abbot och Rhode­

nius ( 197 2) . 

Den med utgangspunkt fran de endimensionella rorelseekvationerna 

erhallna vagbildningen far ej ses sam en simulering av dessa s k 

Favre-vagor. Den kan endast ses sam en spegling av den energi-

, dissipation sam i verkligheten skulle skett i vagfronten men sam 

varken differentialekvationerna eller differensekvationerna ar 

konstruerade for att simulera. Vi omnamner darfor aven i det £01-

jande de av differensschemat genererade sekundara vagorna sam 

par(lsitiska. De endimensionella rorelseekvationerna kan endast 

utnyttjas fOr bedomning av medelnivan Y2 i fig 7-4. 
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Med hjalp av den dissipativa operatorn kan alltsa den eventuella 

parasitiska vagbildningens tillvaxt kontrolleras. Eftersom den 

utnyttjas s6m ett mellanled i berakningarna ar det programmerings­

tekniskt enkelt att andra operatorns utseende och att begransa dess 

applicering i tid och rum. 

Parasitisk vagbildning kan vid utnyttjande av nod-segment sche­

mat dam pas med hjalp av den centrerade dissipativa operatorn 

eller med hjalp av viktningskoefficienten e. Tyvarr har dock ej 

operatorn kunnat ges nagon for rander med varierande randvillkor 

lamplig formulering. 

Effekten av ett okat varde pa viktningskoefficienten e vid berakning 

av en snabb flodesokning i en rak ledning med cirkular sektion re­

dovisas i fig 7-5. 

9•0.5 

1 
5501/s 

·~-- ....:.•.:.:.·.:.:·.:..:·::..···· .. 
> .. :--.... 9•0.55 

/ .... ·/ 9•0.6 ..... •,. 
.....:: .. :::..:.:._ 

200m 

Tillflodo 
i 1/s 

600 

400 

200 

0 
Tid i ·sekunder 

0 12 24 36 48 

Ax= 10m 
~~ •6 s 
Cr '\.2- 2.5 
Fr = 1.1 

0.7m 

0.\Jm 

SO lis -.....,., 

Fig 7-f) Beraknade vattenstand i ledning med cirkular sektion 
vid snabb flodesokning. Redovisade vattenstand avser 
forhallandena 3 6 sekunder efter flodesokningens start. 

For 9 ~ 0. 5 leder beril.kningarna redan efter ett par tidsteg till 

orimliga varden pa floden och vattendjup. Den parasitiska vag­

bildningen omojliggor forr eller senare satisfiering av randvillko­

ren varvid berakningen sparar ur. 
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segment schemat. 8 = 0. 5. '"""' 0 
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I fig 7-6 redovisas en jamforelse mellan ett med nod-segment 

schemat beraknat f16desf6rlopp (8 = 0, 5) och ett experimentellt 

uppmatt forlopp (tidigare redovisat i fig 5-7). For att en god 

simulering av den brytande vagfrontens hastighet skall uppnas 

kravs sma varden pa i!.t och l!.x. Stora berakningssteg ger en 

utflackning av fronten, dock utan att vagens hojd eller form all­

var1igt .forvanskas. De parasitiska flodesvariationerna har mycket 

liten effekt pa vattenstandsutvecklingen. 

7. 7 Beriikning av vattensprang. 

Det framtagna nod-segment schemat ar sa uppbyggt att det enkelt 

kan anpassas till de randvillkor som giiller i fall av vattensprang. 

Enligt fig 4-9 kravs i detta fall tre randvillkor: vid uppstroms rand 

givet flode och vattenstil.nd, vid nedstroms rand givet flode eller 

givet vattenstand, varfor den kompletterande kontinuitetsekvationen 

vid randen kan slopas. 

I fig 7 -7 redovisas en berakning avseende vattenspril.ng vid icke 

stationar stromning i 1edning med cirkular sektion. Den erhall­

na losningen karakteriseras av en "sagtandad profil" saval vad av­

ser vatt endjup som flode, varvid ett lokalt vattendjupsmaximum 

motsvaras av ett lokalt flodesmaximum. Denna sagtandade losning 

har ej kunnat dampas ut med hjalp av en dissipativ operator eller 

med hjiilp av viktningskoefficienten e, vilket ju vis at sig vara moj­

ligt vid berakningar av snabbt varierande fl6desf6rlopp. Ett 6kat 

varde pa e har daremot en dampande effekt paden "sekundara" 

parasitiska vagbildning som den erhallna losningen eventuellt kan 

ge upphov till. 

Svara stabilitetsproblem kan erhallas da vattenspril.nget befinner 

sig nara uppstroms eller nedstroms rand och om den sagtandade 

profilen blir sa starkt uttalad att Fr < 1 i "vagdalarna" och 

Fr > 1 i "vagtopparna". Vid valet av randvillkor kan da flodes-
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200m 

Vattenstands- och flodesprofiler vid vattensprang 
i ledning rhed cirkuHi.r sektion. Nod-segment 
schemat. e = 0. 5. 

situationen feltolkas sa att ett felaktigt randvillkor infores, vil­

ket snabbt leder till att berakningarna sparar ur. 

Skalet till att en "sagtandad" losning erhalles med nod-segment 

schemat ar kontinuitetsekvationens differensform, vilken vid sta­

tionart flode endast kraver att Qj+l = Qj-l" En sagtandad flodes­

profil kan s8.ledes liven vid stationart tillstil.nd satisfiera kontinui­

tetsekvationen. 

En biittre losning kan genereras med ett "omvant" nod-segment 

schema dar kontinuitetsekvationen formuleras enligt boxschemat 
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och rorelsemiingdekvationen enligt det centrerade schemat, se fig 

6-4. Detta schema ger ett pulserande forlopp vilket kan diimpas. 

Tyvarr har det emellertid hitintills ej visat sig mojligt att formu­

lera randvillkoren sa att stabila beriikningar erhB.lles med detta 

omviinda schema. 

Det maste darfor konstateras att det utnyttjade nod-segment 

schemat visserligen i princip kan behandla vattensprang men 

att icke kontrollerbar instabilitet kan erhallas da vattenspranget 

befinner sig niira uppstroms eller nedstroms rand. Stabilitets­

problemen minskar dock med vattensprangets styrka dvs med 

vardet pa Froudes tal uppstroms vattenspranget. 

7. 8 Sammanfattning 

I detta kapitel har redogjorts for det modifierade Abbot-schema 

for implicit numerisk losning av rorelseekvationerna och tillho­

rande dubbelsvepsalgoritm som konstruerats for beriikning av 

subkritiska flodesfOrlopp i reglerade vattendrag. 

For berakning av flodesforhallandena i delvis eller hell fyllda 

ledningar utnyttjas en implicit metod baserad pa det s k nod­

segment schemat. Detta schemas uppbyggnad har oversiktligt 

berorts. 

Snabba flodesvariationer medfor sekundar parasitisk vagbild­

ning vilken, om den ej diimpas, kan leda till instabila beriik­

ningar. Erforderlig dampning kan uppnas med hjalp av en dis­

sipativ operator eller med hjiilp av en s k viktningskoefficient. 

Vid overgang fran superkritisk till subkritisk stromning (vatten­

sprang) kan nod-segment schema\ ge icke kontrollerbara insta­

bilitetsfenomen. 



8. BERAKNING AV ICKE STATIONARA FLODESFORLOPP 

I REGLERADE VA TTENDRAG 

8. 1 Inledning 

En flodesvags fortplantning i ett naturligt vattendrag med varie­

rande geometri ar givetvis mycket mera komplicerad an i en 

rektangular kanal. Vattendragets tvarsektion har t ex ofta den 

form som skisserats i fig 8-1a, varfor den dynamiska vaghas­

tigheten c = V + I} gY' avtar mot stranderna. En stornings 

fortplantningshastighet ar saledes storst i sektionens mitt vil­

ket vid stigande vattenforing medfOr ett hogre centrpmvatten­

stand och en lateral utstromning mot de grundare omradena 

(fig 8-1b). Vid avtagande flo de erhalles det motsatta fOrhallan­

det (fig 8-1c). 

De ovan skisserade flodesbilderna strider mot de antaganden pa 

vilka vi grundat harledningen av rorelseekvationerna (se kap 2. 1). 

Andra faktorer, som vid saval stationar som icke stationar strom­

ning medfi:ir avvikelser fran forutsattningen att flodet ar endimen­

sionellt, ar centrifugaleffekter da vattendraget kri:iker och virvel­

avlosningar vid pli:itsliga variationer i tvarsektionens area. Efter­

som den endimensionella matematiska modellen fi:irsummar inver-
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. a) olika vaghastigheter b) lateral utstriimning fran huvudfaran 

vid stigande vattenforing 

Fig 8-1 

c) lateral instromning mot huvudfaran 

vid sjunkande vattenforing 

Laterala (tvadimensionella) flodesfi:irhiillanden 
vid icke stationar stri:imning. 
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kan av dessa faktorer och pa grund av att vi ej kan forutsaga vilka 

felaktigheter des sa medfOr, bor mod ellen testas mot observerade 

flodesfOrlopp. Vi maste undersoka om det med hjalp av lampligt 

valda rahetskoefficienter eller genom infOrandet av extra energi­

forlusttermer ar mojligt att simulera de verkliga flodes- och 

vattenstandsfOrhallandena. 

Vst i sektion 1 
H, 

a> b>c 

Vst i sektion 2 

Stationart flode L_________________________ Q 

a) Stationart flode. Avbordningskurvor svarande mot 
olika damningsforhallanden. Sektion 2 ar nedstromssektion. 

Fallande Stationiirt 
.- flode ..----..,-

L_--------------~01 

b) Samband vattenstand-flode av loop-typ vid icke 
stationart flo de. 

Fig 8-2 Samband vattenstand-flode vid stationart och icke 
stationart flode 



Vid stationar stromning utan damningseffekter ar det mojligt att 

fi:ir varje sektion i vattendraget uppstalla ett entydigt samband 

mellan flode och vattendjup. Om damningseffekter finns m£ste vi 

konstruera en avbordningskurva for varje damningsniv£, vilket kan 

ske p£ det satt som skisserats i fig 8-2a. Vi f£r allts£ ett samband 

av typen Q = f(H 1, H2) dar H1 och H2 ar vattenstanden i tva skil­

da sektioner. 

Om flodet varierar kan vi ej konstruera n£gon unik avbordnings­

kurva. For det fall att flodesvariationerna ar 1£ngsamma kan vi 

eventuellt anta att avbordningskurvan fortfarande ar av typen 

Q =f(H
1
, H2), set ex Rundgren (1969). Vid snabbare variationer 

m£ste vi dock ta hansyn till att flodet Q 1 i sektion 1 ar skilt fr£n 

flodet Q 2 i sektion 2, vilket ger oss samband av formen Q 1 = 

f(H
1

, H
2

, Q 2) vilka blir praktiskt omojliga att konstruera emedan 

de blir beroende av flodets variation i tiden. Vid icke stationart 

flode blir sambandet Q 1 = f(H1) av loop-typ, ofta med komplex 

form, sefigB-2. 

Under £rens lopp har ett mycket stort antal berakningsmetoder ba­

serade p£ forenklade rorelseekvationer utvecklats (t ex genom for­

summande av en eller flera accelerationstermer, linearisering el­

ler fi:irsummande av friktionstermen), se Miller och Cunge (1975). 

Den mest kanda ar den p£ kontinuitetsekvationen baserade Musking­

um-metoden, se aven Chow (1959) och Cunge (1969). 

Allmant sett ger anvandandet av de fullstandiga rorelseekvationerna 

sakrare resultat an de fi:irenklade metoderna. Framfor allt ar ma­

tematiska modeller baserade p£ de fullstandiga ekvationerna mera 

generella och lattare att anpassa till olika typer av problemstall­

ningar. Forenklade metoder kan dock i m£nga fall fortfarande vara 

att foredraga vid t ex l£ngsamt varierande floden pa grund av lagre 

berakningskostnader. Tend ens en synes dock vara den att utveck­

lingen g£r mot ett allt sti:irre utnyttjande av de fullstandiga ekvatio­

nerna allt eftersom dokumentationen rorande li:isningsmetoder och 

berakningsresultat vaxer. En stor andel i denna utveckling har den 

okade tillg£ngen p£ snabba datorer med stor minneskapacitet. 
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8. 2 Malsattning med den utvecklade matematiska modellen. 

Mrusattningen med den matematiska modellen, applicerad pa reg­

lerade vattendrag vid subkritisk stromning, ar att fOr givna tapp­

ningsfOrhallanden vid uppstroms och nedstroms kraftstation kunna 

ber;akna vattenstands- cich flodesvariationer langs vattendraget 

mellan de tva stationerna. 

Enligt denna malsattning ar alltsa randvillkoren Q =Q (t) · 
upp upp ' 

Q -Q (t) Aven andra randvillkor kan dock hanteras t ex ned- ned · 
Q =Q (t) och H d=H d(t) for att vid given tappning i upp-upp upp ne ne 
stroms kraftstation kunna berakna erforderlig tappning vid ned-

stroms station for att dar halla konstant vattenstand. Byte av 

nedstroms randvillkor kan ske under berakningens gang. Vidare 

tillates lateralt tillflode mellan stationerna. Modellen kan i sin 

nuvarande utformning ej behandla alvstrackor med "shuntledning" 

(loop), se fig 8-3a. Dubbelsveps-algoritmen kan dock anpassas 

aven till detta berakningsfall. Svarigheter har emellertid tillstOtt 

vad avser den numeriska precisionen varfOr den framtagna algorit­

men annu ej ar praktiskt anvandbar (kraver berakning med s k dub­

bel precision innebarande hog berakningskostnad och stort minnes­

behov). 

a) b) 

Fig 8-3 a) Alvstrackning med "loop" 

b) Konvergerande flodsystem 

En anpassning av modellen for berakning av ett tradformat (kon­

vergerande) alv- eller kanalsystem, fig 8-3b, erbjuder inga prin­

cipiella svarigheter. Den harfor erforderliga tekniken utnyttjas 

vid berakning av flodesforlopp i ledningssystem, se kap 9. 



8. 3 Geometriska indata 

Den finita differenstekniken kraver att vattendraget indelas i seg­

ment genom val av berakningspunkter. Det har utnyttjade diffe­

rensschemat fi:irutsatter en indelning i H-punkter och Q-punkter 

dar H-punkterna bi:ir valjas sll. att sektionen varierarmi:ijligast 

likformigt mellan des sa punkter, se fig 8-4. Q-punkterna pla­

ceras darefter automatiskt mitt emellan H-punkterna. 

H 
Q 

Fig 8-4 

H 
Q 

H 

Val av berakningspunkter. Sektionsdata ges 
endast i H-punkterna. 

I H-punkterna tabelleras fi:ir varje brytpunkt sektionsbredderna 

b 1 och b
2 

enligt fig B-5, sll. att arean A och hydrauliska radien 

R kan beraknas for varje vattennivll. under det aktuella fli:ides­

fi:irloppet. Ur berakningskostnadssynpunkt kunde det mi:ijligen 

vara gynnsammare att aven tabellera A och R och ta fram 

mellanliggande varden genom interpolering. 

Fig8-5 

y 

Geometrisk representation av tvarsektionen. Bryt­
punkternas nivll.er relateras till aktuellt hi:ijdsystem. 
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Vikar, avsnorda sjoar m m betraktas som en bart magasinsvolymer 

och hanfOres till narmast liggande H-punkt. Om vattendraget de­

las upp i en huvudfara och en sidofara av en mindre bank eller o, 

behandlas des sa som en sammansatt sektion, se ekv (8. 6). 

8. 4 Berakning av friktionstermen If 

Vattendragets hydrauliska kapacitet beskrivs av friktionslutning­

en If, vilken allmant formulerad kan skrivas 

dar K ar den aktuella sektionens transportfaktor (eng. conveyance 

factor). Om vi utnyttjar Mannings formel 

dar M ar Mannings tal ( eller Stricklers koefficient) erhalles 

transportfaktorn till 

K =MAR 2 / 3 ; ( 8. 3) 

Under fOrutsattning av en bred rektangular kanal med likformigt 

fOrdelad skarspanning langs bottnen kan Mannings tal vid turbu­

lent stromning visas vara en funktion av bottnens ekvivalenta 

sandrahet k enligt, set ex Engelund {1964), 

M = 25.4jk1 / 6 ( 8. 4) 

om 

5<R/k<340. 

I ett naturligt vattendrag ar fOrutsattningen om likformigt forde­

lad skarspanning aldrig uppfylld varfor Mannings tal, definierat 

av ekv (8. 2), ej blir en entydig funktion av bottnens rahet. Genom 

att fOrutsatta att hastighetsfOrdelningen i varje vertikal fOljer en 

1ogaritmisk lag har emellertid Engelund ( 1964) vis at att man genom 

att byta den hydrauliska radien R mot en motstandsradie R 
* 



B 

V R~ ~ ,k J y 3/2 dz ( 8. 5) 

0 

kan aterfi:ira Mannings tal till att vara en funktion av enbart bott­

nens rahet. I ekv (8. 5) ii.r y det lokala vattendjupet i tvii.rsektio­

nen pa avstandet z fran ena stranden. 

Man kan diskutera om det ii.r motiverat att for ett naturligt vatten­

drag komplicera berii.kningarna genom att infOra R ~) Forutsii.tt-
* ningarna fOr att vi skall kunna bestii.mma Mannings tal med ut-

gangspunkt fran en definierad sandrahet k ii.r mycket sma. De 

totala forlusterna lii.ngs ett vattendrag utgores dels av s k rena 

friktionsforluster (Mannings fOr luster), dels av tillii.ggsforluster 

pa grund av variationer i sektionsarean lii.ngs vattendraget, kro­

kar m m. Det ii.r givetvis onskvii.rt att man om mojligt separerar 

des sa olika typer av for luster. Den aktuella modellen medger 

emellertid ej ett sadant fi:irfarande. Modellens uppbyggnad forut­

sii.tter alltsa i sin nuvarande utformning att man, med utgangs­

punkt fran observerade flodesfOrhallanden, kan bestii.mma ett vii.r­

de pa Mannings tal, som tar hii.nsyn till dels normala friktionsfi:ir­

luster, dels tillii.ggsforluster av vad slag de vara rnande. En sa­

dan bestii.rnning bar ju vara mojlig for ett reglerat vattendrag, dar 

vattenstanden oftast uppvisar en relativt blygsarn variation och sa­

ledes bade friktionsforluster och tillii.ggsforluster i huvudsak ii.r 

proportionella mot kvadraten pa stromningshastigheten. 

I de fall da vattendraget delas upp i en huvudfara och sidofara at­

skilda av en rnindre bank eller o, behandlas dessa som en samrnan­

satt tvii.rsektion, dvs transportfaktorn erhalles sorn summa av hu­

vudfarans och sidofarans K-vii.rden, 

K 1 ~ Kh dfo + K 'd fo tota uvu ara s1 o ara ( 8. 6) 

Som frarngatt av diskussionen finns manga mi:ijligheter till utveck­

ling och eventuellt ocksa fi:irenkling av modellen vad avser berii.k­

ningen av transportfaktorn K. Den storsta nackdelen med den 

nuvarande utformningen ii.r att man har svart att forutsaga effek­

ten av t ex en vidgning av en trang sektion. For att en tillfOrlitlig 

prognos skall kunna goras kravs en separering av friktions- och 

tillaggsforluster. 

1) Okad berii.kningskostnad. 
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8. 5 Berakning av initiella vattenstand 

For att berakningen skall kunna startas kravs som begynnelse­

villkor att vattenstand och vattenfi:iring ar givna i varje berak­

ningssektion. I modellen beraknas vattenstanden utifran forut­

sattningen att flodet ar stationart och att vattenstandet vid ned­

stroms rand ar givet (modellen avser ju enbart subkritiska fi:ir­

hallanden). Berakningen sker stegvis i uppstroms riktning sek­

tion for sektion pa gangse satt genom iterering baserad pa rorel­

seekvationerna fOr stationar; grad vis varierande stromning ( 13 = 1) 

3Q = q; 
()X 

(8. 7) 

Som kommer att framga av kap 8. 6 dor effekten av initiella data 

snabbt ut om som uppstroms randvillkor utnyttjas Q=Q (t) och 
upp 

som nedstroms randvillkor H = H d(t). Det ar swedes ej nod-ne 
vandigt att genom matningar skaffa sig initiella data langs alven 

for ett tidsberoende fi:ir1opp. De beraknade vardena kommer ef­

ter viss berakningstid att anpassa sig till det verkliga fi:irloppet 

oberoende av vilka initiella data som givits. 

8. 6 Kalibrering och test av den matematiska modellen 

Vid Statens Vattenfallsverks vattenbyggnadslaboratorium i Alv­

karleby har byggts en fysikalisk modell av den 61 km langa alv­

strackan i Lule alven mellan kraftstationerna Laxede och Vitt­

jarv, fig 8- 6. A v utrymmesskal har mod ellen utformats som 

en spiral. De prickade avsnitten i figuren utgors av alvstrackor 

vilka i modellen har en annan krokning an i prototypen. Som 

framgar av de angivna modellskalorna ar modellen fi:irstalld. 

Med hjalp av speciella rahetselement har modellen kalibrerats 

sa att i prototypen uppmatta vattenstand kunnat reproduceras 

vid stationara vattenfi:iringar, se tabell 8-1. 



Matpunkt 

Edefors 

Abacka 

Harads 

Svartla 

Bred8.ker 

Hednoret 

Vittjarv 
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!A vst. Vattenst3.nd i m 0 h vid angiven konstant vattenfOring 

fr3.n 
Laxede 450 m 3 js 595 m 3 js 3 

680 m fs 3 
1000 m fs 

i 

km A 

1.2 19.97 

7.0 19. 94 

15. 6 19,82 

30,3 19.65 

45,0 19. 61 

58. 6 19.52 

61.2 19.40 

Tabell 8-1 

B c A B c A B c B 

19.99 19. 97 20,25 20.22 20,25 20.39 2.0. 42 20,41 20. 98 

19.93 19.94 20,20 20.18 20,20 20.34 20.36 20.35 20. 90 

19. 82 19.82 20.03 20.02 20.05 20.15 20.20 2(! . 1 8 20,70 

19. 67 19, 65 19, 79 19. 80 19. 81 19,88 19. 91 19. 91 20.33 

19. 59 19. 61 19. 73 19.70 19. 73 19.80 19.80 19. 81 20. 14 

19.52 19. 52 19. 60 19. 60 19. 60 19. 66 19. 66 19. 66 19. 93 

19.40 19.40 19.40 19. 40 19.40 19.40 19,40 19.40 19.45 

Strackan Laxede - Vittjarv i Lule alv. Vatten­
stil.nd vid konstant vattenfi:iring i prototyp (A), 
laboratoriemodell (B) och matematisk modell (C). 
Nilgra prototypsdata fi:ir vattenfi:iringen 1000 m3 fs 
finns ej. Den matematiska mod ellen har ~alibrerats 
mot dels prototypsfi:irhrulanden vid 450 m Is, dels i 
modellen uppmatta vattenstilnd vid 1000 m'3js. 

I den matematiska modellen utnyttjas 194 stycken H-punkter 

(t>x ""150 m) fi:ir vilka erforderliga sektionsparametrar tabelle­

rats utifriln de geometriska: data som anvants vid konstruktionen 

av laboratoriemodellen. Som framgil.r av fig 8-6 kompliceras 

alvens geoemtri av i:iar, vikar och avsni:irda sji:iar, vilka i model~ 

len beaktats pil. det satt som skisserats i kap 8. 2. Aven Kusil.n, 

strax uppstri:ims Vittjarv, har sillunda behandlats som en sido­

sektion till huvudfil.ran. Fi:ir Kusil.n anges ett fli:ide av ca 30m3 /s 

vid en tappning av 450m3 /s, varfi:ir dess effekt pil. fli:idesfi:irloppet 

torde vara relativt ringa. Nilgon mi:ijlighet att beakta in- och ut­

stri:imningsfi:irhilllandena till sji:in Hedavan finns tyvarr ej. Aven 

denna sji:i har approximerats som ett till alven direkt knutet maga­

sin med samma vattenstil.nd som alven. Ej heller i laboratorie­

modellen har en inkalibrering kunnat ske av Kusil.n eller ut- och 

instri:imningen till Hedavan. 

Kalibreringen av den matematiska modellen tillgilr sil att man som 

fi:irsta approximation antar att vattenstil.ndet varierar linjart mellan 

kalibreringspunkterna varvid ett Mannings tal kan li:isas fi:ir varje 

sil.dan delstracka. Denna procedur genomfi:ires fi:ir varje kalibre­

ringsvattenfi:iring. De funna vardena pil. Mannings tal kopplas till 

c 

20,98 

20.90 

20,70 

20.33 

20,14 

19. 93 

19.45 
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Modell­
utlopp 

SkalfOrhallanden 

Langd 1:400, Djup 1:80, Hastighet 1:9, Tid 1:44,7 

Volym 1:286 000 

lleteckningar 

://({ Modelldel med artificiell krokning 

0 Matpunkt 

Fig 8-6 Statens Vattenfallsverks vattenbyggnadslaboratorium. 
Fysikalisk model! av den 61 km langa alvstrackan 
mellan kraftstationerna Laxede och Vittjarv i Lule atv. 



vattenytans medelniva for resp delstracka och vattenfOring sa att 

ett stegvis linjart samband erhalles mellan Mannings tal och vat­

tenstandet. De uppstallda sambanden testas darefter med hjalp av 

en stegvis berakning av vattenstanden fran nedre till ovre randen. 

I allmanhet erhalles da en liten differens mellan de beraknade och 

uppmatta kalibreringspunkterna pa grund av att det tidigare gjorda 

antagandet om linjar variation av vattenstandet ej var uppfyllt. Viss 

mindre justering av de antagna vardena pa Mannings tal kan darfor 

bli erforderlig. 

I det aktuella fallet har den matematiska modellen inkalibrerats 

mot dels de i prototypen uppmatta vattenstanden for vattenforingen 

450m3 fs, dels de i laboratoriemodellen fOr 1000 m 3 /s. Harvid 

erholls fOr de sex delstrackorna de varden pa Mannings tal som re­

dovisas i tab ell 8-2. 

3 
Q o 450 m / s 3 

Q o 1000 m /s 

Delstracka Vattenytans M- Vattenytans 

~edelniva varde medelniva 

~ 0 h m o h 

~axede-Abacka 19.96 46 20,94 

!Abacka-Harads 19. 88 35 20.80 

Harads -Svartla 19.74 29 20.51 

Svartla- Bre dake r 19.63 27 20. 23 

Bredaker-Hednore 19.55 21 20.03 

Hednoret- Vittjarv 19.46 14 19.69 

. 

Tabell 8-2 Vid kalibrering mot i ~rototyp (450m3 /s) och 
fysisk model! (1000 m /s) uppmatta vattenstand 
erhallna varden pa Mannings tal M .. 

M-

varde 

49 

39 

31 

27 

27 

14 

(Med hansyn till de stora variationerna i vardena bor det kanske 

annu en gang papekas att M-vardet ar en funktion av dels bottnens 

rahet, dels tillaggsforluster pa grund av olikformig geometri). 

Utifran de sa erhallna vardena och under antagande av en ratlinjig 

variation i M-vardet med vattendjupet beraknades darefter vatten-
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standen vid flodena 5.95 resp 680m3 fs, tabell 8-1. bverensstam­

melsen med i prototypen och laboratoriemodellen uppmatta varden 

visade sig da vara sa god att nagon direkt kalibrering ej ansags nod­

vandig fOr dessa floden. Det kan tillaggas att fortvarighetstillstand 

troligen ej erhallits i prototypen vid vattenforingen 680m3 /s. De 

angivna vattenstancten bedomes motsvara ett nagot lagre flode. 

Det ar givetvis onskvart att den mot stationara ( eller kvasistationa­

ra) forhallanden m a p Mannings tal inkalibrerade modellen testas 

mot ett uppmatt icke stationart f6rlopp i och for kontroll av att mo­

dellens dynamiska egenskaper overensstammer med prototypens. 

Resultatet av en sadan test redovisas i fig 8-7. Tappningen i Laxe­

de foljde da den i figuren angivna kurvan medan nedstroms rand­

villkor utgjordes av konstant vattenstand ( + 19.40 m) i Vittjarv. 

bverensstammelsen mellan de i prototypen uppmatta och de berak­

nade vattenstanden ar som framgar mycket god. Den storsta av­

vikelsen har erhallits i punkten Svartla, vilket ar forklarligt med 

hansyn till att Svartla ar den enda kalibreringspunkten pa det 30 km 

langa avsnittet Harads- Bredaker. Kalibreringen blir givetvis batt­

re ju fler kalibreringspunkter det finns att tillga. Dessa bor dess­

utom vara sa utplacerade att avsnitt med stora friktionsforluster 

kan separeras fran sadana med sma forluster, varigenom en mera 

nyanserad bild erhalles av friktionsforhhllandena. 

De i laboratoriemodellen erhallna vattenstanden uppvisar nagot stor­

re avvikelse an de beraknade. bverensstammelsen maste dock aven 

i detta fall betecknas som mycket god med hansyn till de rent mat­

tekniska svarigheter som ar f6rknippade med arbetet i en sadan li­

ten geometrisk skala och tidsskala. Med hojdskalan 1:80 motsva­

rar ju 10 em vattenstandsdifferens i prototypen endast 1. 25 mm i 

modellen. Om hansyn tas till inverkan av den menisk som maste 

erhallas kring en i vattnet staende nivagivare (for lag niv:'i vid sti­

gande vattenst:'ind, for hog niva vid fallande vattenstand) blir ove­

rensstammelsen i huvudsak som fOr den matematiska modellen. 

Den redovisade berakningen har genomforts med varierande tids­

steg, 2 min under 20 min efter storre tappningsandring, 10 till 

20 min under resten av forloppet, innebarande Courant-tal (me­

delvarde fOr delstrackorna) av storleksordningen 6< Cr< 50. 
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Alvstrii.ckan Laxede - Vittjii.rv (61, 2 km) i Lule ii.lv: 
Berii.knade och uppmii.tta vattenstand fOr angiven tappning 
i Laxede och konstant vattenstand + 19.40 m vid Vittjii.rv~ 



Flodeshastigheterna (medelhastigheterna Q/A) var for Q = 600m3 fs 
mindre an 0. 5 m/s. Stromningsforhallandena ar utpraglat subkritiska 

med varden pa Froudes tal< o. 1. 

I avsikt att soka minska berakningskostnaderna har aven konstruerats 

en modell dar rorelseekvationerna approximeras utifran dubblerade 

langdsteg. Dock approximeras vattenlinjearean i kon.tinuitetsekvatio­

nen med utgangspunkt fran alla gi vna H-punkter, for att uppskatt­

ningen av magasinerad vattenvolym, vilket ar mycket vasentligt vid 

regleringsberakningar, ej skulle bli behaftad med alltfor stora fel. 

De med denna modell genomfOrda berakningarna (berakningskost­

naderna reducerades med 40 o/o vid bibehallna tidsteg), gav vatten­

stand som endast marginellt ( < 1 em) avvek fran de tidigare erhall­

na. Dessutom visade sig denna modell ge ett lagre magasinerings­

fel (nettotillrinning - per tidsenhet magasinerad volym). Det for 

strackan Laxede- Vittjarv erhallna magasineringsfelet motsvarade 

en tillrinning (eller utflode)::: 1 m 3 Is. Vid de berakningar som for 

Statens Vattenfalls rakning utforts pa andra alvstrackor har darfor 

denna modellversion utnyttjats. 

I fig 8-8 redovisas resultatet fran en testberakning avseende alv­

strackan mellan kraftstationerna Porsi och Laxede ( 26 km) utford 

med den fOrenklade modellversionen med ett berakningssteg av i 

medeltal 300 m. Modellen har forst inkalibrerats mot ett vid ett 

annat tillfalle uppmatt flodesforlopp varefter de darvid erhallna 

vardena pa Mannings tal utnyttjats for den redovisade berakningen. · 

Vid berakningens start 75-10-11,kl. 21.30, var forhallandena kva­

sistationara med en vattenforing pa ca 400 m 3 Is. Som begynnelse­

villkor valdes darfOr en stationar vattenfOring av 406 m 3 Is. For 

att floden och vattenstand langs alven skulle fa mojlighet att stalla 

in sig pa korrekta varden utnyttjades fram till 75-10-12,kl. 05. 00. 

det vid Laxede uppmatta vattenstandet som nedstroms randvillkor 

medan ovre randvillkoret under hela fOrloppet var den i Porsi an­

givna tappningen. Att vattenstanden efter en viss berakningstid 

verkligen anpassar sig till de uppmatta, oavsett de antagna utgangs­

vardena, framgar av den prickade linjen for Porsi avloppskanal 

erhallen vid en berakning som utgatt fran en initiell vattenforing 

om 600 m 3 Is. Det ar saledes ej nodvandigt att fOr en kalibrering 

av modellen utnyttja stationara forhallanden, aven om detta givet-
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vis forenklar bestii.mningen av Mannings tal. Effekten av de initi­

ella vii.rdena dor sa1edes snabbt ut. 

Som framgar av fig 8-8 har en mycket god overensstii.mme1se er­

hallits mellan uppmii.tta och beraknade vattenstand efter kl 05. 00, 

7 5-10-12, da nedstroms randvillkor andrades till given tappning 

i Laxede. Det ar intressant att notera hur val modellen aterger 

den respons som en tappningsii.ndring i Porsi ger 1 timme senare 

i Laxede. Till bilden hor att alven ca 2 km uppstroms Laxede gor 

en mycket skarp krok innebii.rande att kalibreringen for dessa 2 krn 

gav ett Mannings tal om endast M = 13 rnedan det for ovriga delar 

av alven ar M = 25-30. 

F.or Porsi avloppskanal har berakningen vid tappningsminskningar 

givet svii.ngningsforlopp med storre arnplitud an de sorn upprnatts, 

medan overensstarnmelsen vid tappningsokningar ar mycket god. 

Det kan noteras att tillgangliga tappningsprotokoll och kororder i 

vissa fall endast tillater en relativt schernatisk rekonstruktion av 

tappningsforloppen utifran angivna timmedelvarden. 

Berakningarna i fig 8-8 har genomforts med varierande tidsteg 

{5 min,; L:.t,; 20 min) innel:iarande Couranttal av storleksordning­

en 5 < Cr < 30. 

8. 7 Prognos av vattenstandsvariationer 

I Lule alv planeras en effektutbyggnad vid de redan existerande 

kraftverken vilken, om den genomfores, kommer att innebara 

storre och snabbare vattenstands- och vattenforingsvariationer 

an de sorn erhalles vid nuvarande tappningsforhrulanden. Tyvarr 

rnedger ej av vattendornstolen faststallda foreskrifter att provtapp­

ningar enligt planerade tappningsschema genornfOres. Prognoser 

rnaste darfor utarbetas rned hjalp av matematiska eller fysikaliska 

modeller. 

Malsattningen med den tidigare beskrivna laboratoriemodellen var 

att rne.d utgangspunkt fran givna damnings- och sankni[~gsnivaer vid 

Vittjarv, DG = + 19.50 m, SG = +' 19.00 m, undersoka rnojligheten 

att genomfora olika planerade tappningsalternativ vid Laxede. Ett 

av des sa studerade alternativ redovisas i fig 8-9. 
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Som framgar av figurerna ar vattenstandet vid Vittjarv mycket 

kansligt fi:ir tappningsandringar. Vidare fann man att en fasfi:ir­

skjutning erfordras mellan tappningsandringarna i Laxede och 

i Vittjarv fi:ir att vattenstandet vid Vittjarv ej skall over- eller 

underskrida de angivna granserna. Till fi:irutsattningarna hi:ir 

dessutom att utbyggnadsvattenfi:iringen 680 m 3 /s vid Vittjarv 

ej bi:ir i:iverskridas. 

Den matematiska modellen ger fi:ir de angivna tappningarna nagot 

sti:irre vattenstandsvariationer an laboratoriemodellen, fig 8-9. 

bverensstammelsen maste dock sagas vara god med hansyn till 

dels de mattekniska svarigheterna, dels svarigheten att helt kor­

rekt kalibrera den matematiska modellen. Det studerade alvav­

snittet har ju en mycket ·komplicerad geometri. Vidare har en 

kalibrering ej kunnat ske vid vattenstand lagre an + 19. 40 m vid 

Vittjarv. En viss osakerhet kommer alltid att vidlada beraknings­

resultat avseende fi:irlopp som gar utanfi:ir de vattenfi:irings- och 

vattenstandsintervall in om vilket mod ellen kunnat kalibreras. 

8. 8 Sammanfattning 

Den konstruerade matematiska modellen har visat sig val kunna 

simulera uppmatta fli:idesfi:irlopp, aven fi:ir geometriskt sett komp­

licerade alvfaror. Fi:ir att modellen skall kunna ge en god prog­

nos av vattenstandsutvecklingen fi:ir ett planerat tappningsfi:irfaran­

de kravs att modellen kalibreras (bestamning av Mannings tal fi:ir 

olika delstrackor) mot uppmatta vattenstandsvariationer. 



9. BERAKNING A V FLODESFORLOPP I DAGVATTENSYSTEM 

9. 1 Olika typer av modeller. 

FlOdesforloppet i. ett system av dagvattenledningar under ett regntill­

fiille ar mycket mera komplext an de fi:irlopp vi studerat och berak­

nat i kap 8. En generell berakningsmodell maste kunna behandla fi:il­

jande typer av icke-stationara fli:idessituationer: 

subkritiskt (stri:immande) flode 

superkritiskt (strakande) fli:ide 

overgang fran subkritiskt till superkritiskt fli:ide 
(kritisk sektion) 

overgang fran superkritiskt till subkritiskt fli:ide 
(vattensprang) 

alternerande delvis fylld och helt fylld ledning 

129. 

Med hansyn till denna komplexitet ar det inte anmarkningsvart att det 

forst under senare ar gjorts fi:irsi:ik att ta fram mera fullstandiga fli:i­

desmodeller. Nagra modeller, som kan behandla alla ovan upprak­

nade fli:idessituationer och ar generellt tillampbara, finns dock annu ej. 

Existerande fli:idesmodeller applicerbara pa dagvattensystem kan 

indelas i tva grupper: 

A-modeller, i vilka fli:idesfi:irloppet beraknas under be­

aktande av eventuella damningseffekter fran nedstri:ims 

liggande ledningar. 

B-modeller, i vilka fli:idesfi:irloppet beraknas utan be­

aktande av damningseffekter. 

A-modellerna bygger pa en samtidig. losning vid varje tidssteg av 

kontinuitets- och rorelsemangdekvationerna fOr alla i systemet 

ingaende ledningar. I knutpunkterna beskrivs fli:ides- och vatten­

standsfi:irhallandena av dels en kontinuitetsekvation, dels olika villkor 

som avgi:ir om fli:iden och vattendjup i inkommande ledningar ar be­

roende eller ej av vattennivan i knutpunkten. Fli:idesmodeller av 

denna typ ar de ledningsnatrutiner som ingar i t ex 
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HVM-modellen, se K1ym, Koniger, Mevius och 

Vogel (1972) (Dorsch Consult, Miinchen) 

WRE-modellen, se Shubinski och Roesner (1973) 

och Kibler, Mehler, Muhlbauer, Shubinski och 

Stoffman (1974) 

De tv£ angivna modellerna behandlar forutom flBdesfOrloppet i 

ledningssystemet aven de ovriga momenten i dagvattnets avrinning 

under ett nederbordstillfalle (infiltration, ytmagasinering, yt­

avrinning m m) 

B-modeller ar de ledningsnatrutiner som ingil.r i avrinnings­

modellerna 

NIVA-modellen, se Lindholm (1974 och 1975) 

EPA (SWMM), se Lager, Pyatt och Shubinski (1971) 

UCUR, se Papadakis och Preul (1972), Arnell (1976) 

RRL-metoden, se Terstriep och Stall (1969) 

Vidare ar den s k retardationsmetoden och den "kinematiska 

vagen" att hii.nfOra till typ B-modellerna. 

I typ B-modellerna beraknas flodesforloppet for varje ledning un­

der antagande av fritt utlopp 1) i ledningens nedre andpunkt. Flodet 

i inkommande ledningar forutsattes alltsa vara oberoende av vatten­

nivil.n i knutpunkten. For knutpunkten erfordras enbart en kontinui­

tetsbetraktelse, (inkommande flo de = utgaende flo de). Damnings­

effekten fril.n en overbelastad nedstroms liggande ledning beaktas 

sil.ledes ej. Fordelen med typ B-modellerna ar att de ar mindre 

komplicerade och billigare att anvanda an typ A-modellerna och 

att de fOr givna tillfloden mojliggor en dimensionering av lednings­

systemet med start med uppstroms ledningar. 

Inom ramen fOr det har aktuella forskningsprojektet "Dagvatten­

avledning - flodesmodeller" har utvecklats tv£ modeller 

DAGVL-A: typ A-modell (implicit differenslOsning 

vid varje tidssteg av linjariserade rorelseekvationer 

och knutpunktsrelationer fOr alla i systemet ingil.ende 

ledningar) 

1) Ingen dammande nedstromsvattenyta. 



DAGVL-B: typ B-modell (implicit differenslosning 

vid varje tidsteg av linjariserade rorelseekvationer 

under antagande av fritt utlopp for varje lednings 

nedstromspunkt. Modellen skiljer sig fr:'l.n DAGVL-A 

en bart genom att damningseffekter ej beaktas). 

De tva modellerna ar for narvarande inbyggda i samma program­

paket vilket innebar att godtyckligt valda delar av ett ledningsnat 

kan beraknas enligt typ B-modellens forutsattningar och resten 

av natet enligt typ A-modellens. 

Med ledningsnat fOrstas i det fi:iljande ett system av ledningar och 

brunnar (knutpunkter). En ledning sammanbinder tva brunnar och 

fi:irutsattes ha konstant diameter och konstant lutning. 

Tillfliide 
kan ske: 
i brunn och I e118r direkt 

till ledning 
Ledning 

Utlopp 

Rig 9-1 Konvergerande ledningsnat (ledningssystem) 

Tillrinningen till ledningsnatet fi:irutsattes kunna ske dels via 

brunnarna, dels via direkt pa ledningarna (huvudledningarna) 

kopplade servisledningar. 

Endast konvergerande ledningsnat behandlas. 

Oavsett typen av berakningsmodell erfordras kannedom om frik­

tionslutningens If storlek, dvs friktionskrafternas storlek, se 

kap 2. 5. Vid stromning .i del vis fylld cirkular sektion sker be­

rakningen av If med fOrdel med utgangspunkt fran en s k fyll­

nadsgradfunktion, vilken definieras i kap 9. 2. 
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I typ B-modellerna ar ett kontinuitetsvillkor det enda erforder­

liga knutpunktssambandet. I typ A-modellerna kravs daremot 

knutpunktssamband som definierar de situationer under vilka 

vattenst:'indet i utg:'iende ledning ar s:'i hi:igt att det dammer upp 

vattenytan i inkommande ledningar. Formuleringen av des sa 

sam band diskuteras i kap 9. 3. 

P:'i grund av att man i typ B-modellerna ej beaktar damnings­

effekter kan dessa modeller byggas p:'i starkt fOrenklade rorel­

seekvationer. Flera av de tidigare uppraknade modellerna byg­

ger s:'iledes p:'i den kinematiska v:'igteorin. Eftersom typ B­

modellerna ar de som hitintills kommit mest till anvandning dis­

kuteras des sa relativt utforligt i de fOljande kapitlen 9. 4 - 9. 8. 

D1lrefter genomfOres i kap 9. 9 jamforande berakningar med de 

beskrivna typ B-modellerna. Berakningarna avser flodesfOrlopp 

i en enkel rak ledning. Som referens utnyttjas DAGVL-B:s 
11 exakta 11 16 sning. 1) 

Nagra berakningar med HVM- och WRE-modellerna har ej kun­

nat genomforas p:'i grund av att datorprogrammen ej finns till­

gangliga. Modellernas uppbyggl).ad beskrivs emellertid kort­

fattat i kap 9.10. 

Typ A-modellen DAGVL-A, vilken bygger p:'i samma typ av 

implicit differenslosning som DAGVL-B, presenteras i kap 9. 11. 

Slutligen redovisas i kap 9.12 jamfOrande berakningar mellan 

DAGVL-A och olika typ B-modeller for ett hypotetiskt lednings­

system. 

9. 2 Friktionslutningen If 

Friktionslutningen If vid delvis fylld ledningssektion kan upp­

skattas med hjalp av Mannings formel 

I = 
f 

QIQJ ( 9. 1) 

1) Overensstammer vid enkel rak ledning och fritt utlopp med 
DAGVL-A:s losning. 



dar Q ar flodet, M ar Mannings tal, A ar vata arean och R 

ar hydrauliska radien. Ledningens kapacitet vid helt fylld led­

ning definiera:s av sambandet l) 

Q· -M A ·R2/3.Il/2. 
full - full · · full full o ' 

( 9. 2) 

dar index "full" hanfi:\r sig till helt fylld sektion och I
0 

ar led­

ningens lutning. 

Vid likformig stromning (If = I
0

) och om M ar en funktion av 

fyllnadsgraden Y /d enbart kan vi skriva relativa flodet Q/Qfull 

som en entydig funktion av Y /d, 

= F (Y /d) ; ( 9. 3) 

Funktionen F(Y/d) benamner vii det foljande fyllnadsgradfunktion. 

Om vi infor denna funktion i ekv (9. 1) erhalles 

I = Q IQ I = Q I Q I. 
f [ 2/3 ]2 2 Mfull ·Afull. Rfull. F(Yjd) Qfull 

(9. 4) 

Qfull kan som ovan beraknas ur Mannings formel. I Sverige ut­

nyttjas dock vanligen Darcy-Weisbach formel (allmanna friktions­

formeln) 

I = 
0 

f 
( 9. 5) 

Friktionskoefficienten f fOr helt fylld cirkular sektion beraknas 

da enligt Colebrooks formel 

1 
- = - 2 log ( 
Vi 

ks + 2. 51 ) 

3. 71 d Re Vf 
( 9. 6) 

dar d ar sektionens diameter, ks ar ledningens ekvivalenta 

sandrahet och Re ar Reynolds tal Vd/V dar V ar vattnets me­

delhastighet och v ar dess kinematiska viskositet. 

1) Vi forutsatter i det fi:iljande att I > 0. Diskussionen kan dock 
0 

enkelt generaliseras till att galla aven fi:ir I .,;. 0. 
0 
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Den mot konstant M-varde svarande fyllnadsgradfunktionen for 

cirkular sektion redovisas i fig 9-2 (betecknad "Teoretisk"). 

Enligt denna funktion har sektionen sitt kapacitetsmaximum vid 

re1ativa fyllnadshojden Y /D = 0. 94. Denna "overkapacitet" bor 

emellertid ej utnyttjas vid praktisk dimensionering emedan en dam­

ning over motsvarande fyllnadsgrad leder till en kapacitetsminskning. 

F-ig 9-2 

M/Mfull 

1.0 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 

Y/d 

0.8 

USA 

~--'·..-
0.6 

. .P .... 
Bretting # ' 

·"'-< • .& r..e Teoretisk 

0.4 "// M/Mfull 

;..-" enligt 

~~~I modellri:ir 
USA~ l<urvan 

0.2 'JI uppmiitta relativa 
fyllnadshojder 

0 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 t2 

Q /Qfull 

Alternativa fyllnadsgradfunktioner Q/Q 
1 
=F{Y /d) 

for cirku1ar sektion med diametern d. ful 

I USA rekcimmenderas pa basis av experimentella undersokningar 

den i fig 9-2 med "USA" betecknade funktionen, set ex Metcalf 

och Eddy, Inc. {1972). Som framgar motsvarar USA-kurvan en 

relativt stor variation i M-vardet med Y /d. 

I Sverige rekommenderas den av Bretting {1960) fOreslagna funk­

tionen 

~full= 0,46- 0, 5 cos (rrY/d) + 0.04 cos (2irY/d); ( 9. 7) 

vilken ej har nagon maximipunkt men som for ovrigt avviker mycket 

litet fran "USA"-kurvan. 



I figuren har aven inlagt8 i ett modellroruppmiitta relativa 

vattendjup (85 m langt pla8tror rued diametern d = 0,105 m, 

lutningen I0 = 5°/oo .· och fulla kapaciteten Qfull = 6. 3 l/8 mot-

8Varande en ekvivalent 8andrahet av 0, 1 mm). Det forhallandet 

att de for den e~perimentella anordningen erhallna vardena fal­

ler pa kurvan "Teoreti8k11 bor ej ta8 8om intakt fi:ir att denna 

kurva skulle vara generellt sett mera tillamplig an ovriga redo­

visade kurvor. Med hansyn till den o8akerhet som alltid maste 

vidlada bedomningen av en dagvattenledning8 Jriktionsegen8kaper 

tarde det ur prakti8k synpunkt vara likgiltigt vilken av de angiv­

na kurvorna som utnyttjas. 

9. 3 Knutpunkt8samband 

I typ B-modellerna beraknas flodesforloppet i varje ledning uti­

fran antagandet att fri utstromning rader i ledningens nedstroms­

ande. Det enda erforderliga knutpunktssambandet ar saledes ett 

kontinuitet8villkor. Om vi begriin8ar 088 till tva inkommande 

och en utgil.ende ledning med flodena Q 1, Q2 re8p Qu, 8e fig 9-3 

och 9-4, och forut8iitter eft externt tillflode Qt men for8ummar 

maga8ineringen i knutpunkten, erhi'tlle8 villkoret 

( 9. 8) 

Typ A-modellerna kriiver, forutom att kontinuiteten iir uppfylld i 

knutpunkten, 9amband 80m relaterar flode88itUationen i ·an8lutna 

ledningar till varandra. 

Lat o88 forut8iitta att vattennivan i den utgil.ende ledningen iir 8ii hog 

att den paverkar vattennivan i de tva inkommande ledningarna. Oav-

8ett numeri8k berakning8metod och oav8ett om flodet ar 8tationart 

eller ej erfordra8 da, forutom kontinuitet8villkoret, tvil. 8amband 

80ID relaterar vattennivil.erna i ledning 1 och 2 till vattennivil.n i ut­

gaende ledning. l) I av8ikt att bely8a problem8tiillningen kommer 

1) Om t ex 8ektion 1 ar bestammande 8ektion eller om det rader 
8Uperkriti8k 8tromning kan Q 1 och Y 1 berakna8 oberoende 
av ned8trom8f0rh!illandena. Enda8t ett 8amband, 8om relate­
rar forhlillandena i 8ektion 2 till de i 8ektion u, ar d!i erfor­
derligt utover kontinuitet8villkoret. 
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vi forst att formulera dessa tv!i samband utifr!in en energibetrak­

telse. I de framtagna datorprogrammen utnyttjas dock en mera 

schematisk ansats. 

Vi forutsiitter att de tv!i flodena kan separeras genom en tankt 

skiljeyta S. For vart och ett av de tv!i stromror vi darvid er­

h!iller ger en energibetraktelse foljande samband om Qt = 0 (be­

teckningarna framg!ir av fig 9-3). 

Fig 9-3 

eller 

Tiinkt skiljeyta 5 mellan 
flodena o1 och Oz 

__,.. I 
---------t 

o ' !lode 
V' medelhastighet 
Y = vatt endjup 
z = bo1tennivii 
£ = energiniv3 (z•Y•V2/2g) 

-..... I 
I 

u 

Knutpunkt med tv!i inkommande och en ut­
g!iende ledning. 

(9. 9) 

(9.10) 

dar l!.E och . l!.J representerar den inre energidissipationen i 

flodet resp det yttre arbete som skjuvkrafterna utrattar i skilje­

ytan S, allt raknat per massflodesenhet pQ. Det totala arbete 

som utrattas i skiljeytan m!iste emellertid vara lika med noll, 

dvs 

(9.11) 



f>J 1 och f>J 2 har alltsa motsatta tecken varfOr nagon av diffe­

renserna EcEu och E 2-Eu kan vara negativ, t ex om v
1 

>> 
v2 (ejektorverkan). 

Multiplikation av de tva sambanden (9. 9) med Q
1 

resp Q
2

, sum­

mering av de tva sambanden, insattning av ekv (9. 11) ger med 

Qu = Ql + Q2 

2 v~ v2 2 
2Q.(z.+Y.+~)=Q (z +Y +-2ul+2Q.t>E. 
i=1 1 1 1 .,;g u u u g i = 1 1 l 

(9.12) 

Den genomfi:irda operationen har medfart en eliminering av de 

obekanta storheterna t>J1 och t>J2 och vi har erhallit ett ener­

gisamband beskrivande de totala energifi:irlusterna i knutpunkten. 

Detta enda samband ar dock icke tillrackligt. Vi maste utnyttja 

oss av bagge sambanden (9. 9) vilket innebar att vi maste kunna 

uppskatta bagge energinivadifferenserna E 1 -Eu och E 2 -Eu. 

Den enda mera omfattande experimentella undersi:ikning, vilken 

kan ligga till grund fi:ir bedi:imning av knutpunktsfOrlusterna, sy­

nes vara den som utfi:irts vid Missouri-universitetet av Sangster, 

Wood, Smerdon och Bossy (1959). Undersi:ikningen, vilken dock. 

enbart avsag stri:imning genom brunnar med helt fyllda tillopps­

och utloppsledningar, resulterade i semi-empiriska relationer 

mellan tryckfOrlustkoeHicienten k och fi:irhallar;det sidotillfli:ide / 

huvudfli:ide fi:ir olika typer av knutpunkter. Fi:irlustkoefficienten k 

definieras fi:ir ledningen "i" av sambandet 

(9.13) 

Tryckfi:irlusterna kan ofta bli mycket stora. I en knutpunkt med 

90° -riktningsandring och samma diameter pa ingaende och utga­

ende ledning ar k i av storleksordningen 1. 0. En stri:imnings­

hastighet av 4. 5 m/s ger da tryckfi:irlusten 1m. 

Under enkla geometriska fi:irhallanden och fli:idesbetingelser kan 

de erforderliga ekvationerna formuleras aven med hjalp av ri:irel­

semangdbetraktelser i tva riktningar. Knutpunkterna i ett lednings­

system ar dock alltfi:ir komplicerade fi:ir att tillata uppstallandet av 

praktiskt anvandbara samband. De experimentella studier som ge-
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nomforts, set ex Taylor (1944) och Lorah (1966), behandlar enbart 

forenklade geometriska forhallanden och ger inget underlag for ge­

nerella bedomningar. 

Aven om vi skulle ha tillgang till underlag for ansiittandet av ener­

ginivadifferenserna E.-E - vilket vi tyvarr saknar helt for strom-
1 u 

ning med fri vattenyta - sa kan knutpunktsvillkoren ej baseras en-

bart pa energisambanden (9. 9). Dessa samband maste komplette­

ras med tillaggsvillkor som gor det mojligt att ta hansyn till dels 

externt tillflode i sjalva knutpunkten, dels flodessituationen i in­

kommande ledning (utbildande av bestammande sektion, superkri­

tisk stromning). Detta visade sig emellertid ej vara mojligt att 

genomfora varfor nedan skisserade mera schematiska betraktelse­

satt har utnyttjats i flodesmodellen DAGVL-A. 

Vattennivan zb + Yb i knutpunkten relateras till vattennivan 

i utgaende ledning, se fig 9-4, genom energiekvationen 

v2 v2 

z +Y 
u u 

b u 
zb + yb + 2g ~ zu + yu + (1 + kut) 2g (9. 14a) 

dar kut ar en utstromningsforlustkoefficient. Detta samband 

kan skrivas pa formen 
v2 

u 
zb + Yb ~ zu + Yu + k 2g (9. 14b) 

2 2 
dar k ~ 1 + kut- vb I vu. Eftersom ekv (9.14b) beskriver diffe-

rensen i tryckniva benamnes k tryckforlustkoefficient. 

Om knutpunkten ar av magasinstyp (Vb"' 0) erhalles saledes 

k ~ 1 + kut ~ 1. Normal a knutpunkts- och ledningsbrunnar har 

emellertid sma areor (oftast cirkular sektion med en diameter 

nagot stiirre an utgaende lednings) varfor Vb ar av samma stor­

leksordning som V u. Som en forsta approximation kan vi salta 

Vb/Vu"" 1 vilket ger k""kut~O. I avsaknad av experimentellt be­

domningsunderlag maste dock valet av k-varde bli relativt godtyckligt. 

Vattennivan i knutpunkten ar avgorande for om flodet i en inkommande 

ledning dammes eller ej. Om vivid damt flode forutsatter samma 

vattenniva i ledningen som i knutpunkten erhalles foljande villkor och 

samband (Yk 't . ar kritiska djupet svarande mot det aktuella flodet 
r1 , 1 

Qi(t), dW /dt ar i knutpunkten per tidsenhet magasinerad volym, W~W(Yb) ): 



a) Subkritisk stromning i inkommande ledning 

~ 

b) Superkritisk stri:imning i inkommande ledning 

Fig 9-4 I DAGVL-A utnyttjade knutpunktsvillkor. Vid super­
kritisk stri:imning i utgaende ledning sii.ttes y = y 

u krit, u. 

Subkritiskt fli:ide i inkommande ledning (fig 9-4a) 
~--------------------

1) 
Y. = yk "t 1. 1 r1 , 

om 

i annat fall 

~UJ'~~rJ:t_!!J~t..Jlj~e _i j_n_!<:~~~a:::_~ _!ej~I2_gjfig 9-4b) 

2) 
Q. och Y. kii.nda 

1 1 
om 

i annat fall Z+y -z+Y( o) i i - b b vattensprang 

Kontinuitetsvillkor 

1) Q. och Y. kii.nda. 
1 1 

(9. 15a) 

(9. 15b) 

(9.15c) 

2) Inget villkor behi:iver specificeras. Jfr kap 4. 5, fig 4-9. 
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Villkoret (9. 15a) for subkritisk strornning innebar att damning av 

flodet i inkommande ledning ej erhilJles sa lange vattenniv!l.n i knut­

punkten ej star hogre an den vattenniva som motsvarar kritiskt djup 

i denna ledning, fig 9-4a. 

Vid superkritisk stromning erhalles nagon av de i fig 9-4b skisse­

rade vattenstandsprofilerna. Om zb + Yb < zi + Ykrit forutsattes 

salunda att vattenspranget pressats ut i sjalva knutpunktsbrunnen. 

For en knutpunkt med star magasinsvolym och sma stromnings­

hastigheter, t ex ett fordrojningsmagasin, utgor ekv (9. 15) en full-

god approximation. Det inkommande flodets rorelseenergi kan da 

forutsattas ga helt forlorad. For knutpunkter med stora stromnings­

hastigheter ger emellertid den utnyttjade ansatsen endast en approxi­

mativ beskrivning av flodesforhallandena. Antagandet om gemensam 

vattenyta vid damda inkommande floden, dvs z 1 + Y 1 = z 2 + Y 2 , beho­

ver saledes ej vara satisfierat. Som tidigare papekats saknar vi emel­

lertid mojlighet att formulera praktiskt anvandbara dynamiska samband. 

Det bor papekas att den genomforda ansatsen i vissa fall kan leda till 

orimligheter ur energisynpunkt. Lat ass forutsatta enbart en inkom­

mande ledning och att Q1 = Qu. Under forutsattning av att det inkom­

mande flodet ar damt ger da ekv (9. 9) och ekv (9. 14b), 

.6E = 
1 

v2 
1 - + (k-1) 2g ( 9. 1 6) 

Med k = 0 och V u > V 1 (accelererat flode) skulle saledes ett ener­

gitillskott erhallas i knutpunkten. Detta ar givetvis orimligt. Koeffi­

cienten k borde darfor i detta fall valjas sa att .6E
1 

> 0. 

Det har i datorprogrammet ej inlagts nagon rutin for automatiskt 

val av k-vardet. Detta ges som indata och forutsattes vara konstant 

och oberoende av variationer i flodesforhallandena. I avsaknad av 

experimentellt bedomningsunderlag synes detta for narvarande vara 

den enda praktiska utvagen. 1) 

Sammanfattningsvis kan konstateras att visst experimentellt under­

lag foreligger fOr bedomning av energiforluster i knutpunkter vid 

helt fyllda ledningar medan det for delvis fyllda ledningar helt sak-

1) De i DAGVL-A utnyttjade knutpunktsambanden visade sig 
overensstamma med de som utnyttjas i dens k ISS-modellen, 
se ref sid 17 5. I denna modell sattes k = 0 vid sma knutpunkts~ 
areor och k = 1 vid knutpunkter av magasinstyp. 



nas sadant material. Forh8.l.landena ar i allmanhet alltfOr kompli­

cerade for att enbart teoretiska betraktelser skall kunna utnyttjas. 

Med hansyn till att energifOrlusterna, speciellt vid helt fyllda led­

ningar, kan bli av den storleksordningen att de kan paverka be­

domningen av ledningsnatets kapacitet, ar det onskvart att rikt­

linjer rorande ansattandet av knutpunktsfOrlusterna utarbetas. I 

praktiken ansatts relativt godtyckliga knutpunktsfOrluster eller 

inga for luster alls. Ibland fOrsoker man kompensera knutpunkts­

forlusterna genom en okning av ledningarnas rahet eller en minsk­

ning av vardet pa Mannings tal. 

Lyckligtvis har de damningseffekter som knutpunktsforlusterna 

ger upphov till vid stromning med fri vattenyta relativt begransad 

effekt pa vattenstanden ett stycke uppstroms knutpunkten. Man 

torde darfOr kunna tillata sig relativt schematiska ansatser utan 

att alltfor stora felaktigheter erhalles i det beraknade flodesfOr­

loppet. 

Om daremot vattennivan (trycknivan) ligger i narheten av eller 

over ledningarnas hjassor inom en storre del av ledningssystemet 

far knutpunktsfOrlusterna en mycket storre genomslagskraft. En 

hojning av trycknivan med 1 m i en helt fylld lednings nedstroms­

ande medfor en omedelbar motsvarande hojning i dess uppstroms-
o 

ande, ett fOrhallande som kanske inte all tid uppmarksammas. A 

andra sidan torde det sallan fOrekomma att ett ledningssystems 

funktion vid flo den storre an det dimensionerande flodet studeras. 

Ledningarna dimensioneras ju i allmanhet sa att de vid det s k 

dimensionerande flodet ej skall ga helt fyllda. 

9. 4 Retardationsmetoden (Typ B) 

De enklaste berakningsmetoderna och hitintills aven de mest ut­

nyttjade ar de metoder som bygger pa en ren translation av va­

gen (inloppshydrografen) langs ledningen. Gemensamt for dessa 

metoder ar att man fOrutsatter att flodet i varje sektion ar en en­

tydig funktion av vattendjupet i ledningen, dvs att 

Q/Qfull = F(Y /d) ; ( 9. 17) 
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Denna fi:\rutsattning ar endast uppfylld vid stationar likformig 

stromning. F ( y I d) ar nagon av fyllnadsgradfunktionerna i 

fig 9-2. 

Translationshastigheten (vaghastigheten) antages oftast vara lika 

med den hastighet som erhalles ur ekv (9.17) fOr flodestoppen, 

v 0 = Q /A = Q . F(Y /d) I A vag topp topp full . topp topp (9. 18) 

Ibland utnyttjas hastigheten v vag = Qfull I A full' 

Forfarandet innebar en ren translation av vagen med den for den 

aktuella ledningen beraknade hastigheten v 0 utan att vagens 
vag 

form andras. Damningseffekter kan ej beaktas och fOr knutpunk-

terna galler enbart villkoret att inkommande flode ar lika med 

utgaende flo de enligt ekv (9. 8). 

Som redan framgatt av kap 5. 6 innebar denna metod, som i Sve-

rige narmast kan sagas gil. under beteckningen retardationsmeto-

den, en underskattning av vagens hastighet, vilket i sin tur med-

for en overskattning av ledningssystemets koncentrationstid ( ge­

nomloppstid). Delta fel ar pa osakra sidan och medfor att den be­

rakningsmassiga sannolikheten for overlagring av flodestoppar fran 

olika delar av ledningssystemet reduceras jamfOrt med den verkliga, 

vilket kan resultera i att overlagringseffekter i ledningssystemet un­

derskattas. A. andra sidan tar metoden ej hansyn till vagens eventu­

ella dampning och utflackning, vilket ur dimensioneringssynpunkt ar 

ett fel pa sakra sidan. Den mojligheten foreligger givetvis att dessa 

fel, vad avser dimensionerande flodestoppar, tar ut varandra och att 

berakningen sil.ledes ger ett korrekt flodesmaximum. De beraknade 

flodestopparna kommer dock att intraffa senare an de verkliga. Se 

vidare kap 9. 9. 

Det ar en allman uppfattning bland praktiserande ingenjorer att re­

tardationsmetoden leder till for hoga floden. A tt sa all tid skulle 

vara fallet ar dock ingen sjalvklarhet. 

Retardationsmetoden utnyttjas i bl a UCUR-modellens lednings­

natrutin, se Papadakis och Preul ( 1972). 



9. 5 Kinematisk vag (Typ B) 

Fi:irutsattningarna for den kinematiska teorins tillamplighet har 

tidigare redovisats i kap 5. 4. Vid stora bottenlutningar kan de 

sekundara gradienttermerna normalt fi:irsummas i ri:irelsemangd­

ekvationen i vilket fall fli:idet Q blir en entydig funktion av vatten­

djupet. Ri:irelseekvationerna kan da skrivas 

aQ + aA _ 0 ax at-

Q = Qfull . F(Y/ d) ; 

(9. 19a) 

(9.19b) 

Dessa tva samband beskriver en odampad vagri:irelse, benamnd 

kinematisk vag, dar varje punkt pa vagprofilen forflyttar sig med 

den mot det aktuella djupet svarande kinematiska hastigheten 

(9.20) 

Ett okritiskt utnyttjande av ekv ( 9. 20) kan leda till fysikaliskt orim­

liga fli:idesprofiler, se kap 5. 6. Vid numeriska berakningar ater­

speglas detta fi:irhallande i form av parasitisk vagbildning, se fig 

9-5. 

Lat oss nu betrakta en ledningsstracka med langden b.x. Upp­

stri:ims randsektion betecknas med "1" och nedstri:ims randsektion 

med 11 2 11
• Om vi i:iverfi:ir kontinuitetsekvationen (9.19a) till diffe­

rensform enligt box-schemat, se fig 6-5, erhalles differensekva­

tionen 

(9. 21) 

dar t ex Q~+1 ar fli:idet i sektion 2 vid tidpunkten tm+ 1 = tm +b.t. 

I detta sam band kanner vi Q och A i punkterna ( 1, m) och 

(1, m+1) eftersom Q 1 ar det givna tillfli:idet. Motsvarande area 

A1 ges av ekv (9.19b). Vi kanner dessutom Q~ och A~ fran 

f6regaende berakningssteg varfi:ir Q~+1 och A~+1 
ar de enda 

obekanta storheterna. Dessa kan li:isas pa iterativ vag med hjalp 

av ekv (9.19b). 
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En Taylor-utveckling av ekv (9. 21) kring punkten (1+1/2, m+1/2) 

visar att differensekvationen approximerar kontinuitetsekvationen 

med ett trunkeringsfel av O(C.x2, c.t2 ). Schemat ar ovillkorligt 

stabilt och icke diffusivt applicerat pa linjariserade rorelseekva­

tioner, se kap 6. 4. 

I fig 9-5 redovisas en berakning av ett flodesforlopp i en 600 m 

lang ledning. Berakningen har genomforts dels enligt ekv (9. 20) 

(analytisk losning), dels enligt ekv (9. 21) (numerisk losning). 

Den analytiska losningen visar sig redan 300 m fran inloppet vara 

fysikaliskt orimlig i omradena kring flodesfronten och kring flo­

destoppen, dvs inom de djupintervall dar vi aterfinner de storsta 

variationerna i den kinematiska hastigheten ck, se kap 5. 6, fig 

5-10. 

De numeriska losningarna uppvisar - bortsett fran den parasitiska 

vagbildningen - inga fysikaliska orimligheter. Den for C.x ~ 30 m, 

6t ~ 30 s, erhrulna losningen uppvisar en med avstandet fran in­

lappet vaxande parasitisk vagbildning. 

For C.x ~ 300 m, 6t ~ 30 s, ar de parasitiska vagorna i huvudsak 

utdampade. Dessutom har en utflackning av flodesvagen erhallits, 

vilket medverkar till att gora berakningsresultatet mera realis-

tiskt. se kap 9. 9. Denna utflackning ar en effekt av det stora truri.ke­

ringsfel som vardet C.x ~ 300 m introducerar. 

En berakning genomford med tidsteget 6t ~ 60 s gav hydrografer 

med i huvudsak samma form sam de sam erhallits for 6t = 30 s, 

dock med nagot avvikande parasitisk vagbildning for 6.x = 30m. 

Savitt f6rfattaren kant har nagon flodesmodell ej baserats direkt 

pa differensschemat (9.21). Anledningen till detta tarde vara de 

numeriska problem sam kan uppsta pa grund av den parasitiska 

vagbildningen. Istallet utnyttjas schema med trunkeringsfel av 

0 ( C.x, c.t2 ) eller 0 ( C.x, C.t) sam aven for sma varden pa 

C.x och C.t introducerar en artificiell dampning. Ett exempel 

pa ett sadant differensschema ar RRL-metoden. 
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Beraknade hydrografer 300 m fran ledningens inlopp. 
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Analytisk !Osning (fys.ikaliskt orimtig) 

/'-
lnlopps- / ', 
hydrograf "'-._ / "-

>,/ ' 
/ ' 

/ ' 
/ I 

/ . 
/ ! 

/ I 
/ . 

0 ~.~ .. ::.: ... :::::-::_: .. :_··;:-:s"';.::":::":::"::;"e_:".::"':::":::":::":.:·:.;";.;"<::..t~ .. :::":::":::"::;..:~· --:3=::::::::::::::;:_=-=-.::::;-=-=-+--Tid 
0 2 4 6 8 10 12 14 16 min 

b) Beraknade utloppshydrografer. 

Fig 9-5 Jamftirelse mellan analytisk och numerisk 
lilsning enligt kinematisk vagteori av flildes­
filrlopp i en 600 m lang ledning med cirkular 
sektion: 

I = 2 °/oo, 
0 

3 
Qfull = 1. 11 m /s. 

Delfyllnadsfunktion = Bretting. 
Differensschema = ekv (9. 21). 
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9. 6 RRL-metoden (Road Research Laboratory model) (Typ B) 

RRL-metodens ledningsrutin, se Watkins ( 1962) och Terstriep 

och Stall (1969) utvecklades med malsattningen att flodesvagens 

dampning skulle kunna beaktas. Metoden inbegriper aven berak­

ning av tillflodet till ledningssystemet som funktion av nederbor­

dens variation i tiden men vi behandlar har enbart ledningsberak­

ningsrutinen. Denna rutin kan beskrivas som fOljer: 

Lat tillflodet till ledningen ges av kurvan Q 1, och utflodet av kur­

van Q 2 i fig 9-6 . Om den i ledningen magasinerade volymen 

vid tidpunkterna tm och tm+l ar Wm resp wm+l, erhalles 

med 6t ~ tm+ 1 - tm, 

I detta samband kanner vi alla storheter vid tidpunkten 

tillflodet Q~+ 1 

Tillflode o 1 

Utflode a 2 

t 
m 

L------L~~-L--L-~--~~---L--L-~----~Tid 
tm tm+l 

Fig 9-6 

a~.-.~=========~ Gz 

2 

RRL-metodens berakningsmetodik fOr en 
ledning med langden 6x. 

(9. 22) 

samt 



For att kunna li:isa Q~+1 och wm+ 1 erfordras ytterligare ett 

samband. Det fi:irutsattes darfi:ir att vattendjupet ar det samma 

langs hela ledningen och lika med naturliga vattendjupet Y 2 och 

att fi:iljaktligen Q 2 ar en entydig funktion enligt ekv (9.17) av det­

ta vattendjup. Om ledningens langd ar .C:,x erhalles da 

Wm+1 = Am+1 . ,C,x 
2 

Qm+l = Q . F(Ym+1 /d) 
2 full 2 

(9.23) 

dar A~+ 1 ar den mot vattendjupet Y~+ 1 svarande vata arean 

vid utloppet vid tidpunkten tm+ 1 . Bade Q~+ 1 och wm+ 1 ( eller 

A~+l) kan nu li:isas ur ekv (9. 22) och (9. 23). Genom en fortsatt 

stegvis berakning erhalles slutligen hela utloppshydrografen. Vid 

helt fylld ledning sattes utfli:idet Q~+1 lika med infli:idet Q~+ 1 

I den ursprungliga versionen behandlades hela ledningssyste-

met i en operation. Numera appliceras dock tekniken ovan succes­

sivt pa delstracka efter delstracka (ledning mellan tva brunnar) 

med bi:irjan i uppstri:ims randpunkter. Langa ledningar de las be­

rakningsmassigt upp i flera kortare delledningar. 

RRL-metoden anvandes allmant i England. Dess ledningsmodell 

har aven byggts in i NIVA-modellen, Lindholm {1974). 

Med hansyn till RRL-metodens relativt stora anvandning kan det 

har vara pa sin plats att narmare analysera dess egenskaper. 

Nagon sadan analys synes ej tidigare ha gjorts. 

Av ekv (9. 23) framgar att RRL-metoden i princip utgar fran en 

k . t' k t 1) 0 .. f" b d wm+1 Am+ 1 
A 1nema 1s ansa s. m v1 m or sam an en = 2 ux, 

Wm = A~ .C:,x, kan ekv (9. 22) skrivas 

_ Qm+1_Q~ Am+l Am 
1 . + _.:;2_,e,A:t;---___;;2:.... = 0 ; ( 9. 24) 

1) Fli:\de och vattenstand entydigt relaterade till varandra. 

147, 



148. 

RRL-metodens ansats skiljer sig saledes fran det kinematiska 

schemat (9. 21) endast genom en "samre" approximation av tids­

derivatan aAjat. Denna approximation har emellertid den for­

delen att den medger simu1ering av en dampad vagrorelse. En 

stabilitetstest visar att schemat applicerat pa linjara ekvationer 

ar ovillkorligt stabilt och diffusivt. 

En Taylor utveckling kring punkten (1+1/2, m+l/2) ger for sche­

ma! (9, 24), jfr kap 6. 3, ekv (6. 7), 

(9. 25) 

dar termen R(l!.x, l!.t) representerar termer av hogre ordning. 

Schema! (9. 24) approximerar saledes ekv (9. 19a) med ett trurtke­

ringsfel av O(l!.x, l>t2 ). Vi kan emellertid aven se schema! (9. 24) 

som en approximation av differentialekvationen 

aQ + aA 
dx (jf 

( 9. 2 6) 

Trunkeringsfelet ar da av O(l>x2, l>t2) vilket innebar att diffe­

rensschemat utgor en battre app-roximation av ekv (9. 26) an av 

ekv (9. 19a). 

Med hjiilp av ekv (9. 19a) och (9. 20) kan vi for det linjara fallet 

ck = konstant overfora ekv ( 9. 2 6) till form en 

d .. K l!.x c 
ar diff = T k ( 9. 27) 

Delta samband beskriver en kombinerad konvektiv och diffusiv 

transport karakteriserad av diffusionskoefficienten Kdiff' Dif­

ferensschemat (9. 24) har saledes infort en artificiell dampning 

vars storlek beror av vardet pa diffusionskoefficienten, dvs pa 

l!.x. Om alltfor stora varden valjes pa l!.x kan en st6rre damp­

ning an den verkliga erhallas. RRL-metoden borde darfor komp­

letteras med sadana kriterier for valet av l!.x att en underskatt-

ning av resulterande flodesmaxima undvikes. 



Berakningar genomfi:irda med RRL-metoden kommer att redovisas 

i kap. 9. 9. 

Under vissa fi:irutsattningar ar det mi:ijligt att ur ri:irelseekvationer­

na harleda ett lampligt varde pa Ax. Lat oss fi:irutsatta att den be­

traktade vagprofilen i huvudsak har kinematisk karaktar. Med ut­

gangspunkt fran de i kap 5. 5 framtagna relationerna kan vi da fi:ir 

en kanal med rektangu1ar sektion skriva ri:irelseekvationerna 

ilQ ay 
CiX + B(jf ~ 0 

(9. 28) 

dar K ar transportfaktorn MAR 213 och Fr ar Froudes tal. 

Derivering av den fi:irsta ekvationen m a p x och den andra ek­

vationen m a p t ger efter eliminering av termen a2Y /ilxilt 

(vi fi:irutsatter att Fr ~ konstant) 

ilQ 
(j}{+ 

1 
Q dK 
KB 'Cf'iT 

ilQ­
(1[-

4 2 
( 1 - 9 Fr ) 

2Q2 dK 
K3 dY 

Om vi vidare satter Q ~ Q ~ K 
n 

derivatorna och infi:ir sambandet 

erhalles 

ilQ_+ c ilQ ~ K 
(1[ k Ox diff 

dar 

K
3 

(1 - ~ Fr
2

) 

2~ ~ 

(9.29) 

. r1 12 i koefficienterna framfi:ir 

ck
0

~d~/dA ~ (1/B)·I~/2 dK/dY 

( 9. 3 0) 

Hayami (1955) formulerade ekv (9.30) i den beroende variabeln 

y och benamnde detta samband "dampad kinematisk vag", 

(diffusing kinematic wave). 
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Ekv (9. 30) har for sma varden pa Froudes tal, Fr
2 << 1, 

visat sig kunna beskriva ett dampat flodesfor1opp i ett natur­

ligt vattendrag, se Hayami (1951), Henderson (1966) och Miller 

och Cunge (1975). For delta fall utgor saledes ekv (9. 30) en 

. mojlighet for bestamning av C,x i ekv (9.27) sa att en realis­

tisk dampning av vagen erhalles. 

Vid icke forsumbara varden pa Froudes tal ar ekv (9. 30) mera 

approximativ. Det ar emellertid intressant att notera att 

Kdiff < 0 om Fr > L 5, dvs om Vedernikovs tal Ve > 1. Ett 

negativt varde pa diffusionskoefficienten innebar en "hoptryck­

ning" av vagprofilen och sil.ledes en tillvaxt hos flodestoppen, 

vilket ar i overensstammelse med den i kap 5. 2 framforda tolk­

ningen av Vedernikovs stabilitetskriterium. 

Flodesforloppet i en ledning med cirkular sektion ar i hogsta grad 

icke linjart varfor resultatet av den ovan redovisade linjara teorin 

ej ar direkt utnyttjbart. Kriterier for val av C,x , dvs ovre gran­

ser for berakningsstegets langd, maste darfor bas eras pa nume­

riska experiment med hjalp av en "exakt" berakningsmodell, t ex 

DAGVL-B. Fysikaliska laboratorieexperiment bedomes som va­

rande alltfor tids- och kostnadskravande. 

RRL -metoden bygger alltsa pa en kinematisk ansats som strikt 

tillampad skulle lett till en simulering av en odampad vagrorelse. 

Det utnyttjade differensschemat visar sig emellertid medfora en 

av det valda vardet pa 6x beroende artificiell dampning. Mot­

svarande ar fallet aven med det 11kinematiska schema" som fore­

slagits av Schaake ( 1971) och Li, Simons och Stevens (197 5) 

Qm+1 _ Qm+1 
2 1 

---,&-=---- + = 0 (9. 31) 

Pa motsvarande satt som for RRL-metoden finner man att detta 

schema approximerar differentialekvationen 

(9.32) 



med trunkeringsfelet O(t.x2 , t.t2), varfor det ger en storre 

dampning an RRL-metoden. Aven om den artificiella damp­

ningen avtar med vardet pa diffusionskoefficienten, dvs med 

t.x och Ll.t, synes det oegentligt att benamna schemat (9. 31) 

"kinematisk vag". En adekvat beteckning pa saval detta sche­

ma som RRL-metoden ar istallet 11 dampad kinematfsk vag". 

9. 7 EPA-modellen SWMM. (Typ B) 

EPA (U.S. Environmental Protection Agency) storm water manage­

ment model (SWMM) ar en matematisk modell fOr ber'1i.kning av be­

la avrinningsforloppet inom ett urbant omril.de, se Lager, Pyatt och 

Shubinski (1971}. I denna modell utnyttjas fOr berakning av flodes­

fOrloppet i ledningarna en nagot mera sofistikerad ansats an i de 

tidigare redovisade modellerna. 

For varje delstracka Ll.x (i allmanhet ledning mellan tva brunnar) 

utnyttjas en kontinuitetsekvation formulerad pa differensform en­

ligt box- schemat, se kap 6, 5, fig 6-4b, 

(1-9 ) . (Qm- Qm) + e (Qm+1 - Qm1 +1) 
X 2 1 X 2 + t.x 

(9. 33} 

g . (Am+1_ Am)+ (1-8) (Am+1- Am) 
t 2 2 t 1 1 

----------,-,--------- = 0 
Ll.t 

dar Qx och gt ar viktningskoefficienter som for erhallande av 

numerisk stabilitet maste valjas ? 0. 5. 

I rorelsemii.ngdekvationen har tidsderivatan fi:irsummats vilket ger 

foljande sam band i variablerna V och Y , jfr kap 2. 3, ekv (2. 16} 

1 av2 
--=::-+ 2g ux 

ClY = I - If dx 0 
( 9. 34} 
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Med hja1p av ekv (9.4) kan detta samband skrivas 

[ 
1 aY 1 av2 J 112 

Q = Qfull F(Y /d) r;:;- ( Io - ax - 2g i1X ) 

och overfort pa differensform 

dar 

I = I 
0 

= Q F(Ym+1 /d) (l_) 1/2 
full 2 I

0 

= Q F(Ym+ 1/d) (__!_ ) 1 /2 
full 1 I 

0 

ym+1 _ ym+1 
2 1 

t.x 2g L:.x 

(9. 35) 

(9. 36) 

m+1 m+1 m+1 . De obekanta storheterna Y 1 , Q 2 och Y 2 1 ekv (9. 33) 

och (9. 36) kan lOsas via ett iterativt forfarande. Flodena Q~+ 1 

och Q~ ar givna som randvillkor. Y~, Q~ och Ylr ar kanda 

fran fOregaende berakningssteg. En stegvis berakning i tiden ger 

som fOr ovriga typ B-metoder hela utloppshydrografen fOr den be­

traktade ledningsstrackan. 

Enligt det redovisade datorprogrammet tillates ej varden pa 

I < I . Varden pa I > I erhalles i allmanhet endast pa flodes-o 0 
vagens frontsida dar CJY /ax< 0 och aV2 I ax< 0 och saledes 

Q > Qfull . F(Y I d). Pa vagens baksida har de tva derivatorna 

positiva varden varfor I sattes lika med I
0 

och Q = Qfull F(Y /d). 

EPA-modellen bygger alltsa pa en kinematisk ansats som vid 

vaxande flo de modifierats enligt ekv ( 9. 3 6). Denna modifiering 

mojliggor tillsammans med varden pa 9x och 9t > 0. 5 en simu­

lering av en dampad vagrorelse. Enligt den angivna referensen 

har testberakningar visat att viktningskoefficienterna ur damp­

ningssynpunkt bor ges vardet 9x = 9t = 0, 55. For 9x = 9t = 1. 0 

erhalles differensschemat (9. 31) medan 9x = 0. 5, 9t = 1. 0 ger 

RRL -metoden, ekv (9. 24). 

Nagot motiv fOr inskrankningen I:;;, I har ej angivits. Ett natur-
o 

ligare villkor hade varit I :;;, 0 i och fOr undvikande av ett nega-

tivt tal under rottecknet i ekv (9. 36). Testberakningar som for­

fattaren genomfi:irt tyder emellertid pa att villkoret I :;;, I ar 
0 



nodvandigt ur stabilitetssynpunkt. Vid flacka ledningslutningar 

kunde i annat fall helt orimlig vagbildning uppsta pa flodesvagens 

baksida. Vidare visade sig beaktande av termen (1/g) av(at i 

rore1seekvationen 1eda till en minskning av schemat;, dii.mpande 

egenskaper vilket ii.r helt naturligt med hansyn till det fOrhallan­

det att termen av (at i huvudsak har motsatt tecken mot termer­

na ay fox och av2 ;ax. 

EPA-modellen kan ses som ett fOrsok att sa modifiera den kine­

matiska ansatsen att en simulering av en dii.mpad vagrorelse moj­

liggors. Som kommer att framga av de berii.kningsresultat som 

senare redovisas ger EPA-ansatsen en berii.kningsmodell som ii.r 

mindre kii.nslig fOr valet av .6.x an RRL-metoden. EPA-modellen 

medfOr a andra sidan hogre berii.kningskostnader. Vidare kvar­

star risken fOr besvii.rande parasitisk vagbildning pa speciellt flo­

desvagens las ida. 

9. 8 Typ B-modellen DAGVLcB 

De tidigare redovisade typ B-modellerna bygger pa starkt forenk­

lade ansatser. Skii.let till detta ii.r frii.mst att man vill hail a berii.k­

ningskostnaderna sa laga som mojligt. Det har emellertid bedomts 

angelii.get att komplettera dessa modeller med en "exakt" modell 

baserad pa de fullstii.ndiga rorelseekvationerna med en fin geomet­

risk indelning av ledningssystemet (sma .6.x). Denna modell skulle 

utnyttjas i forsta hand for test av de approximativa modellernas 

egenskaper, i andra hand fOr praktiska berii.kningar i fall da hog 

berakningsnoggrannhet erfordras. 

Den utvecklade typ B-modellen DAGVL-B bygger pa en nume­

risk losning av de fullstii.ndiga rorelseekvationerna baserad pa 

det differensschema (nod- segment schemat) som skisserats i 

kap 7. 5. Varje ledning indelas i N-1 delstrii.ckor vilket ger 2N-3 

differensekvationer i 2N obekanta (Q, Y). Forutom tva randvill­

kor krii.vs en kompletterande ekvation. Som sadan utnyttjas en 

kontinuitetsekvation (box-schema) vid uppstroms rand for sub­

kritisk stromning och vid nedstroms rand fOr superkritisk strom-
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ning. For varje ledning erhalles ett ekvationssystem om 2N obe­

kanta vilket loses vid varje tidsteg med hjalp av en dubbelsveps­

algoritm. Differensschemats uppbyggnad och egenskaper har tidi­

gare diskuterats i kap 7. 5 och vis sa berakningsresultat aven redo­

visats i kap 7. 6 , fig 7 ~ 5 till fig 7 -7. 

Uppstroms- och nedstroms randvillkor har utformats enligt de 

regler som galler for gradvis varierande stromning och vilka 

foljer av en analys av rorelseekvationerna, se kap 4. 5. 

Vid ~~b_!:rjt~s_!: ~t£_O_El_E.i_E.g_ (Froudes tal Fr ~ V / V gA/B < 1) kravs 

ett villkor vid ovre rand ( sektion 1 i fig 9-7) och ett vid nedre rand 

(sektion N). bvre randvillkoret har alltid formen Q 1 ~ Q 1(t), dvs 

flodet ar givet som funktion av tiden. Vid nedre randen (fritt ut­

lopp) galler villkoret YN ~ Ykrit, dar det kritiska djupet Ykrit 

definieras av sambandet FrN ~ 1 ; 

§_u_p":!'_!:rjt!_s.!: ~t£_o_m_E.0g_ (Fr > 1) ar oberoende av forhallandena vid 

nedstroms rand och vi maste vid uppstroms rand ge tva villkor, 

Q1 ~ Q1(t) och y1 ~ ykrit' 

DAGVL-B genomfor vid varje tidsteg en detektering av flodes­

situationen och anger darefter vilka randvillkor som skall galla 

vid efterfoljande tidsteg enligt det schema som redovisas i fig 9-7. 

Under ett icke stationart forlopp kan samtidigt uppnas att Fr2 > 1 

och FrN _1 > 1, innebarande kritiskt djup som bade ovre och ned­

re randvillkor. I ett sadant fall utesluts den kompletterande kon­

tinuitetsekvationen for att ett overbestamt ekvationssystem ej 

skall erhallas. 

For att berakningen skall kunna startas kravs som begynnelse­

villkor att vattenstand och vattenforing ar givna i varje beraknings­

sektion. Salunda forutsattes alltid ett stationart basflode. Berak­

ningen av motsvarande vattenstand sker stegvis sektion for sektion, 

i uppstroms riktning vid subkritisk stromning och i nedstroms rikt­

ning vid superkritisk stromning, genom iterering baserad pa rorel-



Fig 9-7 

V, "Ykrit 
om Fr2>l 

Sektion 1 2 

Vattendjup Y 
m 

Subkritisk strOmning 
IFr < 11 

yN,ykrit 

om FrN_1< 1 

N-1 N 

Q6 

400 
AX'=Jm 

---- ....... ----0.....-~ Ax= 400m 
9 

0.4 
Fr ,04 

Q2 

0'----+----+----+----+ 
0 

Sektion I 2 

vattendjup Y 
m 

0.6 .... .... 
0.4 

0.2 

0 
0 

.... 

100 200 300 

Superkritisk strOmning 

I Fr > 11 

400m 

N-1 N 

--
, .......... -

Fr,2.2 

100 200 300 400m 

Randvillkorens utformning fOr DAGVL -B. Ex em pel 
pa vid stationii.r stromning berii.knade vattenyteprofiler. 
Fritt utlopp vid ledningens nedre ii.ndpunkt. 
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seekvationerna for stationar gradvis varierande stromning, kap 8. 5, 

ekv (8. 7). 

Om tillflodet overskrider ledningens kapacitet erhalles stromning 

i helt fylld sektion. I enlighet med den analogi mellan stromning 

med fri vattenyta och i helt fylld sektion som harletts i kap 3. har 

en smal spalt inforts i rorets hjassa. Spalten har utformats som 

en kontinuerlig over gang fran rorsektionen enligt fig g. 8. Dess 

bredd B
8 

bestams av sambandet 

Fig 9-8 

2 
~ gA/a 

lill.:.l: 1judhast. a = 1000 m/s 

WI 0. 9999 

w2 1. 5 

~ 1judhast, a 50 m/s 

w 1 0. 98 

w2 1. 5 

( d = 700 mm ) 

Spaltbredd B i meter 

d 

yjd enligt 

Alt. I Alt. 2 3 . 3 

" 
0.98 0.20 0,20 

I. 00 0.01 0, 12 

I. I 0 0. 38·10- 5 ·. D. 82·10- 2 

I. 20 0. 38·10- 5 0.17·10- 2 

I. 50 o. 38·10- 5 0.15·10- 2 

>).50 o. 38·10- 5 0,15·10- 2 

Spalt inford i rorets hjassa enligt analogin mellan 
stromning med fri vattenyta och i helt fylld sektion. 

(9. 37} 

dar a ar ljudets hastighet i vattnet i den belt fyllda sektionen 

och av storleksordningen 1000 m/s. Ur praktisk synpunkt ar 

vi emellertid knappast intresserade av f6rlopp med denna tids­

skala. Vidare forsvarar en hog ljudhastighet genomforandet av 

den numeriska berakningen, speciellt vid overgang fran helt fylld 

till delvis fylld sektion. Aven om den utnyttjade metoden ar impli-



cit maste vissa begransningar laggas pa tidsstegets storlek for att 

numerisk instabilitet ej skall erhallas till foljd av alltfor stora ni­

vafOrandringar per tidsenhet. Denna typ av instabilitet ar att han­

fora till linjariseringen av kontinuitetsekvationen, dvs fOrutsatt­

ningen att bredden B kan anses vara konstant under det aktuella 

berakningssteget. 

I fig 9-8 redovisas tva alternativa spaltutformningar, dels for ljud­

hastigheten A= 1000 mfs, dels for A= 50 m/s. Berakningsre­

sultat avseende stromning i helt fylld sektion fi:ir dessa tva alterna­

tiv, se fig 9-9, visar att man ur praktisk synpunkt mycket val kan 

utnyttja sig av en spaltbredd motsvarande ljudhastigheten 50 m/s. 

Den ringa efterslapning som erhalles vid fli:idesandringens start 

fi:ir a = 50 m/s ar helt fi:irsumbar jamfi:ird med tidsskalan pa de 

aktuella avrinningsfi:irloppen. 

En jamfi:irelse mellan med DAGVL-B beraknade och experimen-

tellt uppmatta fli:idesfi:irlopp i ett 85 m langt plastri:ir med diametern 
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d = 0. 105m, lutningen I
0 

= 5 °/oo och fulla kapaciteten Qfull =6, 3 1/s 

har tidigare redovisats i kap 7. 6, fig 7-6, I fig 9-10 gors motsva­

rande jamforelse for en mera flack inflodeshydrograf. bverensstam­

melsen mellan beraknade och uppmatta vattenstand ar som framgar 

mycket god. 

Vilka tidsteg t>.t och langdsteg t>.x som bi:ir utnyttjas vid berak­

ningen beror av fli:idesfi:irloppets karaktar. S om riktvarden fi:ir tri­

angulara infli:ideshydrografer dar fli:idet varierar fran Q::: 0 till 

Q"'Qfull kan utnyttjas relationerna Tbasft>.t > 15 a 20, Ljt>.x>15 a 
20. Tb ar infli:ideshydrografens varaktighet och L ar fli:idesva-as 
gens langd. Dock fi:irutsatter datorprogrammets nuvarande uppbygg-

nad att varje ledning delas upp i minst tre delstrackor dvs (ledning­

ens langd) / t>.x;;.: 3. 

Lager, Pyatt och Shubinski (1971) presenterar en 11 exakt 11 li:isning 

med hjalp av karakteristikmetoden av ett fli:idesfi:irlopp i en mycket 

lang och flack ledning, se fig 9-11. Den med hjalp av DAGVL-B 

erhallna li:isningen avviker mycket litet fran den "exakta". 
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Fiode 
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Fig 9-11 Jamforelse rnellan utloppshydrograf beraknad rned 
karakteristikmetoden (Lager, Pyatt och Shubinski 
(1971))och med DAGVL-B. d = 1. 82 m, I =lo-3, 

Qfull = 4.11 rn 3 /s. Fyllnadsgradfunktion =
0

Teoretisk. 

Med utgangspunkt fran har redovisade berakningsresultat och ov­

riga genomfOrda testberakningar har typ B-modellen DAGVL-B 

bedomts vara tillrackligt noggrann for att kunna utnyttjas som refe­

rensmodell vid test av de approximativa typ B-modellernas egen­

skaper vad avser berakning av flodesfOrlopp i en rak ledning med 

fritt utlopp. Sadana jamforande berakningar kommer att redovi­

sas i foljande kapitel. 



9. 9 Jamforande berakningar mellan olika typ B-modeller 

Den jamforelse som nedan kommer att goras mellan med olika 

metoder berii.knade utloppshydrografer for en enkel rak ledning 

ii.r av principiell karaktii.r. Avsikten ii.r att med hjalp av de ge­

nomforda berii.kningarna demonstrera de olika approximativa mo­

dellernas egenskaper. Kvalitativa bedomningar av t ex effekten 

av det valda berii.kningsstegets 6x lii.ngd krii.ver omfattande be­

rii.kningar for olika typer av ledningar och inloppshydrografer. 

lampligen da med utgangspunkt fran en dimensionslos parameter­

framstii.llning av utnyttjade samband. Hii.rigenom kan berii.knings­

omfanget avsevii.rt minskas. 

Som utgangspunkt for de jii.mfi:irande berakningarna har valts tva 

300 m langa ledningar bada med diametern 1000 mm men med lut­

ningarna 2 °/oo (subkritisk stromning, Qfull = 1.11 m 3 /s) resp. 

10 °/oo (superkritisk stromning, Qfull = 2. 48 m 3 /s). Utloppshyd­

rografer har for dessa ledningar berii.knats for triangulii.ra inlopps­

hydrografer med 10 och 20 min varaktighet (T bas). Tidsteget har 

for de approximativa modellerna valts sa att Tb ft:.t = 20. I samt-as 
liga redovi:sade fall har delfyllnadsfunktionen "Bretting" utnyttjats, 

s.efig9-2. 

De approximativa modellernas (kinematisk vag, RRL-metoden, 

EPA-modellen) mojlighet att beskriva ett dii.mpat flodesforlopp byg­

ger i storre eller mindre grad pa inforandet av ett lii.mpligt stort 

trunkeringsfel, dvs i huvudsak pa ett lii.mpligt val av berii.knings­

stegets 6x lii.ngd. I avsikt att demonstrera detta har berii.kning-

ar genomforts dels for 6x = 300 m (b,ela ledningen i ett steg), 
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dels for 6x = 30 m (ledningen uppdelad i tio berii.kningssteg). "Exak­

ta" losningar har erh8.llits med hjii.lp av DAGVL-B for 6t = 0. 15 min, 

6x =20m. 

De for "kinematisk vag", RRL-metoden och EPA-metoden utnytt­

jade datorprogrammen har konstruerats av forfattaren med ut­

gangspunkt fran tidigare redovisade differensschema. I EPA-me­

toden har de rekommenderade vii.rdena ex= et = 0. 55 utnyttjats. 
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Retardationsmetoden (fig 9-12} 

Denna metod medfor for flacka 1edningar en betydande overskatt-
0 

ning av utloppshydrografens toppvarde. A andra sidan underskat-

tas flodesvagens hastighet vilket, som tidigare papekats, medfor 

en overskattning av ett 1edningssystems genomloppstid. Detta 

fel ar pa osakra sidan eftersom det medf6r en lagre sannolikhet 

fOr overlagring av flodestoppar fran olika delar av systemet. Det 

ar saledes inte sjalvklart att retardationsmetoden applicerad pa 

ett ledningssystem alltid skulle leda till en overskattning av de 

resulterande flodestopparna. 

Differensen mellan de med retardationsmetoden och DAGVL-B 

erhallna losningarna ar mindre for flacka hydrografer an for 

branta. Skillnaderna avtar dessutom med vaxande ledningslut­

ning. Dessa senare slutsatser galler aven for ovriga approxima­

tiva modeller. 

RRL-metoden (dam pad kinematisk vag} (fig 9 -13}. 

RRL-metoden mojliggor en god beskrivning av saval utloppshyd­

rografens form som hastighet. Flodesvagens dampning ar dock 

beroende av det valda vardet pa E.x. Om alltfor stora varden 

valjes pa E.x kan en storre dampning an den verkliga erhallas. 

Metoden bor darfor kompletteras med kriterier for valet av E.x 

sa att en underskattning av flodestoppen undvikes. Sadana krite­

rier skulle kunna utarbetas med hjalp av jamforande berakning­

ar enligt fig 9-13 genomf6rda for olika typer av inloppshydrogra­

fer och ledningar. 

RRL-metoden har ur berakningspraktisk synpunkt flera fordelar: 

den ar billig och enkel att programmera och den torde knappast 

ge nagra berakningsstorningar i form av parasitisk vagbildning 

vid stromning i del vis fyllda ledningar. 



Fig. 9-12. 
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Jamforelse mellan "exakt" utloppshydrograf (DAGVL -B) 
och utloppshydrograf beraknad enligt retardationsrnetoden .. 
Ledningarnas langd ar 300 m och deras diameter 1000 mrn. 
Ledningarnas lutning 1

0 
ar angiven i figuren. 
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Fig. 9-13 
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Ledningarnas lutning I ar angiven i figuren. 
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Kinematisk vag (fig 9-14) 

Den "kinematiska vagens" egenskaper har tidigare diskuterats 

relativt utforligt. Metoden ger i det aktuella fallet en god bild 

av flodesfOrloppet och torde for rimliga varden pa 6x alltid 

medfOra en viss overskattning av flodestoppen. Nackdelarna 

med metoden ar den stora risken for utbildandet av parasitiska 

vagor vilka kan medfOra icke kontrollerbara berakningsstor­

ningar. 

Metoden ar ur berakningsekonomisk synpunkt jamfiirbar med 

RRL-metoden raknat per berakningssteg 6x. 

EPA-modellen (fig 9-15) 

EPA-modellen ar den berakningsmodell vars losningar visar bast 

overensstammelse med DAGVL-B-modellens "exakta" losning. 

Den synes vidare vara relativt sett mera okanslig for valet av 

6x an ovriga metoder. Viss risk for parasitisk vagbildning 

foreligger, speciellt pa flodesvagens lasida. 

Metoden ar raknat per berakningssteg 6x avsevart dyrare an 

RRL-metoden. For det fall att antalet iterationer m a p "I" i 

ekv (9. 36) begransas till fern arden 3 a 4 ggr dyrare. Kostnads­

differensen mellan de bada metoderna minskar givetvis om man 

i RRL-metoden tvingas arbeta med ett storre antal beraknings­

steg for att undvika underskattning av flodestoppen. 

Nagra begransningar av berakningsstegets 6x langd finns ej 

inbyggt i EPA-modellen. Emellertid anges att ledningslangder 

(6x) storre an 900 m bor undvikas. 

De givna berakningsexemplen redovisar de olika approximativa 

typ B-modellernas egenskaper for det fall att en enkel flodesvag 

passerar genom eri rorledning. Hur avgorande dessa egenska­

per ar ur praktisk dimensioneringssynpunkt ar svart att saga 

utan en jamforelse mellan berakningar utfOrda pa olika typer 

av ledningsnat. Det fOrefaller emellertid rimligt anta att man 

fOr ett ledningsnat med manga tillfloden kommer att fa en avse-
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Fig9-14 
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Ledningarnas lutning I ar angiven i figuren. 
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Fig 9-15 
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Jamforelse mellan "exakt" utloppshydrograf (DAGVL -B) 
och utloppshydrograf beraknad enligt EPA- modellen. 
Ledningarnas langd ar 300 rn och deras d1ameter lOOO rnm. 
Ledningarnas lutning I ar angiven i figuren. 

0 



168. 

vart mindre differens mellan med olika metoder beraknade ut­

flodeshydrografer an vad som erh£11its i det redovisade extrem­

fallet med en enkelledning med endast ett tillflode. 

Typ B-modellerna forutsatter att man helt kan bortse fr£n dam­

ningseffekten fran t ex en nedstroms liggande overbelastad led­

ning. A v stort intresse ar givetvis att man soker skaffa sig en 

uppfattning om damningseffekternas betydelse ur flodes- och 

vattenstandssynpunkt. Da det ar i det narmaste omojligt att 

praktiskt genomfora matningar av all a tillfloden pa ett existe­

rande ledningssystem blir man tvungen att relatera bedomning­

en av olika metoders tillamplighet till den ltisning som sa nag­

grant som mojligt aterger fltideshydrauliken, alltsa i detta fall 

en losning erhallen med hjalp av en typ A-modell. 

9.10 Beskrivning av typ A-modellerna HVM och WRE. 

Pa grund av den i vissa avseenden knappa redovisningen i till­

gangliga referenser kan endast schematiska beskrivningar ges 

av flodesmodellernas uppbyggnad och funktion. Eftersom mo­

dellerna genomgar successiva revideringar ar det dessutom moj­

ligt att de aktuella versionerna i vissa detaljer kan avvika fran 

nedan givna beskrivningar. 

HVM- mod ellen 

Den ledningsni:ltrutin som ingar i den av ingenjorsfirman Dorsch­

Consult utvecklade avrinningsmodellen HVM (Hydrograph- Volume­

Method) bygger enligt Klym, Koniger, Mevius och Vogel ( 1972) 

pa de fullstandiga rorelseekvationerna med hastigheten och vat­

tendjupet som beroende variabler, jfr ekv (2. 16). bverforda 

till differensform och applicerade pa en ledning med langden 

Ax mellan tva brunnar far ekvationerna den form som anges 

i fig 9-16. Tillflodet till ledningssystemet forutsattes saledes 

ske jamnt fordelat langs respektive ledning och ej i knutpunk­

terna. 

Enligt senare uppgifter filrsummar man numera av beraknings­

ekonomiska skal termerna av;at och av2 ;ax i rorelseekvatio-

nerna. 



NODAL POINT EQUATIONS 

simplest case most complex case 

I V 

II II 

1 INFLOW 1 OUTFLOW 

a,, =Ouu 

H v1 ~~ v ... 1 
Y11+ 11+ 29 - Yuu+Huu+:!g 

Ill 

31NFLOWS 

IV 

20UTFLOWS 

i=lll i=V 

:L 0 r;= :L Oui 

; =Ill( '~'.f) ~~~vv ( v, ~) 
" Y1 · +HI .+.:..u.2 Q r· ~ ~ Y. · +H · +..!!!. Q · f;, I I g I ~V Ul Ul 2g Ul 

DIFFERENCE EQUATIONS 
TIMEt1 

@ ' ,f!.Q', '<D 
T !'"'=-.,.....=.--------- -:. 

Vu~/2g -·-·-·-·-·- Jl_l·~X t ~ "f/2g 

l~ *l 
Yu LJ. x VI Yu ~ x VI 

ENERGY EQUATION, 

CONTINUITY 
EQUATION' 

y Hu1+Hu2 1_(Vu~ Vut\=YI HI1+HI2+!(Vd+VI~)+ 
u + 2 + 2 29 + 29 1 · + 2 2 29 29 

41!Vu2-Vu1+VI2-VI1+ LIQ (I: V- 4V coso<)+ Jf1+JI2.;x 
+9 2LII gi:A .o.a 2 

(Q 11 -Qu 1+Q 12 -Qu2 )LI 1+(Au 2 -Au1+A12 -A11 ) Llx = 2Ll.QLII 

DORS~SULT 

169. 

Fig 9-16 I HVM-modellen (tyska ingenjorsfirman Dorsch- Consult) 
utnyttjade differensekvationer och knutpunktsrelationer. 
Efter Klym, Koniger, Mevius och Vogel ( 1972). 
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Aven knutpunktrelationernas formulering framgar av fig 9-16. 

Det papekas att olikhetstecknet i knutpunktsrelationerna endast 

ar aktuellt i samband med nivadifferenser mellan inkommande 

och utgaende ledningar. Tyvarr ges inga ex em pel pa relatio­

nernas funktion vid olika typer av flodestillstand. Knutpunkts­

fOrluster och ovriga tillaggsforluster forutsattes vara beaktade 

vid valet av ledningarnas friktionskoefficient. 

Applicerade pa ett ledningsnat ger differensekvationerna ett 

icke linjart ekvationssystem vilket skall lOsas vid varje tidsteg 

(implicit icke-linjar metod). Ekvationssystemet lOses med 

hjalp av en iterativ metod, vilken utifran uppskattade flodesdjup 

beraknar de okanda flodena i nedstroms riktning och sedan be­

raknar motsvarande vattendjup i uppstroms riktning. Procedu­

ren upprepas intill dess givna konvergenskriteria ar uppfyllda. 

Enligt tidigare angiven referens utnyttjas normalt ca 30 itera­

tioner. 

Enligt uppgift behover nagra speciella arrangemang ej vidtagas 

vid stromning i helt fylld ledning. 

Nagra speciella tester av ledningsnatrutinen redovisas ej. Dar" 

emot har berakningar genomfOrda med den totala avrinningsmo­

dellen jamfOrts med uppmatta avrinningsforlopp. 

WRE- mod ellen 

Den tidigare redovisade EPA-modellen har av Water Resources 

Engineers, Inc. (WRE) vidareutvecklats vad avser dels avrin­

ningen pa mark, dels rutinen for flodesberakning i ledningar, se 

Shubinski och Roesner (1973). I WRE-modellen har saledes EPA­

modellens B-rutin ersatts med en flodesmodell av typ A. 

I WRE-modellen reduceras ledningsnatet till en serie av lankar 

(ledningar) vilka ar sammankopplade i noder (knutpunkter), se 

fig 9-17. For varje ledning formuleras med utgangspunkt fran 

rorelsemangdekvationen skriven pa formen ( H ar vattennivan 



Fig 9-17. 
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i aktuellt hOjdsystem) 

a Q _ ilA 2 ilA aH m;- - gAif + 2V CJf + V "Ox- gA"Ox ; (9.38) 

ett explicit uttryck fOr flodet Qt+L'.t i 1edningen vid tidpunkten 

t+L'.t (Q fOrutsattes vid varje tidpunkt vara konstant langs led­

ningen) 

Qt+L'.t=f(Qt, V, A, R, H, L) (9.39) 

dar V, A, R och H ar viktade medelvarden pa hastighet, area, 

hydraulisk radie och vattenniva vid den gamla tidpunkten t (vad 

avser arean A aven vid tidpunkten t~L'.t) enligt schemat 

(9. 40) 

Kontinuitetsekvationen fOr en knutpunkt skrivs 

2Q 
Ht+L'.t - Ht = L'.t 2 S ; (9.41) 

dar 2 Q ar nettoinflodet, inklusive externt tillflode till knut­

punkten, under tid en t.t.2 S ar summan av brunnens area och 

vattenlinjearean i anslutna ledningar, den senare i normalfallet 

beraknad sam halva ledningslangden ganger vattenlinjeareans 

medelbredd. 

En rorelsemangdekvation ar saledes applicerad pa varje led­

ning och en kontinuitetsekvation pa varje knutpunkt utan impli­

cit koppling. Qt+L'.t beraknas forst ur ekv (9. 39) varefter 

Ht+L'.t erhalles ur ekv (9.41). I sjalvaverket utnytt-

jas en s k halvstegsintegration innebarande att man forst be­

raknar aQjat och ilH/ilt vid tidpunkten t+L'.t/2 och darefter 

fOrutsatter att dessa varden galler under hela intervallet L'.t. 

Nar alla ledningar till en knutpunkt gar fulla finns ingen annan 

magasineringsvolym tillganglig an den i sjalva knutpunkten. 

For att fa en jamn over gang till helt fylld ledning fOrutsattes 

en linjart avtagande vattenlinjearea S enligt (beteckningar se 

fig 9-18), 



y 
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beligna ri::iret 

s, •o.s s., , dock ej 
sti:irre an 5m2 

Fig 9-18 WRE-modellen. Antagen linjart avtagande 
vattenlinjearea S vidnelt fyllda lednmgar. 

om h > 0. 75 h1 

dar 

S = vattenlinjearean vid 96 o/o fyllnadsgrad i den hi:igst 
0 

belagna ledningen 

s
1 

= 0. 5 8
0

, dock ej sti:irre an 5 m 2 

(9.42) 

Denna konstruerade vattenlinjearea ar analog med den i DAGVL-B 

infi:irda fiktiva spalten i ri:irets hjassa men innebar en hi:igre grad 

av approximation. Vattenlinjeareans bredd arvid 96 % fyllnads­

grad B = 0. 4 d, vilken fi:irdelad pil. en inkommande och en utgil.­

ende ledning med 1000 mm diameter ger vil.ghastigheten 

a= J gAj(B/2f = 6 mjs, att jamfi:ira med den verkliga vil.ghastfg­

heten av storleksordningen 1000 mjs och den i DAGVL-B och 

DAGVL-A normalt utnyttjade vil.ghastigheten 50 m/s. Fi:irfaran-
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det ar motiverat dels av det fi:irhallandet att den explicita berak­

ningsmetoden i och fOr numerisk stabilitet kraver att tidsteget 

l>t uppfyller Courant villkoret 

(9.43) 

dels for att minska riskerna fOr den typ av instabilitet som ar 

att hanfi:ira till linjariseringen av kontinuitetsekvationen och som 

tidigare redovisats for DAGVL-B. 

De randvillkor som utnyttjas i WRE-modellen aterges i fig 9-17. 

Modellen undersokeralltsa forekomsten av kritiskt djup i ledning­

arnas nedstromssektion. Enligt Shubinski och Roesner (1973) de­

tekteras aven superkritisk stromning. Vattensprang diskuteras ej. 

De tva beskrivna modellerna ar konstruerade for berakning av 

floden och vattenstand i komplicerade ledningsnat med bade kon­

vergerande och divergerande floden och under beaktande av dam­

ningseffekter. De karakteriseras av en grov geometrisk indel­

ning av ledningssystemet vilket maste leda till en schematisk si­

mulering av damningseffekterna vilka ofta kan vara begransade 

till en kort stracka uppstroms knutpunkten. Med hansyn till 

de relativt goda resultat som tidigare redovisats for de approxi­

mativa typ B-modellerna forefaller det emellertid rimligt for­

moda att man trots den grova geometriska beskrivningen kan upp­

na en tillfredsstallande simulering av i varje fall flodets varia­

tion i tid och rum. Mer a diskutabelt ar givetvis om HVM- och 

WRE-modellerna kan beskriva vattenstandsutvecklingen med 

samma noggrannhet. 

WRE-modellens knutpunktsrelationer synes bygga pa samma grund­

princip som de som utnyttjas i DAGVL-A, se kap 9. 3, fig 9-4. 

HVM-modellen utgar fran energirelationen ekv (9. 12) kombinerat 

med ett "backwater condition". Tyvarr anges ej hur del ar moj~ 

ligt att genomfora denna ansats ulan att beakta flodessituationen 

(subkritiskt eller superkritiskt flode) i inkommii.Ilde ledningar. 



Nagra speciella tester av ledningsnatrutinerna redovisas ej. Dar­

emot har berakningar genomforda med de totala avrinningsmodeller­

na jamforts med uppmii.tta avrinningsforlopp. De antaganden sam 

maste goras betraffande avrinningsforloppet pa markytan ii.r emeller­

tid sa forhallandevis grova att en sadan jii.mforelse mellan observerad 

och berii.knad avrinning mera blir en test av ansatt ytavrinning ii.n av 

ledningsnii.trutinens egenskaper. 

Hii.r ej beskrivna typ A-modeller ii.r den ledningsnatrutin sam in­

gar i den av SOGREAH, Grenoble, utvecklade avrinningsmodel­

len Caredas, se Rousset och Lorgere (1974), samt i Illinois Storm 

Sewer System Simulation (ISS) Model, 1) se Yenoch Sevuk (1975). 

Tillgii.ngliga referenser over dessa modeller ii.r emellertid alltfor 

knapphii.ndiga for att mojliggora en meningsfull beskrivning. 

9. 11 Typ A-modellen DAGVL-A 

Ledningsnatmodellen DAGVL-A ar en vidareutveckling av typ B­

modellen DAGVL-B, se kap 9. 8. Denna senare modell har sale­

des kompletterats med dels knutpunktsvillkor sam beaktar dii.mnings­

effekter, dels en dubbelsvepsalgoritm for losningen av det av hela 

ledningsnii.tet definierade ekvationssystemet. Den numeriska 

losningen av rorelseekvationerna ii.r densamma sam for DAGVL-B. 

DAGVL-A kan i likhet med DAGVL-B endast behandla konverge­

rande ledningssystem. 

Knutpunktsvillkorens utformning har tidigare redovisats och dis­

kuterats i kap 9. 3, ekv (9. 14), (9. 15) och fig 9-4. I avsaknad av 

experimentellt bedomningsunderlag maste valet av tryckforlust­

koefficientens k-vii.rde bli relativt godtyckligt. Av denna anled­

ning forutsii.ttes att k-vii.rdet ii.r konstant och oberoende av flo­

desfordelningen i knutpunkten. 

Da damning av inkommande floden ej erhalles overensstii.mmer 

DAGVL-A:s randvillkor med de sam givits for DAGVL-B, se 

fig 9-7. 

1) Bygger pa karakteristikmetod med specificerade intervall. 
Viss hii.nsyn tas till dii.mningseffekter. Stromning i helt fylld 
sektion kan ej behandlas. 
Ref: Sevuk, A.S., Yeri, B. C. och Peterson, G. E. (1973): 
illinois storm sewer system simulation model: Users manual -
Research report No 73, Water Resources Center, University 
of illinois, Urbana, illinois, October 1973. 
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Efter varje genomf6rt berakningssteg i tiden utfors en kontroll av 

flodesf6rhallandena i alla i 1edningsnatet ingaende ledningar. Ut­

ifran resultatet av denna kontroll va1jes sedan de fOr nasta berak­

ningssteg gallande knutpunktsvillkoren. 

I de fall upptradande vattensprang ger icke kontrollerbara .berak­

ningsstorningar (se kap 7. 7) kan de delar av ledningsnatet dar 

storningarna upptrader beraknas enligt typ B-modellens DAGVL-B:s 

forutsattningar, dvs under antagande av fri utstromning till ned­

stroms liggande brunn. Aven andra atgarder kan dock vidtagas. 

Salunda har i programmet inbyggts randvillkor vilka tillater dam­

ning endast vid subkritiska f6rhallanden. Effekten pa beraknade 

floden och vattenstand av sadana approximativa f6rfaranden far 

bedomas fran fall till fall. 

Tillflodet till ledningssystemet kan ske i knutpunkterna och/eller 

jamnt fordelat langs respektive ledning. Det alternativ valjes sam 

bast svarar mot de aktuella f6rhallandena. 

Genom att berakn:ingarna bygger pa en linjariserad kontinuitets­

ekvation utan iterationer kan ett icke f6rsumbart kontinuitetsfel 

erhallas vid alltfor stora berakningssteg i tiden. Detta forhallan­

de galler i hogre grad fOr DAGVL-A an for DAGVL-B, vilket sam­

manhanger med en nagot oroligare vattenstandsutveckling, speci­

ellt david f6rekomst av vattensprang. En kontinuitetskontroll har 

darfOr byggts in i programmet. 

9. 12 Berakning av ledningssystem :JamfOrelse mellan 
utloppshydrografer beraknade med DAGVL-A och · 
ohka typ B-modeller. 

Sam utgangspunkt fOr de jamfOrande berakningarna har tagits det 

i fig 9-19 skisserade hypotetiska ledningssystemet om 26 1edning­

ar. Detta system har tidigare utnyttjats av Lindholm (197 5) och 

Sjoberg (1976). Jamforelsen avser enbart beraknade floden. 
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Hypotetiskt ledningssystem om 26 ledningar. · 
Ledningarnas karakteristika framgar av tab ell 9~ 1. 

I redovisade berakningar fOrutsattes tillflodet ske 
i knutpunkterna, · · 

Varje ledning har antagits vara 300 m lang, utom sja1va utlopps-. 

1edningen, som givits langden 1200 m. Ledningarnas ekvivalenta 

sandrahet har satts till 1 mm. I knutpunkterna har, enligt Goteborgs 

VA-verks praxis, utgaende och inkommande ledningars centrumlin­

jer forutsatts sammanfalla. Ledningarnas diametrar och langd an­

ges i tab ell 9-1, tillsammans med ledningarnas fulla kapacitet •fOr 

tva alternativa lutningar 1
0

. 
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Ledningens nummer Diam. Langd Qfull i m3 /s 

(se fig 9-19) 
imm im I = 6 °/ro I

0
= 1. 5 °/oo 

0 

1,2,3,4,5, 6, 7 700 300 0.75 0.38 

8, 9, 10, 11, 1;3, 13,14 900 II 
1' 5 0.73 

15, 16, 17, 18, 20, 21,22 1000 II 1.9 0.96 

23,25 1100 II 2.5 1.2 

19 1750 II 8.3 4.2 

24 2000 II 12.8 5.9 

26 2250 1200 16. 1 8.0 

Tabell 9-1. Ledningarnas diameter och langd samt ledningarnas 
fulla kapacitet Qfull vid lutningarna I

0 
=1. 5 resp 6 °/m. 

Tillrinningen till systemet sker direkt i knutpunkterna. Inlopps­

hydrograferna har fOrutsatts ha triangular form med en varaktig­

het av 20 minuter. De valda tillflodena motsvarar i huvudsak de 

dimensionerande tillflodena vid resp. ledningslutningar. I fig 9-23 

redovisas dock en berakning fOr ett tillflode som avsevart oversti­

ger det dimensionerande. Utnyttjade varden pa toppflode och bas­

flode redovisas i respektive figurer tillsammans med beraknade 

utloppshydrografer. 

Vi d <;le med DAGVL-A och DAGVL-B genomfOrda berakningarna 

har for erhallande av sa noggrann lOsning som mojligt varje ledning upp­

delats i 8 delstrackor, dvs L'.x = 37.5 m. Vardet pa L'.t har varit 

0. 25, 0. 5 eller 1. 0 min allt efter flodesfOrloppets branthet. Del­

fyllnadsfunktionen enligt 11 Bretting11 har utnyttjats. 

Berakningarna enligt EPA- modellen och enligt kinematisk vagteori 

har utfOrts med L'.x = 300 m och L'.t = 1. 0 min. I RRL-metoden 

har anvants dels L'.x = 300 m, dels L'.x = 150 m i kombination med 

tidsteget 1. 0 min. 

Berakningarna enligt retardationsmetoden har pa forfattarens upp­

drag genomforts av tva konsulterande ingenjorsfirmor vilka pre­

senterade i huvudsak overensstammande losningar. Har presen­

teras de l(isningar som erhallits med vaghastigheten v vag = v full' 



Fig 9-20: 

I avsikt att studera effekten av knutpunkternas tryckforlust­

koeffiCient k har berii.kningar genomfi:irts med DAGVL-A for 

vii.rdena k = 0, 0. 5 och 1. 0 (samma vii.rde fOr alla knutpunk­

terna). Differenserna mellan fOr k = 0 och k = 0. 5 erhallna 

utloppshydrografer ii.r sma. Vii.rdet k = 1. 0 ger en signifikant 

sii.nkning av toppflodet i det brantare ledningssystemet (1
0

= 6 °/oo). 

De sma stromningshastigheterna i det flacka systemet (1
0

= 1. 5 °joo) 

medfor att tryckforlusterna far en relativt sett mindre effekt pa 

flodestoppens vii.rde. 

De genomfi:irda berii.kningarna tyder pa att knutpunktsfi:irlusterna 

far en signifikant effekt pa de berii.knade utloppshydrograferna fOrst 

vid stora vii.rden pa tryckforlustkoefficienten k. En bidragande or­

sak till detta fi:irhallande ii.r knutpunkternas utformning, dvs att in­

kommande ledning ligger hogre ii.n utgaende ledning. Innan mera 

generella slutsatser kan dras bor dii.rfi:ir berakningar av den typ 

som redovisas i fig 9-20 genomfi:iras fOr olika existerande lednings­

system. 

Som utgangspunkt for jamfi:irelser med utloppshydrografer berak­

nade med olika typ B-modeller har tagits den for k = 0 erhallna 

hydrograf en, vilken alltsa ii.r pa "sakra sidan" vad avser toppflo­

det. 

Fig9-21: 

Ett ledningssystem med lutningen 6 °/oo ar att betrakta som ett 

relativt brant system. FlOdesforloppet ii.r i huvudsak superkri­

tiskt med varden pa Froudes tal i intervallet 0. 8 - 1. 3. 

Med hii.nsyn till de resultat som tidigare redovisats i kap 9. 9 fOr 

ledning med brant lutning skulle man kunna forvanta sig relativt 

sma skillnader mellan de erhallna 16sningarna. Sa visar sig aven 

vara fallet. 

De med DAGVL-A (k = 0) och DAGVL-B erhallna hydrograferna 

ar praktiskt taget identiska varfi:ir endast den fi:irra angivits. Aven 

EPA-modellen och RRL-metoden (Ax= 150m) visar god overens­

stammelse med DAGVL-A:s li:isning. 

17 9. 
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Fig 9-20 
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Inverkan av valt varde pa tryckforlustkoefficienten k 
i ekv (9. 15) pa med DAGVL-A beriiknad utlopps­
hydrograf for ledningssystemet i fig 9-19. 



:Fig9-21 

14 

12 

10 

8 

6 

4 

2 

i 
18.6 

I 
I 
I 
I 
i 

To1a\t tillflodo 

0.6 

0.4 

0 10 

Tillfli:idt- till varje 
knutpunkt 

20 Tid i min 

Berakniilde utloppshydrografPr ( 19= 6 •t •• l 

DAGVL- A 1-DAGVL- B l 
-·-·- EPA - modellen 
-··········-· Kinematisk v!l.g 

ot~=-~~-~-~~~' --~====~---+~~~ 
0 

Flode 
i m3Js 

Totalt 
14 tinflod• 

12 

10 

8 

6 

4 

2 

10 

i 
18.6 

! 

,/ 
I ' 

20 30 

I 
I· 

'
t1 ~:~ 

I I \, ·~. 
I/ '-

40 50 
Tid i min 

DAGVL- A 
RRL- metodton I bx=300ml 
RRL- metoclen I Ax= 150m 1 
Ret;~.rdationsmetoden 

IVv~g • Vtuttl 

"'~ ..._ ___ .................. . 
oC=~~--~==~~~~~~ 

0 10 20 30 40 50 
lid i min 

Med olika modeller beraknade utloppshydrografer 
for ledningssystemet i fig 9-19. 
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Den "kinematiska vagen" overskattar toppflodet men ger en god 

bild av hydrografens utseende. Berakningen kunde genomfi:iras 

utan att storande parasitisk vagbildning erholls. 

Retardationsmetoden slutligen, ger en for sen utloppshydrograf 

med nagot fOr hi:igt toppfli:ide. 

Fig 9-22: 

Fli:idesfi:irhallandena arvid denna 1utning (1. 5 °/oo) hela tiden sub­

kritiska med varden pa Froudes tali intervallet 0. 4 - 0. 7 .. 

Liksom tidigare ger DAGVL-A, DAGVL-B, EPA-.modellen och 

RRL-metoden (.C:,.x = 150 m) i huvudsak motsvarande utloppshyd­

rografer. Bade "kinematiska vagen" och retardationsmetoden 

overskattar klart toppflodets storlek. Retardationsmetodens ut­

loppshydrograf ar dessutom starkt fi:irsenad. 

Den langa utloppsledningen (nr 26) bidrar givetvis till en kraftig 

dampning av flodesvagen. Att saar fallet framgar av tabell 9-2. 

Tabellen visar aven att retardationsmetoden ej ger nagon overskatt­

ning av utfli:idet fran knutpunkt 26 sett relativt ovriga beraknings­

modeller. 

(a) (b) 

Berakningsmodell Max. utflode (m 3 /s) Max. utflode (m 3 /s) 
fran knutpunkt nr fran knutpunkt nr 

26 27 26 27 

DAGVL-A (k = O) 14.5 13.8 5.2 4.4 

DAGVL-B 14.6 13.9 5.5 4.6 

EPA- modellen 14.6 14. 1 5. 1 4.5 

RRL-metoden (.C:,.x=300 m) 13.8 13.0 4.7 3.9 
(.C:,.x=150 m) 14.5 13.9 5. 1 4.6 

Kinematisk vag 15.0 15.0 6.1 5.9 

Retardationsmetoden 14.5 14.5 5.2 5.2 

Tabell 9-2 Med olika modeller beraknade maximala utfloden fran 
knutpunkterna nr 26 och 27. 

(a): Tillflode och ledningslutning enl fig 9-21. 
(b): It It 9-22. 
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Fig9-23: 

Det givna tillflodet overskrider i detta fall det dimensionerande. 

12 minuter efter tillrinningens start ar sruedes alla ledningar 

uppstroms knutpunkt 2 6 helt fyllda innebarande en mycket snabb 

flodesokning i utloppsledningen. Den i DAG VL -A utnyttjade ljud­

hastigheten ar a= 50 mls vilket ger en viss fordrojning av flo­

desfronten, jfr fig 9-9. Efter 14 minuter uppgick emellertid ut­

flodet fr?m punkt 2 6 till 11. 7 m 3 Is vilket varde val rim mar med 

den total a tillrinningen 11. 3 m 3 Is vid denna tidpunkt. Efter 15 

minuter gick de mest uppstroms liggande ledningarna ater del­

vis fyllda. 

De rnycket branta flodesfronterna ledde till helt orirnlig parasi­

tisk vagbildning for dels "kinematiska vagen", dels RRL -rnetoden 

rned Ll.x = 150 rn. Sorn framgar av figuren uppvisar aven EPA­

rnodellens lOsning sadana storningar. Det bar dock papekas att 

forfattarens version av EPA-modellen forutsatter att utflodet fran 

en helt fylld ledning ar lika med inflodet. Originalversionen for­

utsatter darernot att det tillflode sorn overstiger ledningens kapa­

citet Qfull lagras i knutpunkten intill dess overskottskapacitet 

finnes tillganglig. Detta senare forfarande skulle i det aktuella 

fallet innebara att utflodet fran knutpunkt 2 6 ej skulle kunna over­

stiga 8 rn3 Is (se tabell 9-1), vilket skulle rnedfort en kraftig un­

derskattning av flodestoppen i denna punkt. Det av DAGVL-A be­

raknade rnaximala utflodet fran punkt 26 ar 11.7 m
3 

Is. 

Bortsett fran den parasitiska storningen overensstarnrner EPA­

modelle~s och DAGVL-B:s losningar i stort. Bada rnodellerna 

overskattar flodestoppen i punkt 27. 

Aven RRL -rnetodens ( Ll.x = 300 rn) lOsning uppvisar parasitisk 

vagbildning i ornradet kring knutpunkt 2 6. Des sa stOrningar har 

dock helt darnpats ut nar flodet nar utloppspunkten. I den aktu­

ella prograrnversionen fOrutsattes att utflodet fran en helt fylld 

ledning ar lika rned inflodet. 

En rnojlighet att undvika parasitisk vagbildning vid helt fylld led­

ning ar att liksorn i EPA-rnodellens originalversion lagra det till­

flode sorn overstiger ledningens kapacitet i uppstroms knutpunkt. 



En annan miijlighet, som enligt uppgift utnyttjas i engelska versi­

oner av RRL-metoden, ar att vid berakningen "byta ut" den be­

fintliga ledningen mot en griivre ledning med 'en kapacitet svaran-

. de mot det aktuella toppfliidet. Detta senare fiirfarande begran­

sar ej fliidestoppens storlek och bar darfiir vara att fiiredraga 

framfiir EPA-modellens lagringsfiirfarande. 

Retardationsmetoden ger en grovt felaktig bild av fliidesfiirloppet. 

Fli.idets toppvarde iiverskattas i utloppspunkten men underskattas 

i knutpunkt 26, allt sett i relation till DAGVL-A:s liisning. 
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9. 13 Sammanfattande synpunkter. 

I delta kapitel har en redogorelse lamnats for olika modeller for 

berakning av flodesforlopp i system av dagvattenledningar. · Mo­

dellerna har indelats i tva grupper: 

A-modeller, i vilka flodesforloppet beraknas under 

beaktande av eventuella damningseffekter fran ned­

stroma liggande ledningar 

B-modeller, i vilka damningseffekter ej beaktas 

Typ B-modellerna ar berakningstekniskt sett mindre komplice­

rade an typ A-modellerna och bygger dessutom i de fiesta fall 

pa starkt forenklade rorelseekvationer. 1) 

Av forfattaren har utvecklats en typ A och en typ B-modell be­

namnda DAGVL-A resp. DAGVL-B. Bada dessa modeller byg­

ger pa en implicit differenslosning av linjariserade rorelseekva­

tioner. 

Ledningsnatmodellen DAGVL -A beraknar for givna tillfloden 

vattenstand och floden i valda berakningssektioner for ett konver­

gerande ledningssystem under beaktande av damningseffekter. 

Flode i helt fylld ledningssektion overfores till stromning med fri 

vattenyta genom inforande av en mycket smal fiktiv spalt i led­

ningens hjassa. Modellens uppbyggnad mojliggor en tat geomet­

risk indelning av ledningsnatet. 

I de fall upptradande vattensprang medfor icke kontrollerbara be­

rakningsstorningar kan ledningsnatmodellen DAGVL -B utnyttjas. 

Denna modell skiljer sig fran DAGVL-A enbart genom att dam­

ningseffekter fran nedstromsliggande ledningar ej beaktas. De 

tva modellerna ar fOr narvarande inbyggda i samma program­

paket vilket innebar att godtyckligt valda delar av ett ledningsnat 

kan beraknas enligt typ B-modellens filrutsattningar och resten 

av natet enligt typ A-modellens. 

1) Typ B-modeller ar EPA-modellen SWMM, RRL-metoden, 
"kinematisk vag" och retardationsmetoden. 



DAGVL-A bedi:imes ge s£ noggranna li:isningar att den kan utnyttjas 

som referensmodell vid test av mera approximativa modellers egen­

skaper vad avser beraknat fli:idesfi:irlopp. Detta sagt med reserva­

tion fi:ir de osakerheter som vidl£ter karakteriseringen av tryckfi:ir­

lusterna i ledningssystemets knutpunkter. 

Jamfi:irande berakningar mellan DAGVL-A och olika mera approxi­

mativa modeller fi:ir ett hypotetiskt ledningssystem visar, allt sett 

i relation till med DAGVL-A beraknade utloppshydrografer, 1) 

att DAGVL-B medfi:ir en i:iverskattning av fli:ides­
toppen men att fi:irloppet i i:ivrigt £terges val 

att EPA-modellen SWMM:s ledningsnatrutin ger en 
samre bild av fli:idesfi:irloppet an DAGVL-B 

att RRL-metoden medfi:ir en underskattning av fli:ides­
toppen om alltfi:ir l£nga delstrackor utnyttjas vid 
berakningen 

att den i Sverige uteslutande anvanda retardationsmeto­
den ger en fi:irsenad utloppshydrograf med felaktig 
form. Fli:idestoppens varde kan i:iverskattas eller 
underskattas beroende p£ ledningssystemets utformning 

att den "kinematiska v£gen" ger en i:iverskattning av fli:i­
destoppen och att denna metod kan medfi:ira icke kont­
rollerbara berakningssti:irningar. Detta galler aven 
i viss m£n EPA-modellen 

att b£de EPA-modellen och RRL-metoden vid stri:imning 
i helt fylld ledning kan medfi:ira berakningssti:irningar 
ledande till helt orimliga fli:ides- och vattenst£nds­
variationer. 

De resultat som tidigare redovisats visar att det ar mi:ijligt att med 

mycket god noggrannhet berakna fli:idesfi:irlopp i en rak ledning med 

fritt utlopp. Berakningar av fli:idesfi:irlopp i ledningssystem m£ste 

daremot alltid bli behaftade med vissa osakerheter. Till detta bi­

drar bl a fi:iljande faktorer: 

sv£righeter att beskriva de komplexa fli:ides­
fi:irhrulandena i en knutpunkt 

sekundar v£gbildning genererad i knutpunkter, 
kri:ikar m m 

187. 

1) En generell kvantitativ jamfi:irelse kraver ett orimligt stort berak­
ningsarbete. Aven fi:ir en rak ledning med fritt utlopp kravs mycket 
omfattande berakningar om effekten av variationer i inloppshydro­
grafens utseende och ledningarnas egenskaper skall kunna kvantifie­
ras. En dimensionsli:is problemformulering kan n£got reducera 
berakningsarbetet. 
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inb1andning av luft och bildandet av luftfickor 

transport av fast material med flodet 

bristande precision vid ledningslii.ggning, 
sii.ttningar m m 

Det kan darfor ej vara realistiskt att ha sam generell malsatt­

ning att alla berakningar skall genomforas med en typ A-modell. 

De redovisade berakningarna tyder istallet pa att tillrii.cklig noj­

aktighet i de flesta fall kan uppnas med B-modeller av typen 

EPA-modellen och RRL-metoden vilka ar programmeringstekniskt 

sett enkla och vilka drar laga berii.kningskostnader, speciellt da 

RRL-metoden. Denna senare metod bor dock kompletteras med 

kriterier for valet av berakningslangder 6.x sa att en underskatt­

ning av resulterande flodestoppar undvikes. Sa dana kriterier kan 

utarbetas med hjalp av de "exakta" modellerna DAGVL -A och 

DAGVL-B. Ett langsta tillatna berakningssteg bor givetvis anges 

ii.ven for EPA-modellen. 

Bade EPA-modellen och RRL -metoden kan vid stromning i helt 

fyllda ledningar ge besvarande berii.kningsstorningar. For att und­

vika att detta intraffar foreslas att man sam en forsta approxima­

tion "byter ut" den befintliga ledningen mot en grovre fiktiv led­

ning med en kapacitet svarande mot det aktuella toppflodet. 

De speciellt framtagna modellerna DAGVL-A och DAGVL-B 

ar i sin nuvarande utformning ca 1. 5 a 2 ggr dyrare att ut­

nyttja per tidsteg an EPA-modellen. Eftersom de i motsats till 

EPA-modellen och RRL-metoden l) bygger pa linjariserade rorel­

seekvationer tvingas man av kontinuitetsskal utnyttja ca dubbelt 

sa manga tidsteg varfor den totala kostnaden i de flesta fall tor~ 
de bli 3 a 4 ggr hogre. Det ar mojligt att berakningskostnaderna 

kan reduceras samtidigt som kontinuiteten forbattras genom m­

forandet av en halvstegsintegration enligt WRE-modellen. 

De absoluta kostnaderna for utnyttjandet av typ A-modellen DAGVL-A 

ar emellertid ej hogre an att modellen ar praktiskt anvandbar. Dator­

kostnaderna maste givetvis stallas i relation till ovriga kostnader som 

1) Av dessa bada metoder ar RRL-metoden billigast att anvanda. 
Se aven Lindholm {197 4). 



anskaffandet av in data m m. Des sa senare kostnader ar de­

samma fOr alla beskrivna modeller. I samarbete med Giiteborgs­

VA-verk kommer si'Uedes berakningar avseende befintliga led­

ningssystem att genomfiiras med saval DAGVL-A som DAGVL -B. 

Avsikten ar bl a att studera miijligheten att utnyttja· det befintli­

ga ledningsnatet som fiirdriijningsmagasin med hjalp av speciella 

artificiellt dammande arrangemang. Denna typ av studier kraver 

utnyttjandet av en typ A -modell. 

189. 
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APPENDIX 

Schemaberoende fel i vaghastighet och amplitud 

Den i kap 6. 3 beskrivna Fourierserieanalysen kan endast genom­

foras fOr linjara differentialekvationer. For att fOrfarandet skall 

bli mera overskadligt utfores analysen med utgangspunkt fran fol­

jande enkla differentialekvationer, de s k vagekvationerna, 

'dV + 'di_ 0 . 
Jl ())(. - ) 

1. Analytisk losning 

(1a.) 

(1b) 

Om vi fOrutsatter dels periodiska randvillkor, dels initialvillkor 

av form en V(x, 0) ~ V 
0

, Y(x, 0) ~ Y 
0 

kan +osningen till diffe­

rentialekvationen (1) skrivas som Fourierserier (vi ar endast 

intresserade av dessa seriers realdel, men det ar av beraknings­

tekniska skal lampligt att utnyttja en komplex formulering) 

. (~) 

dar V*n och Y *n ar reella eller komplexa konstanter. Efter­

som differentialekvationerna ar linjara behover vi endast betrakta 

den n :te komponenten vilken vi for enkelhetens skull skriver 

K u6)= Vet' (v:t: -!3t) n Y If 

Y:r (.¥;t.) = y; e t'(T.Jt -/.U) 
(J) 

Dessa tva samband representerar sinusformade vagor med vag­

langden L ~ 211' /rr' period en T = 211' I~ och vaghastigheten c = !3/IT. 

L forutsattes vara ett reellt tal varfor aven rr ar reellt. 

Al. 



A2. 

Insattning av ekv (3) i ekv (1) ger ekvationssystemet 

('f) 

vars koefficientdeterminant maste vara lika med noll fOr att vi 

skall ha nagon icke trivial losning, dvs 

(J 

-(3 
(s) 

Alla Fourierkomponenterna har alltsa samma vaghastighet obe­

roende av vaglangden L, ty c ar oberoende av f'. 

Lat oss betrakta kvoten rnellan losningarna vid tidpunkten t resp 

t + m · .6t (motsvarande for Yn (x, t) ) dar m ar ett heltal, 

v,; ()(1 t+mtJt) 
= p; (K1 t) 

l{.ei4 e-/13ft:'"mAt) 

!; e ill'" e •iJt 
= e -t'/Jm&t .i 

Vi definierar nu amplitudfaktorn k enligt 
- a-

* :I v,; (.tj t +mAt) I =I e: -t'l.3m4t I . 
a J{, (x, t) J 

(b) 

(7) 

Eftersom v ar ett reellt tal maste aven f3 i detta fall vara ett 

reellt tal. Kvoten ( 6) kan da skrivas 

-l!3mAt 
~ =- c'tJs (-13mL>i) + t'.tin (-13m..Jt) (B) 

varfor 

vilket innebar att losningens amplitud varken dampas eller 

vi:lxe r med tid en. 

(9) 



2. Numerisk losning 

Vi skall nu undersoka om den av nod-segment schemat (se 

kap 6. 5, fig 6-4a) genererade losningen har motsvarande egen­

skaper. Detta schema applicerat pa ekv (1) ger med utnyttjan­

de av viktningskoefficienten 8 och med centrerat schema for 

ekv (1a) och boxschema for ekv (1b), 

''"' tm1 ( m "') & 0~+1 -lj-_1 ) + (f-8) ~I -lj..1 
--~~---L--~--- + 

£.ax 
(10) 

& (Ym·~ y"'~) ._. (1-&)(Y""- Y"'J 
1+1 1 t+1 I =O· 

AX ) 

dar V0-~ 1 
ar hastigheten i punkten X = (j+ 1 )fuc Vid tidpunkten 

t = (m+1) 6t. 

A3. 

i. (1Jj"Ax-13mc.t) 
Insattning av ekv (3) i ekv (10) ger efter division med e 

och utnyttjande av sambandet 

ekvationssystemet ( )._ = At/ax.) 

Y. [e-<t.3M_t] -r 'K [iA(&e-ei:!d.,.f-&).rin(;,x] = 0; 
~ (11) 

:t; [A (1- e-,·~.r;(ee.-'13u r 1-&)] + V:: [i (e-e1.3..:~€_1}(e-mKd)] = 0; 

vars koefficientdeterminant maste vara lika med noll fOr att vi 

skall ha varden pa Y* och V* + 0. Efter utbrytning av faktorn 

(1 - e -i r 6,x) erhalles da 

-e/3..Dt 1 e -
=. 0; (1fl) 



A4. 

dar vi utnyttjat sarnbandet 

Utveckling av deterrninanten ger 

e -t"/.3A t = I - ex.~ & (1-&) :t: c"tx.. 
/ + tx8 &3 

1) 

(13) 

( 1"1) 
I 

dar 0( ~ 2 A sin ( rr l:!.x/2). Forut;'latt att 13 i detta fall har ett 

kornplext varde, dvs att 13 ~ Re (3 + i Jm/3. Vi erhaller da 

amplitudfaktorn ka nurn for den nurneriska losningen till 
. ' 

Irnaginardelen Jmf3 bestarnrner saledes arnplitudfaktorns 

storlek rnedan realdelen Re 13 avgor Fourierkornponentens 

hastighet c ~ Re (3/(} 
nurn 

Identifiering av real- resp irnaginardelen i ekv (14) ger 

(16) 

ur vilka sarnband vi slutligen erhaller 

1- (/1) 

(18) 

Av ekv (17) frarngar att arnplitudfaktorn k > 1 om a,num 

(1f) 

8 < 1/2, vilket innebar att Fourierkornponentens arnplitud viixer 

utan grans i tiden varfor schernat ar instabilt. For att differens-

1) v ar aven i detta fall ett reell t tal 



schema! skall leda till stabila berakningar kravs all 1/2 .,. e ..; 1. 

I fig Al och A2 -a redovisas enligt ekv (17) och (18) beraknade 

varden pa relativa amplitudfaktorn R1 resp dispersionsfaktorn R 2 

definie rade enligt 

R = 1 
ka, num 

ka 
( 19) 

vilka ar funktioner av e, !::.t/!::.x och antalet delstrackor N = L/!::.x 

per vaglangd L = 2rr/ fJ. Kvoten 6.t/6.x motsvarar i del aktuella 

fallet Courants tal Cr = !::.t · I c I/ !::.x. 

For e = 1/2 ar R 1 = 1 oberoende av vardet pa Cr och N varfor 

vi inte far nagon dampning av Fourierkomponenterna med Iiden. 

Om 8 :>1 /2 ar R 1 < 1 och differensschemat introducerar en av 

e, Cr och N beroende artificiell dampning. 

Som framgar av fig A2 -a ar den av nod-segment schema! genere­

rade vaghastigheten cnum alltid mindre an den analytiska vag­

hastigheten c. Vid grov geometrisk indelning (sma varcien pa N) 

och stora varden pa Cr blir hastighetsskillnaden stor mellan 

vagor av olika vaglangd (kraftig dispersion) vilket okar riskerna 

for uppkomsten av parasitisk vagbildning. En sa grov indelning 

som N = 4 bor naturligtvis aldrig anvandas. 

Amplitudfaktorn k och vaghastigheten c har aven be-aJnum num 
raknats for boxschemat (Preissmanns schema) och for Abbots 

schema: 

Box schema! ( kap 6. 5, fig6-4b). 

1-

A5. 



A6. 

Fig Al. 

Fig A2. 
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~~~t~ ~c.!_l~my_ (kap 7. 2, fig 7-1) 

(!l1) 

Box$chemat ar artificiellt dam pan de om 8 > 1/2. I Abbots 

schema har viktningskoefficientens varde fixeJ;"ats till 8 ~ 0. 5. 

Av fig A2 framgar att boxschemat ar det ur dispersiv synpunkt 

fordelaktigaste schemat. For Cr ~ 1 ar schemat icke dispersivt, 

dvs den genererade vaghastigheten ar oberoende av vaglangden L 

och lika med den analytiska vaghastigheten. Detta iir icke mojligt 

att uppna med nagot av de andra schemana. Vid inte alltfor grov 

geometrisk indelning ar emellertid den absoluta skillnaden liten 

mellan deras dispersiva egenskaper. 

De kvalitativa slutsatser vi kommit fram till iir tilliimpliga liven 

for de fullstiindiga linjariserade rorelseekvationerna applicerade 

pa icke-linjiira problem under forutsiittning av att vi utnyttjar sma 

tidssteg. Alltfor stor vikt far diiremot ej liiggas vid hiirledda fak­

torers absoluta variation med olika parametrar. 

A7. 




