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Glioblastom - hjarncancern matematik vill besegra

Genom en upptickt angaende cancern glioblastoms karaktédr togs en ny matematisk modell
fram ar 2012 for att beskriva dess cancercellsutveckling. Ett forsta forsok att matcha modellen
med verklig patientdata har nu gjorts med lovande resultat. Enligt modellen har det visat
sig att cancercellerna oftast far en minskad rorlighet som f6ljd av behandling medan cellernas
delningsformaga verkar vara oférandrad. Detta motiverar till djupare och bredare forskning om
denna modell.

Glioblastom doédar omkring 80 000 ménniskor per ar och patienter har en dyster prognos
pa cirka 12 manaders 6verlevnad efter diagnos. Cancern &r valdigt elakartad och sprider sig sa
pass snabbt i hjarnvdvnaden att det bésta resultatet patienten kan forvénta sig av bade cellgift-
och stralningsbehandling dr en for tillfallet stagnerad tillvixt av cancern. Otédckt nog &r det
just denna snabba tillvixt hos cancern som tillater en effektiv matematisk modell.

Biologer har upptéckt att en given glioblastomcell alltid befinner sig i en av tva olika faser.
En fas dér cellen enbart kan dela sig och en annan fas dér den enbart kan rora pa sig. Det unika
med den nya modellen dr att den tar hansyn till cellernas fasbyten. For att koppla samman
modellen med verkligheten kravs data fran drabbade patienter. Det behtvs ocksa matematiska
metoder for att ta fram de egenskaper i modellen som kan métas med hjéalp av MR-rontgen.
Dessa metoder har nu tagits fram och tillimpats pa 20 patienter med glioblastom.

Det &r svart att dra generella slutsatser om modellens riktighet eftersom datan innehaller
vialdigt fa patienter vars behandling har varierat fran fall till fall. Det huvudsakliga bidraget
till forskningen kring glioblastom &r de metoder som anvinds for att koppla modellen till
verkligheten. Det krdvs mer omfattande arbete och en mycket storre méangd patienter for att
dra slutsatser kring hur val modellen beskriver verkligheten. Daremot tror vi att vi har byggt
en bra grund for framtida upptickter inom dmnet.
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Sammandrag

Hjarncancern glioblastom &r den mest svarstoppade och maligna av alla typer av hjdrncancer. Cancern
tillater sig dock modelleras matematiskt pa grund av denna aggressiva karaktéir. En vanligt forekommande
modell fér cancerns utveckling baseras pa Fisher-ekvationen 8;u = DV?u + pu(1 — u). Matematiker Philip
Gerlee och cancerbiolog Sven Nelander postulerade en ny modell fér cancerutvecklingen av glioblastom ar
2012, vilken vidare analyserades ar 2016. Modellen bygger pa att ta hinsyn till ett experimentellt verifierat
bytesmonster (viixelverkan mellan rérande och forokande stadie) hos cancerceller, vilket leder till ett system
av kopplade partiella differentialekvationer. I var rapport lagger vi till en linjar dédsterm i modellen for att ta
hénsyn till effekten av en extern cancerbehandling, som endast paverkar cellerna som delar pa sig. Det resul-
terande systemets 16sningar simuleras numeriskt, och foér respektive 16sning berdknas en vaghastighet och en
lutning med numeriska metoder. Under vissa antaganden pa modellen tillampas dels perturbationsteknik for
att erhalla en analytisk 16sning och dels fasrumsanalys for att erhalla en analytisk vaghastighet. Under nya
antaganden anpassas radata av patienters cancerutveckling till modellparametrar gillande tillvixthastighet
och diffusionskonstant av cancerceller. Anpassningen visas vara véldigt bra och indikerar friamst att para-
metrarna fér 60% av alla patienter minskar eller halls konstant éver behandlingsfaserna.
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Abstract

Glioblastoma may because of its aggressive behaviour be modelled mathematically. A frequently used model
for simulation of cancer growth is based on the Fisher-equation d;u = DV?u + pu(1 — u). One such model
for specific glioblastoma growth based on phenotypic switching was postulated 2012, and later analysed
2016 by mathematician Philip Gerlee and cancer biologist Sven Nelander. Via the addition of a linear term
corresponding to apoptosis of the cancer due to treatment on the proliferating cells, said model is adjusted
to produce slightly different behaviour characterised by its underlying parameters. The solution of this new
system is analysed numerically and methods to calculate the solution’s corresponding propagation speed
and slope has been found. Furthermore a perturbation approach is applied to find a closed form analytic
approximation of the solution, while phase space analysis allows for the discovery of a limiting wave speed.
We bring these results to scrutiny under the lens of a set of real world data and find that an optimal set of
parameters provides for a good fit between model and reality. The fit foremost indicates that the parameters
for over 60% of the total number of patients decreases or are kept constant over the treatment phases.
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Forord

Forfattarna vill tacka sin handledare Philip Gerlee for hans tid, tillganglighet och hjalpsamma
vagledning.

Genomforande

De forsta veckorna gick at till att komma underfund med den underliggande teorin samt till
att skriva projektplan. Samtliga medlemmar inhdmtade och studerade relevanta artiklar for
arbetet, dari inkluderat tidigare arbeten av Philip Gerlee m. fl. samt andra artiklar om
matematisk modellering inom biologi.

Alla medlemmar har bidragit till skapande av metoder under hela projektets gang. Till en
borjan fokuserade W.0O.S., W.D. och S.B. pa numeriska metoder medan E.N. lade mer tid pa de
analytiska uttrycken. W.D. och W.O.S. fokuserade édven pa analytiska metoder nar numeriska
metoder borjade bli klart. Alla medlemmar bidrog med kreativa idéer under projektets gang
gallande metoder, problemlosning och analys.

Efter mitten av mars var de numeriska och analytiska resultaten for vaghastighet och lutning
fardiga. Fokus skiftades da till att analysera den kliniska datan genom att uppratta effektiva
metoder for att 10sa ut parametervarden. E.N. paboérjade rapportskrivandet medan W.O.S.,
W.D. och S.B. borjade arbeta pa metoder for dataanalysen. Arbetet att framstélla resultat
har samtliga medlemmar bidragit till. Nar det kommer till diskussion och slutsats har alla
deltagare varit med och bidragit till vardefulla insikter.

Viktigt att poangtera ar att ovanstaende beskrivning ar en valdigt enkel redovisning av
arbetsfordelningen. Vi vill betona att alla projektdeltagare har hjalpt varandra under projektets
gang. Darfor ar det svart att sdga exakt vem som ar ansvarig for projektets olika delmoment.
Speciellt ar det viktigt att namna att aven fast vissa delar av rapporten huvudsakligen skrivs
av enskilda individer har alla bidragit till material och innehallet i texterna, genom att t.ex.
ha gett asikter och rad pa forbattringar.

For en mer ingaende redogorelse av vad respektive medlem har bidragit med hénvisas lasaren
till loggboken dar varje enskild individs prestation har antecknats.

Huvudforfattare per sektion

William Orton Sorensen - Numeriska metoder, popularvetenskaplig text, Forord, Analytiska
resultat, Diskussion och slutsatser, Felkallor.

Erik Nilsson - Analytiska hérledningar, Analytiska resultat, Bakgrund, Syfte, Sammandrag/Abstract,
Redogorelse av Gerlees kopplade system, Bilaga A, Bilaga B, Diskussion och slutsatser, Popularveten-
skaplig text.

William Danielsson - Metoder for anpassning av modell till radata, Resultat, Diskussion och
slutsatser, Sammandrag, Forord, Syfte, Bilaga D, Bilaga E.

Sebastian Berg - Bilaga C, Diskussion och slutsatser.

Samtliga deltagare har granskning av ovriga deltagares texter och genomgaende bidragit med
vardefulla kommentarer.
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1 Inledning

I detta kapitel introduceras lasaren till de centrala koncept som &r viktiga att forsta for att folja
med i resten av rapporten. Vi beskriver syftet med arbetet och ldgger en grund for analysen.

1.1 Bakgrund

Glioblastom multiforme &r en form av hjédrncancer som dr mycket elakartad. Bland de olika
formerna av hjarncancer som finns ar den klassad som den mest maligna [2].

Det har gjorts forsok till att modellera glioblastom via den s.k. Fisher-ekvationen, dér u(z, t)
ar en funktion som representerar cancerns normerade densitet, alltsa andelen cancerceller per
volymsenhet, vid tiden t och positionen x fran cancerns centrum,

%u(m, t) = DV2u(x,t) + pu(z, t)(1 — u(z,t)). (1)
Modellen har visat sig vara anvindbar i prognosen av patientens tumorutveckling [3] [4] [5]. T
kopplingen mellan modell och verklighet brukar ekvationen beskrivas radiellt istéllet for (3+1)
dimensionellt. Detta &r motiverat eftersom de olika representationerna har samma asymptotis-
ka beteende. Vi gor samma forenkling i denna rapport. Ekvationen har tillhorande fardande
vaglosningar, u(z,t) = V(x — ct), som ger upphov till en fardande vagfront vars konstanta has-
tighet dr av speciellt intresse. Den ges av ¢ = 24/Dp for rimliga initialvillkor. Parametrarna D
och p, som aterfinns i ovan, kan bestdmmas utifran uttryck fér cancerns utbredningshastig-
het och lutning [9] som i sin tur kan erhallas fran MR-rontgen (magnetisk resonanstomografi).

Fisher-ekvationen ar emellertid gammal sett till de nya upptéckter som gjorts angaende
glioblastomens egenskaper. Det har bekraftats experimentellt att cancern har en ’go-or-grow’
karaktdr, som betyder att en cell aldrig kan bade dela och rora pa sig samtidigt. Denna ’go-or-
grow’ karaktér kallas dven for ett fenotypiskt bytesmonster. Ar 2012 skrevs en artikel av Gerlee
och Nelander dér dessa egenskaper forenades med Fisher’s ekvation i form av en ny matematisk
modell av glioblastom [6]. Modellerna beskrivs i mer detalj under kapitel [2[ samt bilaga |[A| men
Gerlees modell har sitt mest generella utseende som,

, (2)

2
% :Da(l—p—m)%—i—ozp(l—p—m)—(qm—i-,u)p—i-qpm
m 2m 2
9m — Dy((1—p)%% +m58) — (g + 1)m + qup

dar d = p + m motsvarar cancerns totala normerade densitet.

Den priméra radatan vi analyserar kommer ifran en amerikansk studie, som mer ingaende
beskrivs i bilaga [C] Datan som bland annat innehaller parametrarna D och p togs fram under
behandlingsprocessen av 20 patienter. Patienterna fick genomga bade kirurgiska ingrepp sasom
stralning- och cellgiftsbehandling. Tiden som patienterna genomgick behandlingen varierar.
Genom att méta parametrarna D och p fore och efter behandlingen kan man utvérdera huruvida
den var gynnsam eller inte. Laga véirden pa D och p &r bra for patienten sett till cancerns
utbredning, medan hoga véirden innebdr motsatsen.

Forvéantningen pa utvérderingen var att patienternas D- och p-vérden skulle minska. Sa var
dock inte fallet, utan istéllet noterades att tillvéixtintensiteten p hade en tendens att minska men
att diffusionskonstanten D 6kade hos vissa patienter men minskade hos andra. Man funderade
over om de ovantade resultaten kunde harstamma fran en dndring i cancerns fenotyp.

Pa sa sitt fragar vi oss om de kopplade ekvationerna skulle kunna beskriva cancerns
utveckling hos de 20 patienterna béttre.
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1.2 Syfte

En matematisk modell som kan fanga glioblastom-tumorens alla egenskaper dr mycket eftertrak-
tad. Vart syfte ar att bidra till sckandet av en sadan modell genom att fortsédtta analysen som
Gerlee m. fl. paborjade ar 2012. I denna foregaende analys inkluderades ej effekten av en extern
cancerbehandling. Genom att addera en linjar dodsterm till modellen vill vi utféra en utokad
analys av modellen dér effekten av behandling pa glioblastom beaktas. Vi utvecklar analytiska
och numeriska metoder for att relatera modellen till radata om patienters cancerutveckling. I
foljd drar vi slutsatser angaende effektiviteten av behandlingen.

2 Redogorelse av Gerlees kopplade system

For de mer ingaende beskrivningarna av termer och ekvationer, samt hur man kommer fram
till dem, hénvisas ldsaren till bilaga [A]

Det slutgiltiga uttryck som Gerlee m. fl. far sina analytiska resultat ifran ser ut som féljande,

dar o ar tillvixthastigheten, D, &r diffusionskonstanten och g, samt g, dr 6vergangskonstanter,
% = ap(l—p—m)— gup+ gm
om — D& — gum + gup

Summan d(z,t) = p(x,t) + m(x,t) beskriver, pa grund av det fenotypiska bytesmonstret,
andelen cancer i en liten del av vdvnaden. Vi kommer fortsidttningsvis att kalla denna andel
(som egentligen ar en normerad densitet) for just densitet. De prolifererande (delande) cellerna
beskrivs av p medan de diffunderande (migrerande) cellerna beskrivs av m. Modellen utgar ifran
en stokastisk modell dir cancercellerna befinner sig pa ett rutnat och migrerar fran ruta till
ruta genom en Markov-process. Ekvationerna i systemet ovan ar forenklade, tidskontinuerliga
varianter av sannolikheten att hitta en cell av respektive typ i en viss ruta.

Ekvationen ovan &r en modell pa densiteten av glioblastom utan behandling. Vi anvénder
dodskonstanten pu for att beskriva apoptosintensiteten, det vill séga takten som celler dor pa. Ef-
tersom cellgifter samt stralningsbehandling angriper cancercellernas arvsmassa (och dérigenom
deras celldelning) ar det rimligt att antaga att deras paverkan pa de migrerande cellerna &r

forsumbar. Vi inleder saledes var uppgift med foljande system som utgangspunkt, som vi kallar
det analytiska utgangssystemet,

) : (3)
%_T - Dv%T{rzn - me+ gmpP

{% =ap(l —p—m) — gup + gm — pip
Vi gor nu en kortfattad beskrivning och enhetsanalys av parametrarna till (3)) i tabell [1] For
detaljer hdnvisas lasaren till artikeln [6]. Enheterna celleykel och cellbredd har typiska virden
pa 24 timmar respektive 20 pm.
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Tabell 1: Systemets parametrar, deras enhet och innebord.

Parameter ‘ FEnhet

Beskrivning

Tillvéixthastigheten for cancern. Infinner sig alltsa bara i ekvatio-
nen for p, det vill séiga i ekvationen for de stilla prolifererande cel-
lerna. Den senare i kapitel [3.2.1] definierade parametern & = a— p
kallar vi for proliferationstakten.

Apoptoskonstanten svarar for cancerns dod pa grund av behand-
ling. Konstanterna som hor till cancerns tillvéixt, ndmligen o och
1, forhaller sig till varandra sa att 0 < p < a. Detta hérleds i
bilaga [B}

Diffusionskonstanten motsvarar cellens motilitet (rorlighet).
Hogre virde pa D, innebir mer sporadisk diffusion.
Overgangskonstanterna representerar cellovergang mellan de tva
fenotyperna. Det kan argumenteras utifran den stokastiska
modellen[0] att ¢, ,, har en 6vre begrénsning sa att g¢,, <

1
24 [ (cellcykel) ] ’

@ [ (cellclykel) ]

M [ (ceuclykel) ]

(cellbredd)?
D, [ (cellcykel) ]

1
4p,m [ (cellcykel) ]

Vi kommer fortsdttningsvis antaga vissa standardvérden pa konstanterna for att ge en enhetlig
bild av resultaten. Vi har testat olika varianter och vara resultat géller oavsett. Standardvardena
ar foljande: o« = 1, p = 0.1, D, = 25, ¢y, = 20.

3 Metoder

Analys av modellen utgar fran ett numeriskt och ett analytiskt perspektiv, varav dessa sedan
kopplas till radata via en avslutande dataanalys. Med numeriska metoder beriknas vaghastigheter
och lutningar av propagerande losningar, vilket beskrivs mer detaljerat i kapitel 3.1} Analytiska
metoder gar att tillampa under vissa antaganden pa modellen. Dels fasrumsanalys for att erhalla
vaghastigheter av 16sningar och dels perturbationsteknik for att erhalla analytiska uttryck pa
16sningar. Detta utfors i kapitel 3.2 Slutligen hérleds tva numeriska minimeringsproblem som
mojliggor en koppling mellan modell och radata, vilka kan anvéindas for dataanalys av patienters
cancerutveckling fére och efter behandling.

3.1 Numeriska metoder

Betrakta det analytiska utgangssystemet i doménen z € [0, /] och t € RT,

3

92m

% =ap(l—p—m)— (gn+ p)p+gm
G = D% — qym + gup

Dér x), dr det maximala avstandet som cancercellerna kan sprida sig till. Foljande begynnelse-
och randvillkor anviand for de numeriska metoderna

p(z,0) =0.0le10°
m(z,0) =0
%0,t) =22(0,t) = 2(var, t) = L2 (1) = 0

Begynnelsevillkoren sédger att det till en borjan enbart existerar en liten méngd cancerceller
i proliferationsfasen. Cancerceller kan inte sprida sig hur langt som helst. Rumsderivatan for
p och m viljs darfor till 0 i A&ndpunktern. Dessa randvillkor och begynnelsevillkor har ingen
visentlig betydelse for de numeriska metoderna. Vi ér inte intresserade av vad som hénder i
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andpunkterna av den observerade méngden utan hur p(x,t) och m(x,t) beter sig déremellan.
En numerisk metod for att 16sa ar finita differensmetoden (FDM). I detta fallet gar FDM
ut pa att diskretisera rummet och tiden till ett rutnit av punkter varefter derivator skrivs om
till finita differenser. I vart fall betraktas foljande diskretisering,

Q= [OZIL‘l,ZEQ,...,ZL‘M] X [Oztl,tg,...,tN]. (4)

Genom att 16sa system (3)) med FDM féas en matris U € RM*Y som representerar cancerns
densitet d(z,t) = p(x,t)+m(x,t) som funktion av avstandet z fran cancerns centrum och ¢ fran
tiden 0. Radnumreringen i U svarar direkt mot de diskreta tidpunkterna [0 = ¢y, s, ..., tx]| och
motsvarande numrering for kolonner representerar de diskreta x-vérdena [0 = xy, 2, ..., Zp7).
Element U, ; ér alltsa den numeriska approximationen av d(x;,t;) = p(z;, t;) +m(x;, t;). Figuren
nedan visar hur den numeriska losningen till system ser ut med en angiven uppséttning
parametervirden. MATLABs funktion pdepe har anvants for att berdkna U.

PO, ty+m(x,t)

200

0 9 x [cellbredd]

Figur 1: Matrisen U med hjilp av pdepe i MATLAB. Parametervirden o = 1, D, = 25, g, = 20, ¢, = 20,
w=0.1. Stegléngder h, =5, hy =1

Viktigt att ndmna hér ar att ndr man jamfor de numeriska resultaten med de analytiska krévs
en hog precision pa de numeriska utridkningarna. Hog precision uppnas genom att ha en liten
steglingd mellan de diskreta punkterna [0 = x1, 23, ..., zps] och [0 = t1, s, ..., tx]. Vi definierar
steglangderna h, = ;11 —x;, 1=1,2,.... M —1och hy =t —t;, i=12,..,N—1

3.1.1 Vaghastighet med medianmetoden

Vi definierar mittpunkten pa den firdande vagen som halva vérdet av vagens maximala hojd
vid en viss tid, dvs %max U(x,t;) Vaghastigheten berdknas da som mittpunktens hastighet i
x-led. Vilken punkt man méter spelar ingen roll eftersom hela vagfronten har samma hastighet.

Figur 2a] nedan visar en visualisering av vaghastigheten.
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1 T T T T

1=
—U(x.t..)
09— )
09— —Ux.t) Y 50
N : 08F \ —1/2(1-pla)| |
\ - A\
0.8 T = U(X,teo) \
\ | 0.7 F \
0.7 - \ \ \
\ | 0.6
0.6 \ i
\ \ 0.5F
0.5F \ 4
> 0.4
0.4 | !
\ 0.3F
0.3F
\ | 02r \
0.2 \ \ \
\ \ 01t \
0.1r \ i Y
\ L \ i L L
N S 0
0 . : » : 0 100 200 300 400 500
0 100 200 300 400 500 % [cellbredd]
X [cellbredd]

(b) Skédrningspunkten mellan Usg. = d(x,ts50) = p(z,ts0) +

Illustrati aghastighet . o o
(a) Mustration av vaghastigheten m(zx,ts0) och mittpunkten pa vagen

Figur 2: Parameterviardena oo = 1, D, = 25, ¢, = 20, ¢ = 20, p = 0.1. Steglangder h, =5, hy =1

For att numeriskt berdkna vaghastigheten utgar vi ifran den tidigare nimnda lésningsmatrisen
Uij = d(x;, t;) = p(xi,t;) +m(x;, t;). Vilater U;, definiera alla kolonner pa rad i. For varje tid-
punkt ¢y, ..., tx_1 later vi 0; definiera skdrningspunkten mellan mittpunkten och radvektorn U,
(se figur 2b). Vi definierar ¢ som en vektor med element

Oir1 — 0;

P — )
tiy1 — t;

(5)
som representerar vaghastigheten vid tiden ¢;. Eftersom vi har en firdande vaglosning forvéintar
vi oss ett konstant virde pa vaghastigheten. Foljande figur visar ett typiskt exempel pa hur
vektorn ¢ ser ut.

c [cellbredd/cellcykel]

. . . \ .
0 20 40 60 80 100 120
t [cellcykel]]

Figur 3: Den numeriskt berdknade vaghastigheten som funktion av tiden. Medianen markeras med en svart
cirkel. Parameterviarden a = 1, D,, = 25, ¢,,, = 20, ¢, = 20, p = 0.1. Stegldngder h, =5, hy =1

Genom att vilja nollskilda element i vektorn c och ta medianen av dessa fas ett representativt
varde for den konstanta vaghastigheten. I exemplet ovan skulle alltsa vaghastigheten véljas till
c = 5.3055.
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3.1.2 Lutning med histogrammetoden

For att numeriskt berdkna lutningen utgar vi ifran att en losningsmatris U;; = p(x;,t;) +
m(x;, t;) har berdknats enligt FDM. Lutningen s &r definierad pa féljande vis for varje diskret
tidpunkt (d.v.s. for varje rad i matrisen U).

~ 0.16 - 0.80

)
L5016 — 4,080

dar x; 016 och x; 050 dr skdrningspunkterna mellan vagen U;. och vérdena 0.16 respektive 0.80
for tidssteg t;(se figur . Lutningen s &r alltsa en vektor med ett element for varje tidssteg(se
figur . Motiveringen till denna definition ligger i att det dr detta virde som kan berdknas
utifran radatan.

0.9 ———— —-,,,_\
\\
05 = s
Il U(xt, )
—U(x,
06k 50
--—-0.8
05
0.6
0.4 —y=kx+m
03
0.2
011 A
\\
0 100 200 300 400 500

x [cellbredd]

Figur 4: En grafisk illustration for att tydliggora definitionen av lutningen. Parametervirden o = 1, D,, = 25,
Gm = 20, g, = 20, p = 0.1. Stegléngder h, =5, hy =1

Precis som for vaghastigheten sa ¢nskas ett konstant representativt vérde for lutningen.

s [cellbredd™']

0.015

o
o

0.005 [

s(t)

20 40 60 80
t [cellcykel]

100 120

(a) Den numeriska lutningen s(t).

140

45

40

35

30

25

20

0.005 0.01
s [cellbredd™']

(b) Histogram av s(t).

Figur 5: Parametervirdena oo = 1, D, = 25, ¢, = 20, g, = 20, . = 0.1. Stegléingder h; =5, hy =1

For att erhalla ett varde for lutningen utan att behova studera grafen for varje tidssteg
anvands vad vi kallar for histogrammetoden. Histogrammetoden gor ett histogram av vektorn
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s och returnerar medelvérdet av det intervall som har flest varden. Detta vérde ar alltsa det
representativa vardet for lutningen s hos den fardande vaglosningen. I figur kan vi se att
intervallet som inkluderar virdet 0 forekommer flest ganger. Virdet 0 &ar ingen lutning av
intresse och déarfor forsummas det intervallet. I ovanstaende fall fas darfor en konstant lutning
pa s = 0.0145.

3.2 Analytiska harledningar

For att kunna dra paralleller mellan modell och verklighet kréivs, pa grund av datorns nutida
berdkningskraft, i regel inte lingre exakta analytiska resonemang. Det kopplade systemet
rakar dnda tillata (om nagot approximativa) analytiska hérledningar vad géller precis de egen-
skaperna i modellen som kan jimforas med verkligheten. Det visar sig i kapitel [3.3]samt [£.2] vara
vialdigt anvandbart. Utover det jamfor vi den analytiska metodiken for med motsvarande i
[7], for att se exakt vilken inverkan p # 0 har.

3.2.1 Vaghastighet via analys av stationira punkter

Kolmogorov m. fl. visade att Fisher-ekvationen har en begrinsande utbredningshastighet som
alla andra utbredningshastigheter konvergerar mot [10]. Gerlee m. fl. hittade [7] en motsvarande
begrinsande vaghastighet for systemet med p = 0. Via samma metodik, som gar ut pa
att fora over till ett system av ODE som sedan gors autonomt for att slutligen gora en
fasplansanalys, hittar dven vi en begriansande vaghastighet.

Vi betraktar det analytiska utgangssystemet ,

3)

9?m

% =ap(l—p—m)— (gm+ pp+ gm
on = D, %8 — qym + gmp

Vi vet av de numeriska utrédkningarna att vara losningar erhaller fardande vaglosningar (se
kapitel , alltsa inskranker vi oss fortsidttningsvis ytterligare genom att definiera z := x — ct,
dar ¢ ar vaghastigheten, sa att vi ifran P(z) = p(x,t) samt M (z) = m(z,t) kan fora over (3))
till ett system av kopplade ODE. Vi later saledes D(z) := P(z) + M(z). Genom kedjeregeln far
vi de ordinéra differentialekvationerna,

20 : (7)

—c2E = aP(1—P—M)— (¢n+ )P+ M
—Cd—M = DUW — qu + qu

Vi vill ha ett forsta ordningens autonomt system for att kunna utnyttja den teorin, alltsa
foljer vi Gerlees exempel [7] och introducerar en ny variabel N sa att M’ = N. Vi lamnas med,

M’ =N,
N = 1/Dy(—cN + M - g P) . 5)
P =—-1/c(aP(1 =P —M)— (¢ + )P+ qgM)

For (8) har vi foljande stationdra punkter: den triviala (M, N, P) = (0, 0,0) samt den sa kallade
invaderade (M, N, P) = (ot~ (a — 1), 0, a(qn‘i—’;qp)(oz — ).

Det finns manga banor till (8) som é&r intressanta analytiskt. Av speciellt intresse rent bio-
logiskt 4r banan som gar fran den invaderade till den triviala stationéra punkten, eftersom det
ar mellan dessa virden som vi har ett densitetsbeteende (0 < P < 1). Den triviala stationéra
punkten kan dessutom inte ha ett periodiskt beteende da vara losningar i sa fall skulle anta ne-

gativa virden, se Fig. [6] for en illustration i 2D. Med det i atanke fortsétter vi analysen genom
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att titta specifikt pa Jacobianen J(s) till i den triviala stationdra punkten. Eftersom en
linjérisering kring punkten beskriver systemet lokalt (Grobman-Hartman) vill vi hitta J(0)’s
egenvirden da det dr dessa som i sin tur beskriver linjéiriseringens beteende. Vi fragar oss alltsa
nér J(0)’s karakteristiska polynom far reella rotter.

M

—

S :

Figur 6: 2D system med periodisk bana i dess triviala stationdra punkt

Vi deriverar saledes vara ekvationer i partiellt och far pa sa sitt for s = (M, N, P),

0 1 0
J(s) = qp/ Dy —c/D, —qm/ D,
VeloP—q) 0 Lelgn— (@ —p) + a(2P + M)

I origo (den triviala stationdra punkten) géller att,

0 1 0
J<O) = Qp/Dv _C/Dv _Qm/Dv . (9)
_Qp/c 0 1/C(Qm - (a - M))

Egenvérdena ges som rotterna till det karakteristiska polynomet. Vi kan nu rikna ut det karak-
teristiska polynomet och dédrigenom i enighet med Gerlee [7] fa fram ett krav pa vaghastigheten
sa att vi for vaghastigheter som uppfyller kravet pa den resulterande tredjegradaren i A\ for
reella r('jtterﬂ Vi kallar denna begrinsande vaghastighet for ¢, sa att kravet for reella rotter
(och biologiskt relevanta losningar) blir ¢ > ¢,,. Kolmogorov m. fl. visade att vaghastigheter
skilda fran ¢, for den enklare ekvationen 2 — % = F(v) konvergerar mot ¢, [10]. Vi visar
inte detta for utan fortsétter heuristiskt.

Fig. [7] visar hur rotterna till det karakteristiska polynomet blir reella exakt da ¢ = ¢,,, det

vill séga da polynomet har tre reella rétter och en dubbelrot.

1T sjilva verket undersoks diskriminanten till tredjegradaren eftersom tredjegradaren blir fér komplicerad. Fallet med reella
rotter och en dubbelrot (vilket sett fran Fig. 7| &r precis fallet vi &r ute efter) svarar precist mot diskriminanten lika med noll.
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P

Figur 7: Karakteristiska polynomet av Jacobianen i origo, ritad for olika virden av vaghastigheten c. D, = 25,
a=1, ¢gn=¢qpy =20 samt u =0.1.

Notera nu att Jacobianen i origo (9) &r ezakt samma Jacobian som Gerlee far [7], forutom att
« har bytts ut mot o — . Om vi alltsa skapar en ny parameter & = o — p, proliferationstakten,
sa ser vi att resten av utrdkningarna blir fullstdndigt analoga till Gerlees fall da g = 0. Dérav
far vi den nedre begrdnsande vaghastigheten som,

D
Cm = \/7”\/K2+I—K, (10)

dar
K = A’E* = 18AEq,6 — 27q.6° + 124%q,a,
I = 16A%q,6(4E° + 18Eq,& — 12Aq,& — 2AE?),
J = 2(4F% + 18Eq,& — 12Aq,& — 2AE?),

och isin tur A = ¢,, — & samt E = q,,, + ¢, — .

En jamforelse mellan ovan analytiska vaghastighet och den vi far av den numeriska 16sningen

ges i Fig. Ba] samt Fig. BBl Vi later i Fig. [8a] 1 variera medan de andra parametrarna halls
konstanta, medan vi i Fig. [8b] later D, variera.

51

e
Analytisk Analytisk |-*
*  Numerisk 45+ *  Numerisk
5 | 3
e e
T 4t P
¥

— 4.9 F~_ = e
] R B
_é‘ ~_ Sa5) */ﬁ
g8 L B o
g RN g 3
2 TR 2
5471 E N 8
3 ™ 3251
(5] g —
‘o gé\\ )

0 E 2

\\
3%\\
451 i 15
x
- : ‘ ‘ : 10 5 1I0 1‘5 25 2|5
0 0.05 0.1 0.15 0.2 ,
I [cellcykel'ﬂ] DV [cellbredd/cellcykel]

(a) Dy, =25, @ =1 samt g, = g = 20.

(b) p=0.1, « = 1 samt g, = qp = 20.
[ varierar.

D,, varierar.

Figur 8: Rod hastighet - analytisk, bla hastighet - numerisk.



3 - METODER s. 10

Eftersom vart fall &r helt analogt kan vi &ven rikna den forenklade vaghastigheten pa precis
samma sétt som Gerlee m. fl. [7]. Foljande uttryck ér endast giltigt da ¢ = ¢, = ¢, >> G

D,&
Cro == ¢ = Gm = Gp- 11
V1=a/6Gg) v (1

3.2.2 Lutning genom perturbationslésning

For bekvamlighetens skull skriver vi ater igen systemet nedan,
cP'+aP(1—P—-M)—(¢gn+p)P+qgM =0 )
cM' + D,M" — g, M + g, P =0

Vi vill perturbera en liten parameter (som &r < 1), vilket innebér att vi vill serieutvecklaﬂ
l6sningarna i denna parameter sa att hogre ordningens termer blir av relativt liten betydelse.
Vi antar utan stor inskrdnkning att vara losningar &r av snall karaktér och att vi kan derivera
dem ett odndligt antal ganger.

Vi véljer att perturbera proliferationstakten & := o — p eftersom vi kan se denna parameter
som var nya tillvixtparameter. Vi skalar om rummet med £ = &z sa att % = d% och

M — A%. Vi later vidare f(&) := P(z) samt g(&) := M(z) och far efter att ha skrivit om

i & foljande uttryck,

acf'+af —af(f+9) —amf+ag =0 (12)
acg' + Dog" — 4pg + g f =0

I niista steg utfor vi serieutveckling pa f(€) och g(¢) i parameternf’| &, och kan skriva
J(€) = fo(€) + & fi(&) + 5 fo(6) + HOT (13)
9(&) = 90(&) + ag1(§) + T 92(§) + HOT

Genom att expandera f och ¢g pa samma vis som i far vi efter matchande av storleks-
ordningar féljande sex ekvationer, forst tre for f och sedan tre for g,

O : @90 — qmfo — afo(fo+ go) =0,

O(Q)5 = gpg1 — gmSr + cfo+ fo — alfo(fr + 1) + fi(fo + 90)) = 0,
(%) : g = Lo fy+ cff + f1+
Jo f2 -
- 04(5(]3 + g2) + E(fo +90) + filfi + 1)) =0,
O(l)g : meO — Gp9o0 = 07
O(&)g : gmfr = @91 + cgy = 0,
O(&%),: %-f = L2 + cg; + Dughy = 0.
Om vi stoppar in resultatet fran O(1), i ekvationen O(1); ges att af3(1 + ¢n/q,) = 0, vilket
betyder (eftersom g, g, > 0) att fo = 0. Dérfor giller ocksa att gy = 0, f) = 0 samt g; = 0. Vi

2Konvention &r att baka in 1/2 1 f2 och pa si sitt gora en potensserieutveckling, det finns ingen sirskild anledning till varfor vi
valde att gora en Taylor-utveckling istéllet - de dr ekvivalenta i det hér fallet.

3Hér ska ndmnas att man rent stringent borde utveckla i en dimensionslés variabel for att utvecklingen ska vara logisk. Vi borde
alltsa dela med gm och utveckla i & = (o — p)/gm men eftersom det ger samma svar i slutdndan later vi bli fér tydlighetens skull.
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har nu féljande ekvationer kvar,

0(6%);: Wgo = T fot efi+ fi = alh(fi +90) = 0,

O(&)&O0(a)f = gmfr — qpgr =0,

. dm q
O(&%), : 22 fa — 2ga+cg; = 0.

2 2
Vi har nu att g; = ‘ZJ—T: f1 och darfor géller dven ¢ = ‘f}—’: f1. Uttrycker vi g] pa det séttet
i ekvationen O(&?), ges foljande samband, go = 2—’; fo+ 22{# f1. Detta uttryck for g, samt
P

motsvarande uttryck for g; stoppar vi sedan in i ekvationen O(&?); och far
Ip Gm 2cqm dm dm
= (" fot = f1) = S et efi + i —a(filfi + 1)
2 q 2 dp

= 0:c(1+1/)f1+f1—04(1—|—1/)f12, y o=

dp

Denna (logistiska) forsta ordningens olinjira ODE har den generella 16sningen

1
f(§) = ,dér k #r en godtycklig konstant.

e (14 v)

Hérifran har vi alltsa genom & = &z dven att g1(§) = g1(2) = . f (z) = vfi(z). Saledes ges for
den totala densiteten D(z) := f(2) + g(z) = &(f1(2) + 91(2)) + &*(f2(2) + ¢92(2)) + HOT, att

a(l+v)
z+k +CY<1+V)

D(z) = + &*(fa(2) + g2(2)) + HOT.

ec l+u)

Vi vill nu kontrollera att vara gréans- och randvérden stammer och déarigenom bestidmma k.
En redogorelse for vilka randvérden och griansvirden som d = f + ¢ antar kan fas i bilaga [B]
Med vetskapen om att fy = go = 0 samt att losningar till f; & ¢; kan hittas bestdmmer vi
foljande rand- och gréansvéarden,

lim, , o &(f1(2) + g1(2)) = 1_ﬂ/a:% lim, o fa(2) + g2(2) =0
a(f1(0) + (0 )) =3 f2(0 )+92( )=0

Det aterstar nu att undersoka ifall var 16sning uppfyller dessa. Vi later
a(l+v)
a1+ v)

D(z):=a(l+v)fi(z) =

c(1+u)

och noterar att lim, ,o, D(z) = 0, lim,_, . D(z) = g Med andra ord &r gransvirdena uppfyllda
direkt. For att uppfylla randvardet i z = 0 tvingar vi helt enkelt k£ att bestdmmas sa att
randvérdet giller. Speciellt far vi k = log (a(1 4 v)). Alltsa uppfyller D(z) alla de gridns- och
randvéirden som den per dess definition maste uppfylla.
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N

——— Férsta ordningen

Andra ordningen
\\

\

Figur 9: Olika ordningars approximation av densitet som funktion av z, vi noterar en véildigt liten skillnad.
D, =25 a=1, p=0.1samt g, = ¢, = 20.

Genom att utveckla f och g till O(&?) gar det genom att addera de tva nya ekvationerna for
att fa ett uttryck for fo samt go. Rent resultatméssigt uppfyller detta ingen funktion da dessa
uttryck for fo och go ger ett minimalt bidrag till vérdet av D(z). Detta illustreras i Fig. @ For
sjalva uttrycken fs och go i sig, samt utrdkningarna som leder till dem, hénvisas ldsaren till

Mathematica-koden i bilaga [F| Vi later alltsa D(z) approximeras av D(z) och ndjer oss efter
viss forenkling, det vill séiga

D(z) ~ D(z) = ﬁz ) (14)
alesd )~ +1)

Eftersom de numeriska metoderna riknar ut en approximativ lutning pa formen av en sekant

—% &r vi intresserade av att finna inversen i z till (14). Vi noterar forst att D(z) ~ d(x,t)

och skriver d(x,t) = # Vi kan pa grund av dess enkla form fa z som funktion av d
ale c0+v) 41)
och t,
c(1+v) e
x(d,t) = ct + ———= log (d— —1). (15)
«

Med hjalp av uttrycket ovan for x far vi en motsvarande analytisk sekant, det vill sdga

016-08
2(0.16,t) — 2(0.8,¢)

s = (16)

Notera att tidsparametern inte spelar nagon roll da den oavsett virde kommer slas ut i
namnaren till . Vi kan ta reda pa hur bra denna perturbationslutning stimmer 6verens
med vad som ges av det numeriska (for det numeriska se kapitel [3.1.2)). Vi illustrerar resultatet
i Fig. och och noterar en vildigt stark korrelation.
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(a) Dy, =25, « = 1 samt gm = g = 20.

[ varierar.

(b) u=0.1, « = 1 samt g, = g = 20.
D, varierar.

Figur 10: R6d lutning - analytisk , bla lutning - numerisk.

3.3 Metoder for anpassning av modell till radata

Numeriska- och analytiska metoder, hirledda i kapitel och vill vi nu anvénda for att
koppla modell till radata. For detta kommer tva dataanalysmetoder att hérledas i kommande
sektioner. Den ena baserad pa numeriska metoder och den andra baserad pa analytiska ut-

tryck. Lésaren intresserad av datorintensiviteten och effektiviteten av dataanalysmetoderna i
praktiken hinvisas till bilaga [E.2]

3.3.1 Minimeringsproblem baserad pa numeriska resultat

Huvudmetoden fér anpassning av modell till radata i detta kapitel bygger pa att numeriskt
simulera en familj av 16sningar med olika ingaende parametrar. Ur denna familj bestdms med
en normerad minstakvadratmetod sedan den 16sning som framst 6verensstammer med radata.
Dérefter antas att parametrarna hos l6sningen utgor den bésta anpassningen, modell och radata
emellan. Minimeringsproblemet kommer att beskrivas konceptuellt. Anledningen &r framst att
den exakta implementationen i praktiken ar vildigt ingaende. Detta &r en konsekvens av att nu-
meriska l6sningar har véldigt skilda beteenden emellan varandra, och kraver skilda kodstycken
for att implementeras sa korrekt som mojligt.
Betrakta nu utgangssystemet

9p
t

am
ot

Av framst intresse ar losningarnas karaktérer relativt varandra da «, D, och p tillats variera.
Darfor ansétts fortséttningsvis ¢, = g, till ett fixt véirdeﬂ Generellt har systemet tre frihets-
grader, o, D, och pu, vilka tillats variera 6ver biologiskt motiverbara viarden. For att anpassa
numeriska losningar efter radata lates

F = {fl,f27...,fk,...,f]\[}, (17)

ange méngden av numeriska losningar simulerade med olika ingaende virden pa («, D, p).
Generellt dr beteendet av numeriska lésningar beroende av val pa initialvillkor och sluttid pa

=ap(l —p—m) — (gm + p)p + gm

2m (3)
=D, 2% — g,m + gup

4Metoder fungerar generellt analogt utan detta antagandet.
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simulerade l6sningar. Varierande («, D,, ;1) medfor losningar som kréver olika lang tid for att
erhalla vagliknande karaktérer, vilket &r det som eftersoks. Darfor dr det viktigt att en god-
tycklig numerisk 16sning simuleras med tillriackligt lang sluttid innan den inkluderas i méngden
F. For biologiskt férankrade initialvillkor antar vi att

p(z,0) = vyexp(—px), 8,7 > 0, m(x,0) =0

anvinds. Det vill sdga en initialt exponentiellt avtagande fordelning av prolifererande cancer-
celler. Det ar dven den typ av initialvillkor som anvénds i kapitel och i simuleringar som
ger resultatet av dataanalysen i kapitel [4.2] Fortsittningsvis antas v och f ta de viirden som
angavs i sektion|3.1 Det har dock experimentellt visat sig att dynamiken av numeriska 16sningar
asymptotiskt, med avseende pa tiden, &r oberoende av valet pa v och 3, vilket ar av framst
intresse for oss. Saldnge de antar positiva viarden och att v < 1. For en godtycklig numerisk
l6sning f; € F kan sedan dess associerade vaghastighet och lutning berédknas med numeriska
metoder redogjorda i avsnitt

Anpassning av numeriska losningar till radata baseras pa inférandet av ett minimeringspro-
blem. Lat nu s, ¢ beteckna lutning respektive hastighet av tumorradien hos en godtycklig
patient med index k, uppmiitt fran radata. En anmérkning ar att dessa matt, ur ett praktiskt
perspektiv, kan betraktas som riktiga virden, det vill sdga de verkliga approximativa virdena
pa tumorens hastighet och form. Speciellt, vill vi relatera si, c¢; till médngden av numeriska
l6sningar. Av denna anledning definieras malfunktionen f6r minimeringsproblemet enligt

(Sk’ — Sfi)2 (Ck? — Cfi)2
Mk(fz) = 2 + 2 ) (]‘8)
Sk Ck
dér sy, cy, dr lutning respektive hastighet av den numeriska losningen f;. Notera att malfunktionen
ar ett matt pa den relativa avvikelsen da lutning och hastighet av f; approximerar s; och c¢.

Minimeringsproblemet definieras da enligt

min - My(fi). (19)
Genom att diskretisera intervall av o, D, respektive p enligt énskad noggrannhet och i f6ljd
16sa problem kan optimala parametrar 16sas ut. I fasen fére behandling ansétts u = 0 och
problemet bestdms da av endast tva frihetsgrader.

I den implementation som medfor resultaten som tas upp i har a € [0, 1], D,, € [25,2000]
diskretiserats med en steglingd pa 0.01 respektive 100. I fasen efter behandling antar p €
[0,0.190] en diskretisering med steglingd %*. Detta val av diskretisering téicker en bred

5
rackvidd av varden pa (a, D,, p), utan att ta upp for mycket simulationstid.

3.3.2 Minimeringsproblem baserad pa analytiska resultat

En anpassning av modell till radata kan utforas via tva analytiska huvudresultat. For dessa
paminns ldsaren av den analytiska férenklade vaghastigheten,

| D,
D)=\ 4= 9n = G, 11
ca, p, Dy) [ —a/@3g) == (1)

som beskriver beteendet av vaghastigheten asymptotiskt, under vissa antaganden redogjorda i
kapitel Aven den analytiska lutningen kommer att anvéandas, given av

0.16 — 0.8 c(1+v) &
— d,t D,) =ct+ ——Flog(— —1). 16

5(057/JJ7 Dv) =



4 - RESULTAT s. 15

Vi vill nu relatera dessa uttryck till radata. Lat darfor ¢, s, beteckna hastighet respektive
lutning av tumorradien for en godtycklig patient med index k. Med dessa ekvationer ,
av icke-trivial karaktér och tre obekanta visar det sig generellt analytiskt omdjligt att 16sa ut
for cg, si explicit. Av denna anledning ar det istéllet lampligt att introducera ett flervariabelt
minimeringsproblem. Huvudmalet blir att 16sa ut de bdsta parametrarna (o, p, D, ) for varje
patient. For ett matt pa felet av att approximera cg, s, med Ekv. respektive Ekv.
introduceras en malfunktion lik den anvénd i kapitel [3.3.1] Malfunktionen definieras enligt

(Sk - 8(0&7 Dvu:u))Q + (Ck _C<&7DU7M>)2
57 c? '
k k

E(a, Dy, p) = (20)
Likt malfunktionen foér minimeringsproblemet i kapitel méter den relativ avvikelse. Bi-
villkoren for problemet blir att endast betrakta icke-negativa véirden pa parametrarna, vilket
ar biologiskt motiverat. Dessutom, for att undvika komplexa l6sningar, kravs det att by < a.
Detta ar dels matematiskt motiverat av logaritmens argument i hogra uttrycket i , vilket
maste anta ett positivt virde, och dels biologiskt motiverat eftersom 1 — £ > 0.8 = p < 0.2a..
Det vill siga, en skiarning av cancerandelsfunktionen p(x,t)+m(z,t) med y = 0.8 maste existera
for att metoden ska fungera. Minimeringsproblemet definieras da enligt

minimera  E(«, D, ),
(0/7Dv7,u)2(012570) (21)
sa att op < a.

Av detta kan optimala parametrar for varje patient l6sas ut.
Vi vill d&ven notera som ett specialfall att i fasen foére behandling (karaktériserat av u = 0)
kan faktiskt optimala parametrar (ay, D, ) for en godtycklig patient l6sas ut explicit, enligt

QSka 10g(21)
= Zkk S\ 22
093 0.64 ) ( )
62 Q.
D, =21 -2). 23
r=Ea-gh (23)

For en detaljerad redogorelse av detta samt harledning till ett explicit uttryck for malfunktionen
hénvisas lasaren till bilaga Implementation av denna metod baseras pa att helt enkelt
anvinda fardiga optimeringsalgoritmer i Mathematica och Matlab. Eftersom en implementation
i kod &r relativt enkel for denna dataanalysmetoden, bifogar vi med associerad kod i bilaga [F}

Det visar sig dven att malfunktionerna antar véldigt sma vérden, som funktion av optimala
parametrar for varje patient. Detta géller for bada dataanalysmetoderna. En direkt konsekvens
ar att de bésta parametrarna for respektive patient ar véldigt bra anpassade. Mer om detta i

bilaga

4 Resultat

For snabb referens katalogiseras vara huvudsakliga resultat hiar. For en mer ingaende re-
dogorelse av hérledningar ledandes till analytiska resultat hénvisas lasaren till kapitlen |3.2.1
for vaghastigheten samt for lutningen. Vad géller mer diskussion av graferna i dartill
ndstkommande kapitel hénvisas ldsaren forst till kapitel och sedan for mer ingaende
analys till bilaga [E]
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4.1 Analytiska uttryck

Tabell 2: Analytiska uttryck. Notera att & = oo — p.

Ekvation Bendmning Beskrivning
c= \/ %m -K Vaghastighet Hastighet av
A=gn—0& E=qnt+q—a propagerande vagor.

K = A?E? — 18AEqya — 27¢26% 4 12A%q,6
I =16A%q,G(4E° + 18Eq,a — 12Aq,& — 2AE?)
J = 2(4E3 + 18Eq,a — 12Aq,& — 2AE?)

c= ./ #7?3(1), 4= qm = qp >> & Forenklad vaghastighet | Hastighet av
propagerande VAagor, ¢, = qp.

d(z,t) = 2(e s (el I Perturbationslgsning Sluten form av
propagerande vaglosningar.

5= —%, x(d,t) = ct + % log (& — 1) | Lutning Branthet pa propagerande

l6sningar.

4.2 Jamforelse av & och D, fore och efter behandling

I detta kapitel dokumenterar vi resultatet av kopplingen mellan systemet och patientdatan.
Kommande ndmnda procentsatser refererar till numerisk framtaget resultat. Detta av anled-
ning att numeriskt och analytiskt framtaget resultat ar néstintill identiskt, med avseende pa
procentsatser om andel som paverkas positivt eller negativt 6ver behandlingsfaserna.

o
o
o
o

& efter behandling
& efter behandling

00 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 00 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
@ innan behandling @ innan behandling

(a) Numeriskt framtagna & (b) Analytiskt framtagna &

Figur 11: Proliferationstakten &, fore och efter behandling. Notera att en trend &r svar att se, men att oroligt
manga patienter har en 6kad proliferationstakt trots behandling.

Patienternas respektive behandling tycks ha en mild inverkan pa cancern. Av alla patienter
far 60% av dem en minskad eller stagnerad tillvixthastighet 6ver faserna, dir 25% av patien-
terna har en 6ver 50% minskad tillvixthastighet. Det dr en indikation att cancerbehandlingen
verkar mycket val for ett mindre antal patienter. Ett viktigt resultat ar att &, och da speciellt
aven «, ar valdigt lagt. Detta indikerar en langsam delningstakt hos cancercellerna.
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Log[Dv] efter behandling
Log[Dv] efter behandling

uﬂ 1 2 3 4 5 8 7 :3 2 3 4 5 e
Log[Dv] innan behandling Log[Dv] innan behandling

(a) Numeriskt framtagna log(D.) (b) Analytiskt framtagna log(D,)

Figur 12: Logaritmen av diffusionskonstanten D, foére och efter behandling. D, tenderar att minska som effekt
av behandling.

Enligt figur [12] kan vi se att parametervardet D, tenderar att minska hos patienterna. Av
alla patienter genomgar ca 50% en minskad diffusionskonstant, vilket tyder pa en god effekt pa
patienter kollektivt. En anmérkning dr att diffusionskonstanten forblir ungefir oférandrad for
35% av alla patienter, vilket biologiskt tyder pa effektlés cancerbehandling med avseende pa
cancercellers motilitet. Resterande andel av patienter har en diffusionskonstant som okar 6ver
behandlingsfaserna, vilket antyder en svarighet for cancerbehandlingen att angripa motiliteten
hos cancercellerna.

5 Diskussion och slutsatser

Vi har lyckats bade numeriskt och analytiskt hitta en anpassning mellan modellen (3|) och
patientdatan. Det aterstar att analysera resultaten. I det hér kapitlet redogor vi for hur vi
tolkar dessa resultat. Vi gor sedan en koppling mellan modell och verklighet for att hitta
samband mellan systemets formaga som modell och radatans kvalitet. Slutligen dokumenterar
vi eventuella felkéllor samt de avgrédnsningar vi tvingats gora under projektets gang. For en
djupare analys av dataanalysmetoderna och hur de presterar relativt varandra hénvisas ldsaren
till bilaga [El Vid intresse av en mer detaljerad analys av perturbationslosning mot numerisk
16sning hénvisas ldsaren till bilaga [D]

5.1 Analytisk och numerisk dataanpassning

Anpassningen av modellen till radata har varit lyckad. Med vara metoder for dataanalys har
parametrarna & = a — p och D,,, som béast beskriver cancerutvecklingen for respektive patient
hittats. Detta har utforts for bada dataanalysmetoderna med generellt lika resultat.

Det ar emellertid utifran resultaten fran dataanalysen som den firdande vagansatsen kan an-
ses rimlig. Detta géller eftersom den numeriska dataanpassningen ar helt oberoende vagansatsen,
och att resultaten for den numeriska och analytiska dataanpassningen &r generellt lika, med
nagon avvikelse. Vi noterar att vagansatsen kan anses rimlig och inte att vi har bevisat att
den géller.

Av sirskilt intresse ar relationer och ménster i patientdata for de 60% av patienter som
paverkas vil av cancerbehandlingen, har de mojligtvis gemensamma karaktéarer pa sin tumorutveckling?
Genom en ingaende analys av patientdatan visar det sig att de vél paverkade patienternas
tumorer har generellt skilda karaktdrer. Tumorradien for patienterna skiljer sig markant; en
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del har en stor tumér vid diagnos och en del har en liten tumér. Vidare varierar lutningen och
vaghastigheten av tumoérutvecklingen fran patient till patient. Det visar sig att detta géller ge-
nerellt. Genom att jamfora cancerkaraktérer fran radata av patienter med liknande forédndringar
av parametrar foljer inga direkta samband. Detta kan tolkas som att cancerns beteende ar allde-
les for komplicerad for att enkla, tydliga samband mellan patienter kan hittas under nuvarande
modell, data och avgransningar. Déremot finns det trender mellan &, D, och doédsdag efter
behandling fér en andel av patienter. Dessutom finns det, for en andel av patienter, en trend
for &, D, och tumorradie vid diagnos. Dessa trender kommer att diskuteras hérnést.

5.2 Kopplingar mellan diverse patientdata och resultatet

Forandring i & och D, som resultat av behandling har analyserats gentemot tumorradiens stor-
lek fore behandling, dar T1GD-kénslighetsnivan har anvénts for att representera tumérradien.
Att specifikt T1IGD anvidnds som representant av tumorradien har ingen storre paverkan pa
resultatet da samma trender hittades med T2GD /Flair-kénslighetsnivan som radien.

Analytiskt genererad data Numeriskt genererad data

1 1
= =
= o8l = o8
= =
= 06 ~ 0.6
D e e
= = =
= 0.4 | 1 = 0.4
ZE oz Z o2
= 0 2 = 0
& = :
=0 =0 ~
g 02 g 02
— - =
8 04p Z 04
= 5
= oaos = 08
= L=t
= -08[ = -08 =
e y=0 = ¥=0
= 5 Minsta st bratsden = 4 Minsta kvadratmetoden

o 5 10 15 20 25 30 o 5 10 15 20 25 30
Fore behandling T1GD warden [mm] Fore behandling T1GD varden [mm]

Figur 13: relativ & minskning som resulterar behandling, gentemot tumorens T1GD-radie. Y-vardet av varje
punkt &r givet av ekvationerna .

d/fé’re - defter
max[@fb"/‘e» OAéefteT]
Figur [13|illustrerar minskningen av tumoérens & varden. Fordndringen av &, har dividerats med
maximala & fore eller efter behandling, for att normera graferna och géra dem mer léittléistaﬂ
Nollvérden innebér att ingen férdndring skett under behandling, positiva virden innebér minsk-
ning av & medan negativa virden innebéar 6kning. Minsta kvadratmetoden har applicerats for
att analysera trender i datan. En linje ldngs origo har dven lagts till.

(24)

5relativa skillnaden med division av Gfsre ger samma beteende och trender.
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Figur 14: relativ D,, minskning som resulterar behandling. gentemot tumorens T1GD-radie. Y-virdet av varje
punkt &r givet av ekvation .

Dvefter
maI[Dyfijrea Dvefter]

vabre -

(25)

Motsvarande analys som redovisas ovan har dven applicerats pa D, vérdena, detta kan ses i
figur [I4] Det &r virt att notera likheten mellan trenderna i den numeriska och analytiska datan
for bada ovanndmnda figurer. Vi kan se i figur [14] att cancerbehandlingen pa mindre tumérer
generellt ger ett dalig resultat. Enbart sma tumorer fére behandling har 6kande D, vérden,
pa resterande tumorer minskar virdena. Liknande trend kan noteras for & virdena da storre
tumorer generellt resulterar i minskning av &, medan mindre tumorer resulterar i motsatsen.

Analytiskt genererad data Analytiskt genererad data
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Figur 15: D, relaterat till 6verlevnad

Det ar dven intressant att se hur utvalda parametrar ar relaterade till 6verlevnad hos pati-
enter. Da analytiska och numeriska metoder resulterar i samma trender har analytiska datan
anvandas till figurerna. Som det kan ses i figur har virdet pa D, fore behandling storre
paverkan pa patientens overlevnad én efter. Vilket kan indikera att behandlingen ger béttre
resultat pa tumoren med hogre motilitet.
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Analytiskt genererad data Analytiskt genererad data
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Figur 16: & relaterat till 6verlevnad

Gaéllande & hittades en trend av hogre véarden efter behandling och ldngre 6verlevnad, vilket
var nagot som vi inte hade forvéntat oss. Tumorer med hogre & virden, borde vara mer aggres-
siva och dédrmed ha negativ korrelation pa 6verlevnad. Men som tidigare ndmnts har relativt
lite data analyserats och en storre undersokning maste goras for att kunna belysa om detta
ytterligare.

5.3 Felkillor och avgriansningar

Vad giller sjidlva modelleringen (tilligg av en dédsterm som beskriver behandling) av Gerlees
system, finns ett antal olika alternativ till det vi valt. Vi har valt att begrdansa oss till systemet
. Man kan ténka sig en olinjéar apoptosterm pa samma séatt som man kan ténka sig apoptosen
som en funktion av tiden. Eftersom analysen varit nog komplicerad i det linjara fallet har vi
valt att avgrdnsa oss fran mer komplicerade alternativ.

Vidare har vi antagit en endimensionell modell med avseende pa rummet. Detta motiveras
utifran att den flerdimensionella versionen bara beter sig annorlunda i bérjan av cancerns
utveckling, alltsa da vagansatsen inte heller &r rimlig. Vad som hénder ar att diffusionstermerna
i stil med % blir lika med Laplacianen av cancern Awu, som i sfiriska koordinater dr lika med

?:734—%% pa grund av sférisk symmetri. Vi noterar att da cancern breder ut sig (dvs. da r — 00)
gérAu:g2—3+gg—“—>€32—g.
T T or T

Det storsta antalet inskrédnkningar gors i kopplingen mellan modell och patientdata. Ef-
tersom de numeriska berdkningarna tar en véldigt lang tid att utféra samtidigt som den ana-
lytiska malfunktionen ar icke-konvex (dvs. man hittar inte nodvandigtvis globala optima
analytiskt) har vi valt att i bada fall lata ¢,, = g, = 20, for att minska antalet frihetsgrader och
antalat lokala losningar. Vi motiverar detta genom att det framst &r parametrarna D, och a—p
vi vill undersoka for att jamféra med motsvarande egenskaper hos Fisher. Detta &ar dock en stor
inskridnkning och mojligtvis en anledning till att resultaten blir svartolkade. Det &r nidrmast
en sjélvklarhet att patienternas verkliga parametrar har varierande g,, och g,. Det som dess-
utom ledde Gerlees amerikanska kollega till Gerlees kopplade system var just det fenotypiska
bytesmdonstret, vars beteende karakteriseras av parametrarna g, och ¢,. Att lata g, och g, vara
lika med samma konstant skulle méjligtvis kunna betyda att 16sningen d = p + m beter sig
asymptotiskt sa likt Fisher som mojligt, eftersom man langt i tiden kan se fenotypbytena som
mindre betydande. Men en viktig skillnad som kvarstar ar hur behandlingen bara paverkar de
prolifererande cellerna i Gerlees modell.

Vi har dessutom bara tittat pa en uppséttning métningar efter behandling, av vilka det
i manga fall finns ett stort antal att vilja mellan. Vi har valt datapunkter utifran samma
tumregel som anvéindes for analysen med Fisher-ekvationen och den gar ut pa att vélja den
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forsta tidpunkten for utrdkning av lutningen. Viktigt att ndmna &r att man skulle kunna ténka
sig senare tidpunkter, speciellt tidpunkter da alla patienter genomgatt samma behandling. I
praktiken for den patientdata vi fick given &dr detta svart och skakigt motiverat eftersom manga
patienter besokte olika sjukhus.

5.4 Avslutande kommentarer

Dataanalysen bygger pa tillgangen till radata om endast 20 patienter, med helt skilda cancerka-
raktarer vid diagnos. Det behovs en djupare och bredare dataanalys &n den som har genomforts
i detta projekt for att dra slutsatser om modellens riktighet. En sadan dataanalys kraver data
fran fler patienter. Speciellt kridvs det data fran flera patienter med liknande karaktérer pa sin
cancer vid diagnos, for att kunna gora relativa jamforelser av patienter.

Viktiga resultat fran detta projekt &r dock de numeriska metoderna och de analytiska ut-
trycken, samt associerade dataanalysmetoder. Dessa resultat kan anvéindas i fortsatta studier
om denna modell f6r hjarncancern glioblastom.



Bilagor s. 22

Bilagor

A Beskrivning & forenkling av ekvationer

A.1 Fisher’s ekvation

Betrakta Fisher-ekvationen,

%1: = DV?u + pu(1l — u).
Den beskriver hur cancercellernas densitet u(z,t) varierar med tiden och rummet. D kallas dif-
fusionskonstanten och ar kopplad till Laplace-operatorn pa u som i sin tur méter en viss bojning
av u med avseende pa rumsvariabeln x. Med andra ord beskriver termen DV?u hur mycket
cellmassan tenderar att fordelas ut i rummet fran en viss given punkt genom ren diffusion.
Konstanten p dr relaterad till tillviixthastigheten. Den multipliceras med faktorn u(1 — w)
som motsvarar just en tillvaxt, eller proliferering, av cancerns densitet. I detta fall dr ekvatio-
nen normerad med en 6vre grans sa att |u(1l —w)| < 1. Det forsta u:et tar med antalet celler
som kan dela sig i berdkningen, medan den andra faktorn (1 — ) tar hénsyn till den maximala
kapacitet som vavnaden kan uppbéra. Nar cancerns densitet &r halva uppbéarningskapaciteten
anmérker vi att u har snabbast tillvixt. Tillvixten minskar ddremot ju ndrmare u ror sig mot
uppbarningskapaciteten eller mot noll. Detta modellerar vil det vi vet om naturlig populations-
tillvaxt.

A.2 Gerlee och Nelander’s ekvationer

Viand uppmérksamheten till de kopplade ekvationerna av Gerlee och Nelander,
2
% = Da(l—p—m)gh +ap(l —p—m) = (gn + p)p + gym, o)
2 2
Be = Dy((1—p) 55 +m3E) — (g5 + p)m + gup.

En forsta anmérkning dr att summan av p(z,t) och m(x,t) beskriver cancerns densitet. De
prolifererande cellerna beskrivs av p medan de diffunderande eller migrerande cellerna beskrivs
av m. Modellen utgar ifran en stokastisk modell dér cancercellerna befinner sig i ett rutnét
och migrerar fran ruta till ruta genom en Markov-process. Ekvationerna i systemet ar
tidskontinuerliga varianter som beskriver sannolikheten att finna en cell av respektive karaktéar
1 en viss ruta.

Notera vidare att vi den hér gangen har tva diffusionskonstanter D, och D,, som hor till
densiteterna p respektive m. Dessa konstanter bestams enligt D, = «/2 samt D, = v/2, dir «
ar cellens fordelningstakt och v motsvarar dess motilitet (rorlighet). Motsvarigheten till Fishers
tillvixthastighet p &r den ovanndmnda konstanten o som da alltsa bara infinner sig i ekvationen
for p, det vill sdga i ekvationen for de stillasittande prolifererande cellerna. Konstanterna ¢,
och g, anvénds i ekvationen for att representera cellévergang mellan de tva fenotyperna. Dessa
konstanter multipliceras sedan med densiteten for att fa det totala flodet av celler mellan de
tva fenotyperna.

Till sist anvénds dodskonstanten g som svar fér cancerns apoptos, det vill sdga takten som
celler dor pa. Det ska noteras att dodskonstanten antas vara samma for bada fenotyper av
cellen. Dessutom sétter Gerlee ;1 = 0 under motiveringen att det generellt giller att u <<
a i sammanhang utan behandling [7]. Detta innebédr att vi egentligen utgar ifran det 2016
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analyserade systemet,

(26)

2

% = Dall—p—m)3h +op(l=p = m) = gup + gy,
om — D,((1 —p) 28+ m5BE) — gym + gmp.

Att byta variabel i ekvation till # = z//D, gor Gerlee m. fl. tidigt i sin analys [7].

Darifran kan man genom vetskapen att D, >> D, radera termen %(1 —p— m)g—z’;. Detta
lamnar oss, da vi i efterhand bytt tillbaka till x = 2+/D,,, med,

% =ap(l—p—m)— GmP + Gy
m 2m
aa_t = Dv((l _p)%IQ + m%) — qpm + qmp

2m

Det visar sig att de olinjdra diffusionstermerna p%xz och m% tillfor véldigt lite inverkan
pa losningen. Beloppet av differensen av losningarna med eller utan dessa olinjira termer ar
uppat begrinsad av 8 - 1074, Vi siitter saledes p%QT”J = m% = 0, i den fortsatta analysen av

systemet.

% =ap(l—p—m)— gup + gm,
m 2m
o — D% — qym + gup-

Slutligen giller det att infora termer relaterade till behandling. Eftersom cellgifter samt
stralningsbehandling angriper cancercellernas arvsmassa (och dérigenom deras celldelning) &r
det rimligt att anta att deras paverkan pa de migrerande cellerna &r mild. Vi inleder saledes
var uppgift med féljande system som utgangspunkt, som vi kallar det analytiska systemet,

9?m "

% = ap(l —p—m) — (gm + 1)p + gym,
on — D, %8 — qum + gmp-

B Motivation for grins- och randvirden

Vi véinder var uppmérksamhet till det analytiska systemet ,

m 2m
om = D, 28 — gm + gup.

{% = ap(l —p—m) = (gm + p)p + gym,
Dessa ekvationer har firdande vaglosningar som visats numeriskt (se sektion . Som ldsaren
kanske &r medveten om ser en typisk fardande vag ut som Fig. [I7], den ror sig i x-led utan att
andra form. Vara perturberade l6sningar bor som forsta krav erhalla detta beteende.
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Figur 17: Fardande vaglosning.

Vidare undersoker vi beteendet av vara losningar i randvérdena till grafenﬂ Dessa ligger i
z — —00, z — 0o och z = 0. I grafen ser vi att p + m har horisontella asymptoter i bade —oo
och oo, vilket innebér att vi kan betrakta p + m som konstanta om vi foljer z ut langt nog at
bada hallen. Dirav blir 22 = —c%|z_,ioo = 0 (och analogt for m samt om derivatan tas map.

ot
x) och darfor kan vi rékna ut gransviardena av p + m explicit fran

0 =ap(l—p—m)—(gm+up+qgpm,
0 = —gm+ qmp.

Ur ekvationssystemet fas tva par 16sningar,

{ p1:O7m1:0

_ , 1-p/a _, 1-p/a
P2 = p g 2 = dmiy vy

Vi tar p; och m; som vara respektive randvérden i co samt p, och my som motsvarande i —oo.
Hér ser vi dessutom fran ps & mq ett krav pa hur « och p maste forhalla sig till varandra

for att fa rimliga resultat. Eftersom p, dr en densitet har vi kravet p, = qp;ij/ = > 0, som
p 'm
ar ekvivalent med o — p > 0. Dessutom é&r den totala andelen begriansad sa att py + mg =

1—p/a 1—pu/a o .
qpququ/m + quLq/m =1—pu/a < 1. Samlat far vi,

O0<p<a.

En viktig detalj vad géller dataanalysen, dr att den krédver en strangare 6vre begransning pa .
Detta beskrivs dven i kapitel [3.3] Begrinsningen uppstar pa grund av att en av patientfilernas
tva métningar gors pa 80%-nivan av andelen cancer per volymsenhet. Om vara losningar ligger
under 0.8 blir de darfor ej mojliga att uppticka. Alltsa for att, i skedet efter behandling haft
sin inverkan pa cancern, kunna analysera modellens passning pa radatan, later vi

0< pu<0.20

Vidare kan vi nu motivera foljande randvérden och egenskaper for den totala densiteten
cancerceller d(z) = p(z) + m(z),

lim, , o d(z) =1-p/a=2,

_1la
d(Z) |z:0 = o
lim, ., d(z) =0.
61 Gerlees rapport [7] sitter man speciella krav pa fo och go medan de andra blir noll, i till exempel z = 0. Vi har dessutom

nagot annorlunda grundldggande krav.
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C Beskrivning av radata

Radatan vi anviander ar tagen fran 20 patienter under behandling av glioblastom. Datan av en
patient &r en kronologiskt ordnad excell-fil som beskriver nér en patient blir behandlad, vilken
typ av behandling patienten genomgar, och som ger specifika information géllande behandling-
en. Excell-filen inkluderar dven information géllande radien av tuméren. Radien &r framtagen
med hjéalp av MR-rontgen. Tre sadana metoder &r av sérskilt intresse, ndmligen s.k. T1GD,
Flair och T2GD. Dessa metoder ger rontgenbilder av tumdren och ger en konstrast mellan
tumoren 6ver och under en given procenthalt av uppbérningskapaciteten, for hjarnan. T1GD
ger kontrasten av tumoren 6ver 80% medan T2GD och Flair bada ger av tumoren over 16%.
Initialt tas alltid en rontgenbild med de tre kédnslighetsgraderna pa patienten, efter detta &ar
rontgenbilder sporadiskt tagna. Utifran dessa bilder har sedan radien tagits ut.

Dessa data ar givna till oss fran en amerikansk kollega till var handledare Philip Gerlee. Med
hjalp av radien har cancerns spridningshastighet riknats ut genom minsta kvadratmetoden. Vi
har tagit friheten att anvinda de framtagna hastigheterna givna till oss av amerikanen.

D Analytiska resultat i jimforelse med numeriska

En stor del av resultaten beror pa de analytiska uttrycken i kapitel Speciellt den analytiska
perturbationslosningen och den forenklade vaghastigheten . Genom att jamfora de
analytiska uttrycken mot numeriska simuleringar av losningar kan en fingervisning erhallas pa
hur vil de analytiska uttrycken presterar. Detta &r viktigt, speciellt eftersom de optimala & och
D, for olika patienter redogjorda i kapitel varierar fran patient till patient. Om en storre
underliggande avvikelse faktiskt existerar har det en direkt inverkan pa dataanalysens resultat.

Procentuell avvikelse som funktion av D,
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Figur 18: Maximal procentuell avvikelse mellan perturbationslésning och numerisk 16sning, for ¢ = 20. Till
véanster: & = 0.9. Till héger: D, = 25.

Den maximala procentuella avvikelsen mellan perturbationslosning och numerisk 16sning i
vagfronten, som funktion av ingaende parametrar, illustreras i Fig. [I8) Avvikelsen tenderar att
oka da D, okar. En viktig anmérkning dr att avvikelsen nar 6ver 20%, vilket ar relativt hogt.
Dessutom finns en hogre variation av avvikelsen for ckande &. Perturbationslosningen baseras
huvudsakligen pa perturbationsvariabeln & och att den uppfyller & << 1, vilket nir & okar
blir mindre och mindre sant. Vilket kan forklara den till synes okande variationen. For att
vidare undersoka avvikelsen kan vi studera exempel pa losningar, for att askadliggora var den
huvudsakliga avvikelsen befinner sig.



Bilagor

Analytisk och numerisk |6sning Analytisk och numerisk l6sning

— — Numerisk 16sning ]
Analytisk 16sning

— — Numerisk I6sning
Analytisk [Gsning

o
'S
T

Cancerandel, P+M
o
o
o
~

Cancerandel, P+M
o
o

o
w
T
o
w

o
)
T
|
o
[N}

o
L
o

R

0 L L Il 1 I =~ L O Il L L L I S
80 100 120 140 160 180 200 220 1350 1400 1450 1500 1550 1600 1650 1700 1750

Cellbredd Cellbredd

~=
h

Figur 19: Numerisk och analytisk 16sning for & = 0.9, ¢ = 20. D,, = 25 till vénster, och D,, = 2000 till hoger.

Den storsta avvikelsen existerar till synes i hogra dnden av vagfronten. Det verkar dven
existera en mindre avvikelse i Gvre, vénstra dnden. Kom nu ihag att radata for patienter
méiter tumorradien pa kinslighetsnivaerna 16% respektive 80% av den totala celldensiteten,
och &r dven de kénslighetsnivaerna som anvénds i dataanalysmetoderna. Genom att betrak-
ta ovanstaende Fig. existerar dven de storsta felen vid dessa kénslighetsnivaer, speciellt

vid kénslighetsnivan 16%. En naturlig konsekvens ar att den analytiska lutningen kan ge
missvisande lutningsvérden.
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Figur 20: Numerisk och analytisk 16sning for D, = 25, ¢ = 20. & = 0.09 till vénster, och & = 0.9 till hoger.

En likadan trend foljer vid variation av &, vilket illustreras i Fig. 20l Generellt kan det
uttryckas att den analytiska dataanalysmetoden resulterar i fel.

For att undvika fel &dr det till fordel att anvdnda den numeriska dataanalysmetoden. Al-
ternativt kan hogre ordningens termer inkluderas i héarledningen av perturbationslosningen,
vilket medfér mer komplicerade utriakningar och uttryck. Daremot, med dagens programvaror
som Mathematica blir det mindre omsténdigt. Hur stort fel det &r i praktiken att anvénda
den analytiska dataanalysmetoden &r en bra fragestillning. Av resultaten i[4.2] ger de néstintill
identiska resultat, vilket kan indikera att avvikelsen inte har nagon ndmnvérd effekt i praktiken.

E Jamforelse av numeriskt kontra analytiskt minimeringsproblem

For en djupare analys av resultaten fran minimeringsproblemen kan optimala &, D, fran bada
metoderna tas i relation till varandra, for bada behandlingsfaserna. Skulle metoderna ge iden-
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tiska resultat bor punkter av optimal parameter via numerisk metod relativt analytisk metod
for patienter ligga utefter linjen y = x. Detta skulle indikera att metoderna ar ekvivalenta, med
avseende pa dataanalysresultat. Innan vi gar in pa den djupare analysen paminns ldsaren av
dels det numeriska minimeringsproblemet

minimera  Mj(f;), (19)

fieF
och dels det analytiska minimeringsproblemet

minimera  F(«, D, ),
(00D0r10)2(0.25,0) 1)

sa att Su < a.

E.1 Jamforelse av optimala parametrar féor dataanalysmetoderna
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Figur 21: Jamforelse av optimala & for numerisk och analytisk dataanalysmetod. Till vénster: fore behandling.
Till hoger: efter behandling

Resultaten av de tva dataanalysmetoderna fére behandling har néstintill identiska vérden, vilket
illustreras till vanster i Fig. Kom nu ihag att i den analytiska dataanalysmetoden kunde de
optimala parametrarna &, D, fore behandling riknas ut explicit, vilket visades i[3.3.2} Av denna
anledning &r likheten av & fore behandling inte ovéantat. Det existerar dock en mindre avvikelse
for en mindre andel patienter. Detta kan ses som en konsekvens av existerande avvikelse mellan
numeriska och analytiska 16sningar diskuterat i bilaga [D] T detta fall dr denna avvikelse till
synes forsumbar. En storre avvikelse existerar dock efter behandling, vilket indikeras till hoger
i Fig. 21l Den procentuella avvikelsen varierar fran patient till patient, men trenden att den
analytiska metoden Overestimerar & &r tydlig.
Numerisk log(D,) efter behandling
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Figur 22: Jamf6relse av optimala D,, fér numerisk och analytisk dataanalysmetod. Till vénster: fére behandling.
Till hoger: efter behandling



Bilagor s. 28

Beteendet av D, ar annorlunda &n dess & motpart, som illustreras i Fig. I fasen fore
behandling &r uttrycken néstintill identiska. Déremot tenderar D, att underestimeras av den
analytiska metoden. Denna avvikelse &r déremot betydligt mindre &n dess & motpart. For
vidare analys av avvikelsen i fasen efter behandling for &, D, utfors en linjar dataanpassning.
Detta ar framst motiverat av att dverestimationer och underestimationer i Fig. respektive
Fig. [22| har en till synes linjar form.

(a - p)efter behandling, analytisk mot numerisk. log(D, )efter behandling, analytisk mot numerisk.
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Figur 23: Optimala parametrar via analytisk metod (A) relativt numerisk metod (N) efter behandling. Streckad
linje &r linjar dataanpassning.

Den linjédra anpassningen ér bast for D,. Vidare foljer den linjéra anpassningen ekvationen
y = 1.0788z, vilket ar néstintill identiskt med y = z. Detta, aterigen, indikerar prestationen
av den analytiska dataanalysmetoden med avseende pa att estimera D,. For & har den linjéra
anpassningen en ekvation enligt y = 0.6748, vilket tyder pa ett sdmre beteende &n den for D,,.
Avvikelsen av viarden med avseende pa & mellan dataanalysmetoderna medfor att dataanalys-
metoderna inte dr direkt ekvivalenta. Daremot &ar den relativa avvikelsen, totalt sett, pa en god
niva.

Den storsta anledningen for avvikelse mellan resultatet fran de olika minimeringsproblemen
skulle vara den firdande vagansatsen som bara det analytiska minimeringsproblemet bygger
pa. Vagansatsen ar ett tidsasymptotiskt antagande som vid anvéndning antar att patienten
redan haft tuméren under en viss tid innan diagnos. Dessutom, vilket visats i bilaga[D] medfér
det dven avvikelser att anvinda analytiska uttryck kontra numeriska metoder. Det analytiska
minimeringsproblemet baseras huvudsakligen pa analytiska resultat, vilket i sin tur naturligt
medfor fel.

Efter behandling har vi ytterligare en faktor att ta hidnsyn till. Var losare for det analytiska
minimeringsproblemet hittar lokala minima pa grund av malfunktionens icke-triviala karaktér.
Alltsa skulle vi, givet att vagansatsen ar rimlig, &nda kunna observera diskrepans mellan meto-
dernas l6sningar. Dessutom kan det vara sa att den valda diskretiseringen i implementationen
av den numeriska dataanalysmetoden inte ar tillrdcklig. Utan att det istéllet krdvs en finare
partition for att ge béttre dataanpassningar. For att kringga detta kan interpolationsteknik
anvindas for att estimera virden cy,, sy, som ligger mellan diskretiseringen.

k3

E.2 Datorintensivitet och effektivitet av minimiseringsproblemen

Anpassningsmetoden baserad pa numeriska metoder enligt Ekv. ar en valdigt datorintensiv
algoritm. For att se detta, ponera att a € [0, 1] diskretiseras med en steglingd pa 0.01, och
att D, € [25,2000] diskretiseras med en stegliangd pa 100. Att simulera en godtycklig numerisk
16sning och berékna dess vaghastighet och lutning tar ungeféir 30 sekunder. Detta resulterar i en
total simulationstid pa ungefiar 17 timmar. I fasen efter behandling, dir p inte noédvandigtvis ar
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noll, kan den totala simulationstiden stricka over flera dagar, beroende pa ingaende bestdmd
noggrannhet. Fordelen &r att metoden, av dess konstruktion, finner globala optimum, utan
att behdva implementera avancerade optimeringsalgoritmer. Minimeringsproblemet blir i
praktiken ekvivalent med att hitta det minsta elementet i en matris, vilket ar en trivial process.

Minimeringsproblemet kriver ej samma tidsatgang som for (19). Problemet tar i
praktiken mindre én ca. 10 sekunder att 16sa, vilket ar valdigt tidseffektivt. Daremot ar losandet
av det analytiska minimeringsproblemet en relativt komplicerad process. Dessutom, som
konsekvens av och icke-triviala karaktérer, blir det ett problem att kunna avgora
lokal kontra global optimalitet av erhallna l6sningar, vilket i praktiken inte behovs for dar
global optimalitet &r garanterad. Slutligen baseras metoden pa vagansatsen, vilket ar helt
obereoende av. Vilket potentiellt medfér avvikelser om vagansatsen inte stammer.

Det visar sig dven att de optimala losningarna till dataanalysmetoderna som funktion av
optimala parametrar redogjorda i[£.2] ger utmérkt sma malfunktionsvirden. Malfunktionerna
respektive som funktion av den optimala losningen for en godtycklig patient erhaller
viirden mindre #n storleksordning 107%. Detta medfor att de optimala parametrarna for varje
patient bade fore och efter behandling &r vildigt bra anpassade.

E.3 Optimala parametrar fére behandling samt explicit malfunktion

Hér vill vi forst héarleda uttrycken for optimala parametrar (ag, D, ) for en godtycklig pa-
tient med index k fore behandling. Lat nu ¢, och s, denotera hastighet respektive lutning
av tumorradien for en godtycklig patient med index k. Vi approximerar nu ¢ och s med ¢
respektive s;. Antag vidare att g,, = g, = ¢ har ett fixt varde, vilket medfor att v = 1.

Av detta ges uttrycken for vidare analys av

| D,&
= —Y = Qm = Qp, 27

0.16 — 0.8 (28)
Sk = —
g x(0.16,t, o, p, D) — x(0.8,t, v, p, D)’
c(1+v) &
At a, D) =ct+ 2200 (L 1), 29
st D) =t + LT 1og (&) (20

Av antagandet p = 0 i fasen fore behandling noterar vi att med i hand kan nidmnaren i
ekvivalent skrivas

2
2(0.16,t,,0, D,) — (0.8, 1, ,0, D) = % log(21), (30)

vilket vidare insatt i ger att o kan 16sas ut explicit enligt

2sic log(21)
_ PP
0.64 ’ 2]

dér ett index for patient k& har inforts. Med liknande metodik, genom att kvadrera , l6sa
ut for D, och slutligen sétta in (22) erhalles
62 (67
Dyp = (1 —=2), 23
& ak( 3q) (23)
dér, precis som forut, ett index for patient k har inférts. Harledningen av de explicita uttrycken
for ay, D,y &r nu klart.
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For att hitta ett explicit uttryck pa malfunktionen i minimeringsproblemet for den analytiska
dataanalysmetoden noteras det att

. 2Ck

0.8( — 0.16
x(0.16,t, v, u, D) — (0.8, t, v, i, D)) = — log( (@ @)
Y

0.16(G — 080) (31)

efter att dels anvanda Ekv. och dels utféra diverse omskrivningar. Notera &ven att hogerleden
fran och kan tolkas som funktioner av tre variabler; o, D, och u. Det vill sdga, ekva-
tionerna kan skrivas som

0.64 Q
S(a>Dv7N) = ’ 0.8(&—0.16a) \ ’ (32)
2cx log<0.1é(d—0.8a§)
D&
_DU7 = T A /o 0 33
A Do) =T 4G 9

dér uttrycket har anvéants. Eftersom malfunktionen fér minimeringsproblemet lyder enligt

- 7-D'U7 2 - 7-D'U7 2
B(a, Do) = =20 Dt (e =0 Pontt) @)

Sk Ck

ser vi att med Ekv. (32]) och Ekv. foljer det att malfunktionen kan uttryckas explicit.

F Kod: Matlab och Mathematica

For en fullstindig tillgang till Mathematica och Matlab kod underliggande numeriska metoder
hénvisas lasaren till
https://www.dropbox.com/s/4hccs9xdxuj4hxp/Mathematica_kod_Glioblastom.zip?d1=0,
https://www.dropbox.com/s/jOhg7648h6ujkbb/Matlab_kod_Glioblastom.zip?d1=0.


https://www.dropbox.com/s/4hccs9xdxuj4hxp/Mathematica_kod_Glioblastom.zip?dl=0
https://www.dropbox.com/s/j0hg7648h6ujk5b/Matlab_kod_Glioblastom.zip?dl=0
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