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Popularvetenskaplig presentation

Gar det att forutspa en nervsjukdom?

Diabetespatienter riskerar att utveckla en nervsjukdom som kallas diabetesneuropati som
bland annat kan orsaka kdnselbortfall och sméartor. Kénseln paverkas av hur tatt nervin-
darna ligger i huden. Utifran detta &r det intressant att studera det moénster som bildas av
nervandarna. Nervmonstret bildas genom att ett antal nervtradar tréanger in i 6verhuden, var
och en av dessa forgrenar sig sedan och ger upphov till manga &ndpunkter ovanfor, se Figur
1.
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Figur 1: (Claes Andersson, 2017) Bilden ovan visar ett tvirsnitt av hur nervirddar tringer in i
overhuden och forgrenar sig i andpunkter.

For att kunna beskriva nervmonstren behévs en modell. Ett exempel pa en sddan modell
som kan aterskapa hur nervindarna ar fordelade i huden ar en s.k. klustrad spatial punkt-
process. Modellen gar ut pa att man slumpar fram ett antal centrum foér att sedan vid varje
centrum slumpa fram ett antal &ndpunkter néra varandra. Denna modell fungerar bra da
gruppcentrum agerar som baspunkt och alla de fargade punkterna inom samma grupp visar
andpunkterna (nervindarna) som kommer frin samma nerv. Detta illustreras i mittenbilden
av Figur 2, ddr nervindarna fran samma nerv har samma farg. For en sadan modell behover
man uppskatta hur ménga baspunkter monstret har (parameter 1), hur manga nervindar
det finns i varje grupp (parameter 2) och hur dessa placerar sig i relation till baspunkterna
(parameter 3). Det dr dessa parametrar man vill se om de dr olika hos patienter med eller
utan diabetesneuropati.

Figur 2: I bilden till vinster kan man se hur gruppernas centrum dr placerade helt slumpmdssigt,
dessa representerar var nervtridarna kommer in i éverhuden. I bilden i mitten slumpar vi sedan
ut ett antal punkter runt varje mittpunkt, dessa representerar mervindarna som dr férgrenade frin
den inkommande baspunkten. I den hdogra bilden dr baspunkterna borttagna och vi har ett simulerat
nervmonster.

Nar man undersoker nervménster behdvs en metod for att uppskatta de har parametrarna
utifrdn uppséttningen av &ndpunkter. I den hér studien har vi undersokt en sddan metod vid



namn ‘minimum contrast’, eller MCM. I MCM behéver man vélja ett varde. Vi har studerat
hur valet av detta virde paverkar parametrarna i klustermodellen.

Det visar sig att det ar viktigt att vélja ett virde som &r atminstone lika stort som
spridningen av dndpunkterna i varje grupp. For att férhindra att en av parametrarna blir for
hogt uppskattad véljer man ett varde som &r sa litet som mojligt, men det har inte lika stor
inverkan.

Problemet ar att man i regel inte kéinner till spridningen innan man utfér MCM. Darfor
har vi utvecklat nya metoder fér att ta fram virdet utan att beh6va kénna till spridningen.
Den ena metoden bygger pa att man forst genomfér MCM med nagra valda startvirden.
Dérefter genomférs MCM igen med ett nytt viarde baserat pa de parametrar man fick ut
fran MCM. Den andra metoden gar ut pa att man medvetet véljer ett for stort vérde och
sedan gar man nedat tills dess att uppskattningen av parametrarna blir for avvikande och
man viljer da det senaste viirdet.

Uppskattningen av parametrarna med MCM blev marginellt béttre av att anvinda varden
framtagna utav vara metoder jamfort med att bara anvinda standardvarden. Vara metoder
ger instabilare uppskattningar av parametrarna jamfort med att anvinda standardvérden.
Detta beror delvis pa att standardvérdet till MCM &r ganska vél valt.

Vi applicerade MCM med virden fran vara metoder pa nervmonster fran séval friska
personer samt personer med mild diabetesneuropati. Nervmonstren fran personer med dia-
betesneuropati hade i genomsnitt lite ldgre antal nerviandar och mindre spridning pa dessa.
Detta ar lovande for att potentiellt kunna diagnostisera diabetesneuropati genom att enbart
kontrollera nervmonstret, dock behéver vidare studier goras for att sdkerstélla att sambandet
galler.



Sammanfattning

Diabetiker kan ibland utveckla nervsjukdomen diabetesneuropati som bland annat
kan orsaka kénselbortfall och smértor. Det har observerats att nervindarna i 6verhuden
hos patienter med diabetesneuropati verkar vara mer klustrade &n hos friska patienter
[7]. Forsok har gjorts i hopp om att i en tidig fas kunna urskilja patienter med risk att
utveckla diabetesneuropati.

De nervmonster som nervindarna utgoér kan pa ett naturligt sédtt beskrivas med
spatiala punktprocesser dér parametrarna till en sddan process kan erhéllas med hjalp av
‘minimum contrast’-metoden (MCM). Projektets huvudsakliga uppgift dr att undersoka
hur val av integrationsgrans i MCM péaverkar parameterskattningarna.

Till denna studie valdes Thomasprocessen dér vi utéver integrationsgransen i MCM
undersdker om denna process dr ett lampligt val for att beskriva nervmonster fran pati-
enter ur tva grupper. Den ena gruppen utgor en kontrollgrupp av friska patienter utan
symptom av diabetesneuropati. Den andra gruppen innehaller diabetespatienter med
milda symptom av sjukdomen. Unders6kningarna sker med hjélp av simuleringsstudier
och R-paketet spatstat [1].

I det hér arbetet visas att valet av integrationsgrans i MCM é&r viktigt och att integ-
rationsgriansen maste vara over ett kritiskt viarde for att undvika alltfor stor varians hos
parameterskattningarna. Dessutom finns det péaféljder med att vélja ett for stort virde
av integrationsgransen men det har inte lika stor betydelse. Slutligen visas att vi inte
kan forkasta att Thomasprocessen beskriver nervmonstren fran de tva grupperna.

Abstract

People with diabetes can sometimes develop diabetic neuropathy, a nerve disease
which can infuse numbness and pain. It has been observed that the end points of
nerve fibers in the epidermis, which is the outermost living layer of the skin, appear
more clustered on patients with diabetic neuropathy [7]. Attempts to model the fiber
patterns have been made in the hope that at an early stage distinguish patients with
risk of developing diabetic neuropathy.

These nerve fibers can be described by spatial point processes.The unknown param-
eters of such a process can be estimated using the minimum contrast method (MCM)
where the main goal of this project is to investigate how the choice of upper integration
limit in MCM affects the parameter estimates.

The Thomas process was chosen for this project where in addition to the examination
of the integration limit in MCM we also examine if this process is a suitable choice to
describe nerve fibers from patients associated with two groups. The first acts as a control
group whith healthy subjects without symptoms of diabetic neuropathy. The second
group consist of subjects with diabetes and mild symtombs of the disease. This is done
by means of simulation and the R-package spatstat [1].

It turns out that the choice of integration limit is important and that there are some
guidelines of how to make this choice to avoid the variance of the parameter estimations
getting to large. Likewise, complications in selecting too large of a integration limit are
present although their importance are not as prominent. Lastly we show that we can
not reject that the Thomas process describes nerve fibers from the two groups.
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1 Inledning

Diabetesneuropati ar en nervsjukdom som kan utvecklas hos diabetespatienter som bland
annat kan orsaka kénselbortfall och smértor. Da bilder fran provtagningar understkts med
mikroskop har det observerats att nervfibrer i 6verhuden hos patienter med diabetesneuropati
verkar vara mer klustrade &n hos friska patienter [7]. Forsok att modellera dessa nervmonster
har darfor gjorts med ambition att pa ett tidigt stadium kunna urskilja patienter med anlag
att utveckla diabetesneuropati.

Speciellt ar det av intresse att undersdka nervtradarnas dndpunkter och uppbyggnad da
det dr dem som kinner av till exempel virme och smérta. For att underséka dessa betrak-
tas nervtradarnas uppbyggnad i 6verhuden. Da nervtradar bildas kommer de sa smaningom
tréanga in i 6verhuden. Dessa intradespunkter kallar vi baspunkter déar valet av namn far sin
forklaring av att nervtradarna darefter forgrenar sig i ytterhuden for att jamnt fordela kénsel-
kapaciteten 6ver huden. Baspunkterna utgor alltsa en bas fér nya nervtradar. De férgrenade
nervtradarna avtar sa smaningom dér dndarna da utgér ett punktmonster éver huden.
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Figur 3: (Claes Andersson, 2017) Nervtradar som tranger in i éverhuden

D& dndpunkterna observeras som punkter pa en yta blir spatiala punktprocesser ett na-
turligt alternativ att beskriva dessa nervmonster med. Spatiala punktprocesser &r stokastiska
processer vars utfall &r punkter i ett rum och kan kategoriseras utifran hur de distribuerar
sig. Processer dar punkter tenderar att ligga néra varandra kallas klustrade medan processer
dér punkterna hamnar regelbundet utspridda kallas reguljara. Ett typiskt exempel pa spa-
tiala punktprocesser &r positioneringen hos triad. Trad vars fron inte sprider sig langt fran
moderplantan blir en realisation av en klusterprocess, planterade trad blir en realisation av
en reguljar process, medan de trdd som sprider sina fron med vinden kan positioneras helt
slumpméssigt.

Ett satt att jamfora de observerade nervmonstren mellan patienter med, respektive ut-
an, diabetesneuropati ér att anpassa en punktprocessmodell efter ménstren och jamféra de
uppskattade parametervirdena. Vid modellanpassning uppskattas vanligtvis modellens pa-
rametrar med maximum likelihood-metoden (ML-metoden) men for spatiala punktprocesser
kan dock téathetsfunktionen och likelihoodfunktionen vara svarhanterliga. Ett mojligt alter-
nativ dr da 'minimum contrast’-metoden (MCM) som baseras pé foljande integral (1.1) dar
modellparametrarna 0 véljs for att minimera integralen. S(t; 6) dr en funktion som samman-
fattar processen till modellen och S (t) dess uppskattning.

D) = /:Ow(t) (5~ S(:0)°) " ae (1.1)

Ett problem med den hir metoden dr att det finns viss godtycklighet i valet av tg, ¢
och w(t) och det dr darfor intressant att veta hur stor inverkan dessa val har pa resultatet.



Metoden och olika val av S(t; 8) beskrivs mer i nédsta kapitel.

1.1 Syfte

Det huvudsakliga syftet i detta projekt ar att med hjilp av simuleringar studera hur valet av
integrationsgransen ty i MCM péaverkar parameterskattningarna, samt applicera resultatet
pa nervmonster fran patienter ur tva olika grupper. En kontrollgrupp bestdende av friska
patienter och en grupp bestdende av diabetiker med milda symptom av diabetesneuropati.
Vi refererar till samlingen av samtliga nervmonster som nervdatan.

1.2 Problem

Eftersom de observerade nervmonstren tycks vara grupperade viljs en klusterprocess som
vi antar dr ett rimligt val for att beskriva nervménstren. Thomasprocessen dr en sadan och
valdes darfor att dess konstruktion paminner om nervmonstrens uppbyggnad med bas- och
dndpunkter.

Simuleringsstudien fokuserar framst pa att undersdka hur valet av integrationsgrénsen i
MCM paverkar parameterskattningarna och hur den kan véljas pa ett bra satt. Om vi vet
vilken inverkan valet av integrationsgransen har kan det hjilpa oss nér vi undersdker nerv-
monstren dar de sanna parametrarna dr okdnda.

Med parameterskattningarna kan vi slutligen undersoka hur bra Thomasprocessen be-
skriver nervmonstren. Aven om det visar sig att Thomasprocessen beskriver nervmonstren
pa ett bra sdtt kan det bli aktuellt att undersoka om nagot annat val av process beskriver
nervmonstren béttre.

1.3 Avgransningar

Vi begransade arbetet till att endast studera en typ av punktprocess och att endast fokusera
pa integrationsgransens inverkan pa MCM. Forslag till utokning av projektet diskuteras
langre fram.



2 Teori

I detta avsnitt introduceras den teori om spatiala punktprocesser som berér projektet. En
allmén presentation av spatiala punktprocesser ges och komponenter som anvénts under ar-
betet diskuteras. Bland dessa ingar Thomasprocessen, Ripleys K-funktion och speciellt MCM
som utgdr kdrnan av projektet. Litteraturen som anvénds for att sammanstélla projektets
teori &r Diggle [2], Illian [4] och Mgller [5].

2.1 Spatiala punktprocesser

En slumpméssig mekanism vars realisationer dr punkter i nagot rum S, kallar vi for en spa-
tial punktprocess. Utfallen kan vara oregelbundna och sakna tydlig struktur, det vill sdga
helt slumpmaéssiga. Alternativt dr utfallen grupperade, vilket vi kallar klustrade, eller sa har
utfallen en mer reguljér struktur. Vi bendmner realisationer av spatiala punktprocesser som
spatiala punktmonster. Utfallsrummet for en spatial punktprocess dr rummet av konfigura-
tioner i S. Aven da processen #r definierad pa hela S gors m observationer, 1, ..., Z,,, enbart
i en begransad delméngd A av S. Allmént for de flesta tillampningar &r A C S = R™. Vi ger
hér exempel pa spatiala punktmonster och méjligtvis naturligt tillhérande antaganden av A.

Exempel 2.1. Ett klassiskt problem &r att forsta fordelningen av nagon specifik tradsort i ett
omrade, t.ex. askar inom en kvadratkilometer. I detta fallet &r antagandet A = [0,1] x [0, 1] C
R2. Ett ytterligare exempel kan vara att forsta fordelningen av stormar eller allvarliga ovider
pa jorden och dess forflyttning i tiden. DA kan antagandet vara A = S? x R C R*.

Vi kommer endast studera punktprocesser som &r stationdra och isotropa. En spatial
punktprocess sigs vara stationdr om antalet punkter i A C S bara beror pa arean eller
volymen |A| och inte pa dess position i S. En spatial punktprocess &r isotrop om den &r
invariant under rotation, det vill sdga att férdelningen av punkter runt varje godtycklig
punkt &r densamma i alla riktningar.

2.1.1 Typer av spatiala punktprocesser

Den enklaste typen av spatiala punktprocesser &r en homogen spatial Poissonprocess, dven
kallad Complete Spatial Randomness (CSR). CSR definieras genom foljande tva kriterier.

Definition 2.1. Vi definierar en spatial punktprocess med intensitet A per enhetsyta som
CSR om foljande géller.

i. Antalet punkter n i ett omrade A C S ar Poissonfordelat med vintevirdet A|A|.

ii. Givet n punkter i ett omrade A, sa &r dessa oberoende och likformigt férdelade pa A.

D& punkterna dr oberoende och likformigt férdelade 6ver omradet A d&r CSR processer
stationéra och isotropa.

En realisation av en Poissonprocess ar typiskt ett spatialt punktmonster som saknar tydlig
struktur. Detta illustreras i figur 4a. Om monstret ser ut att ha en struktur finns formellt
tva andra typer, reguljart och klustrat, vilket illustreras i figur 4b respektive 4c.
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Figur 4: Exempel pd tre typer av punktménster. CSR (a), Reguljirt (b) och klustrat (c). For samtliga
monster gdller [A] = 1

Aven om dessa tre klassificeringar kan ses restriktiva kan samma spatiala punktmonster
ha olika struktur pa olika skalor. Vi forsoker illustrera detta genom féljande simpla exempel.

Exempel 2.2. Sig att man skulle hélla ut 20 tdrningar pa ett kvadratiskt bord med area
1, och betrakta prickarna pa tdrningarna som ett spatialt punktmonster. Da finns det lokalt,
pé varje enskild tdrning, ett reguljart moénster men pa mer global skala kan det till exempel
vara klustrat. Hiir dr antagandet A = [0,1] x [0,1] C S = R2.

2.1.2 Sammanfattande statistikor

Nér en samling data presenteras kan det ibland vara svart att fa en bra &verblick 6ver vilka
egenskaper eller karaktdrer datan har. Idén med sammanfattande statistikor &r att hitta en
metod som sammanfattar observationer pa ett sdtt som formedlar sa mycket information som
mojligt om datan. Ett vanligt exempel ar medelvirdet av en samling tal.

For spatiala punktmonster brukar sammanfattande statistikor istéllet vara funktioner som
beskriver avstand mellan utfall. I det hér stycket foljer en beskrivning av de tre vanligaste
sammanfattande statistikorna for spatiala punktprocesser.

2.1.2.1 G-funktionen

G-funktionen beskriver férdelningen av avstandet fran ett godtyckligt utfall till det ndrmsta
utfallet. Normalt finns ingen sluten form av G(t) och uppskattningar av funktionen far an-
véndas istallet. Om x; &r ett utfall i A och ¢; &r avstandet till dess ndrmaste granne z; kan
vi uppskatta G-funktionen genom att rékna andelen punkter vars ndrmsta granne &r inom
avstand ¢ (Se Figur 5):

Gt)=n"" zn: 1{t; <t} (2.1)

dér n ar antalet utfalli A och 1{-} r indikatorfunktionen som &r 1 d& argumentet i parentesen
ar uppfyllt och 0 annars. Under Poissonantagandet dr det teoretiska vardet fér G foljande:

G(t) = 1 — (P(#t; < t = 0)). (2.2)



Da alla &r utfall &r oberoende och likformigt férdelade blir det

Gt)=1—e " XA=nlA"L (2.3)

Notera att dessa funktioner bara stimmer om man studerar en odndlig yta. For att fa G
pa t.ex. en enhetskvadrat méaste man saledes lagga till kantkorrigering for att ta hinsyn till
de saknade punkterna utanfér randen.

For klusterprocesser ar det genomsnittliga avstandet till ndrmsta grannen lagre, saledes
ligger dess G-funktion 6ver G-funktionen fér CSR med motsvarande intensitet. Pa samma
satt ligger G-funktionen under CSR for reguljira processer. Se Figur 5
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Figur 5: Till vinster ser vi alla punkter vars ndrmsta granne dr inom avstand 0.1 markerade med ett
streck till sin ndrmsta granne. Saledes uppskattas G(0.1) av andelen av alla punkter som dr forbundna
med ett streck. Till hoger ser vi G(t), for en kluster-, requljir- respektive Poissonprocess.

2.1.2.2 F-funktionen

Det andra alternativet sammanstéller avstindet ¢; fran en godtycklig punkt i A till det
niarmsta utfallet z;. Ett beprovat tillvigagangssétt vid uppskattning av F(t) ar att slumpa
de godtyckliga punkterna fran punkter i ett [k x k]-rutnét. Ett tillrickligt stort k& bor véljas
fér att uppskattningen ska bli tillrdckligt bra. Daremot begréansas uppskattningsprecisionen
av antalet utfallspunkter n sa alltfor stora k kommer inte ha nagon inverkan.

Likt G-funktionen kan vi uppskatta F(t) med

F(ty=m™) 1{t; <t} (2.4)
i=1
dir m ar antalet godtyckliga punkter. Under Poissonantagandet géller aterigen
Fty=1—e™"  X=n|A|"! (2.5)

I en klusterprocess ligger de flesta utfallen koncentrerade, darfér kommer narmsta utfall
fran en godtycklig punkt vara ldngre bort &n for CSR. Saledes dr F-funktionen under CSR i
fallet for klusterprocesser. Pa samma sétt dr F-funktionen éver CSR for reguljira processer.

2.1.2.3 K-funktionen

K-funktionen &r relaterat till antalet utfall som ligger inom en radie r fran ett godtyckligt
utfall. For detta projekt valde vi framst att anvinda oss av detta alternativ och beskrivs
darfor mer utforligt i avsnitt 2.3.

Ripleys K-funktion definieras av

AK(r) = Eo[Nx (Bo)] (2.6)



dér By &ar en boll centrerad i godtycklig punkt a; av processen med radie r och Nx (By)
ar antalet ytterligare utfall fran processen inom ett avstand r fran ett godtyckligt utfall.
Processens intensitet &r A\, det vill siga antalet utfall per areaenhet. Det utfall som radien
utgar fran ingar inte.

K-funktionen ligger 6ver Poissonfallet for klusterprocesser och under Poisson for reguljéra.
Om vi erinrar exempel 2.2 kan vi notera att K-funktionen kommer ligga under CSR upp till
tdrningsstorleken, d& de pa denna skala &r reguljara och darefter ligga 6ver CSR d& de pa
alla storre skalor ar klustrade.

2.2 Thomasprocessen

Thomasprocessen kan illustreras utifran tre steg. Forst utgar vi fran en homogen Poisson-
process som genererar sa kallade fordldrapunkter med intensitet x i ett omrade A. Dessa
punkter generar i sin tur dotterpunkter som till antalet &r Poissonférdelade med intensitet pu.
Dotterpunkterna ersétter sedan sina féraldrapunkter. Dotterpunkternas positionering kring
respektive fordldrapunkt fr oberoende och normalférdelade N(0, o%I). Detta leder till att
punkterna fordelar sig sa att de &r invarianta under translation och rotation kring origo, en
egenskap som bendmns stationéritet respektive isotropi.

Denna konstruktion padminner om hur kroppens nervtradar tranger in i 6verhuden for att
sedan forgrena sig, vilket beskrevs i avsnitt 1. Detta &r en orsak till att Thomasprocessen
valts till projektet.

Vi betecknar Thomasprocessen med T(k, u, o). Processens intensitet ges av A = kpu.

Figur 6: (I) Genererade fordldrapunkter. (II) Genererade fordldrapunkter och dotterpunkter (III)
Observerat punktmonster.

2.3 K-funktionen for Thomasprocessen

For att hirleda det teoretiska uttrycket for Ripleys K-funktion fér Thomasprocessen anvén-
der vi ekvation (2.6). Antag vidare att vi har en punkt z; placerad i origo tillhrande kluster
c. Vi borjar med att betrakta vinteviardet Eog[Nx(Bp)] som en summa av tva vintevirden,

Eo[Nx (Bo)] = Eo[Nxc(Bo)] + E[Nx_c(Bo)]. (2.7)

Den ena &r det forvintade antalet ytterligare punkter inom radie r fran en godtycklig punkt
inom samma kluster ¢. Detta betecknas Eq[Nx.(Bp)]. Den andra termen &r det forvinta-
de antalet ytterligare punkter inom radie r, men tillhérande ett annat kluster, betecknat
E[Nx_.(By)]. Detta vintevirde &r inte specifik till ndgot kluster utan &r samma &ver hela



monstret X. Alltsa &r det enbart arean av By, vilket &r 772, multiplicerat med den totala

intensitet for processen, A = ku. Saledes dr E[Nx_.(By)] = 7r?ku. Den forsta termen i ho-
gerledet i (2.7) kraver lite utforligare utrikning. Vi anvinder lagen om sammanlagd forvintan

Eo[Nx.(Bo)] = > Eo[Nxe(Bo) | Kxc = K P(Kx. = k). (2.8)
k=2

Summeringen &r 6ver vantevirden av Nx.(Bp) betingat pé totala storleken pa klustret, be-
tecknat K x., multiplicerat med sannolikheten att slumpméssigt véilja ett kluster av just den
storleken. Vi borjar summeringen med k = 2 istéllet for k& = 0, eftersom ett kluster med
noll punkter saknar mening. Ett kluster med k = 1 ger Eg[Nx.(Bo) | Kx. = 1] = 0, da vi
enbart riknar de ytterligare punkterna i klustret. Den forsta faktorn i hogerledet ur (2.8),
Nx.(Bo) | Kx. = k, ar antalet ytterligare punkter tillhérande kluster ¢ inom radie r, givet
totalt k punkter tillhérande klustret. De k — 1 ytterligare punkterna i klustret ligger inom
radie r med en sannolikhet F(r) dar F(r) &r fordelningsfunktionen fér avstandet mellan
tva punkter tillhérande samma kluster, F'(r) ar saledes fordelningsfunktionen for avstandet
mellan tv& oberoende och normalférdelade variabler. Slumpvariabeln Nx.(Bg) | Kx. = k
ar darfor binomialférdelad med k — 1 som antal utfall och F'(r) ar sannolikheten for varje
utfall, Nx.(By) | Kx. =k ~ Bin(k — 1, F(r)). Véntevirdet av en binomialférdelad variabel
ar antalet utfall multiplicerat med sannolikheten,

Eo[Nx(Bo) | Kxc =k] = (k—1)F(r). (2.9)

For att fa ett enklare uttryck for den andra faktorn i 2.8, P(Kx. = k), utgar vi ifrdn appendix
A2 i [3]. Det vill séga vi observerar att sannolikheten att slumpmaéssigt vélja ett kluster
av storlek k, P(Kx. = k), ar proportionellt med & multiplicerat med sannolikheten att ett
kluster ar av storlek k, P(D. = k). Men for att P(Kx. = k) ska vara en sannolikhetsfunktion
méste Y p-; P(Kx. = k) = 1. Vi astadkommer det genom att dela varje P(Kx. = k), for
00 > kP(D.=k 0o
k=1,2,3,.., med =, IP(D. = [), eftersom % =1.Men ) [, IP(D. =1) =
E[D.] = p. Alltsé har vi
kP(D.=k
P(Kx.=k)= ¥ (2.10)
1
Utifran (2.9), (2.10) och att D. ~ Poisson(u) blir (2.8)

Eo[Nxc(Bo)] = Y Eo[Nxe(Bo) | Kxe = k| P(Kxe = k)

k=2
oy . kP(D. = k)
= kzzz(k DF(r) .
_F@) i(k — )kP(D, = k)

K k=2

_F(r) B
- L E[DC(DC 1)]
= Fff) (1 + p = )
= uF(r). (2.11)

Vi hérleder fordelningsfunktionen for avstandet mellan tva oberoende och normalférdelade
variabler, F(r). Lat X = (21,22) och Y = (y1,y2) vara punkter i R? dér varje x; och y; #r
oberoende och N(a,w?). D4 ér, med || - || som det euklidiska avstandet,

F(r)

P[X =Y[[<r)
P([|X =Y} <7r?)
P((z1 —y1)* + (22 — y2)? < 72). (2.12)



Differensen x; —; har vintevirde 0 och varians 2w?. Vi multiplicerar bada sidor med inversen

av variansen vilket ger % ~ N(0,1) innanfor kvadraterna i (2.12).

1
Qw2

P((z1 — 1) + (22 — 2)? <1%) = P ((\/gwy) n (”};j) < %J) |

Alltséd har vi summan av kvadrater fran tva oberoende, standardiserade normalférdelade
variabler, vilket #r definitionen av en y2-fordelad variabel med tva frihetsgrader.

2 2
T — Y T2 — Y2 — O w2
(\/§W>+(\/§w)_Q X

Fordelningsfunktionen for en y2-fordelad variabel med tva frihetsgrader ér, se appendix A.3,

P(X<z)=F(z)=1—e"/2
Med x = r?/2w?,
2
P <Q <’ ) =1/ (2.13)

= 2w?
Alltsa far vi utav E[Nx_.(Bo)] = 7r?ku, (2.11), och (2.13),

K[LK(’/’) = EO [NXC(B())] + E[NX_C(B())].
= mrirp + pF(r)
= mr?rp 4 p(l — e*T2/4‘“2).

Thomasprocessens K-funktion ges saledes av, med o2 istillet for w?,

K(r)=m? + w7 (1 —e7/177), (2:14)

Anméarkning 2.1. K-funktionen féor Thomasprocessen ar oberoende av parametern for in-
tensiteten av dotterpunkterna, pu, vilket ger ett exempel pé att K-funktionen inte &r unik. Det
vill siga om tva Thomasprocesser Ti(k, p1,0) och To(k, o, o) skiljs at enbart 1 parametern
w har de samma K-funktion.

2.4 Uppskattning av K-funktionen

For att harleda en uppskattning av Ripleys K-funktion, betecknad K (r), utgar vi ifrn samma
uttryck som for den teoretiska, (2.6), och anvinder liknande notation som i Diggle [2]. D& vi
vill uppskatta hur ménga punkter i genomsnitt finns i en boll kring en godtycklig punkt av
processen antas isotropi.

Anméirkning 2.2. Den uppskattade K-funktionen vi hérleder hér ar inte specifik till Tho-
masprocessen utan dr en allmén funktion beroende av underliggande process enbart i upp-
skattningen av \.

Viantevirdet E[Nx (By)] uppskattas genom att summera antalet punkter inom radie r fran
varje z; € A och dela med det totala antalet punkter n i A. Uppskattningen av vintevéirdet
blir

n n
E[Nx(Bo)=n"">_ > 1{dy <r}. (2.15)

i=1 j=1,j#i
Dér d;; = ||z; — z;|| &r det euklidiska avstdndet mellan z; och z;. I uppskattningen av
vantevirdet (2.15) tas ingen hénsyn till punkter utanfér omradet A inom ett avstand r fran
en godtycklig punkt x; € A av processen. Detta leder till att antalet punkter inom en radie r
da ar farre &n det forvintade. Detta fenomen kallas kanteffekter, vilket illustreras i Figur 7.
Uppskattning blir da ej vintevardesriktig, i att den underskattar antalet punkter inom given
radie 7. Vi infér en viktfunktion w;; med syfte att minska denna effekt.



Vi kommer att anvinda Ripleys viktfunktion [6], med illustration i Figur 8. Lat w(z;,r)
vara andelen av omkretsen av cirkeln med center i x; € A och radie r som ligger i omradet A.
Satt w;; = w(z;, di;). Givet en stationér och isotrop process ér w;; den betingade sannolik-
heten att observera en ytterligare punkt inom ett avstand d,; frdn en punkt x; av processen.
For punkter x; med andel av cirkeln utanfér A och =; med hela cirkeln innanfér, som i Figur
8, &r w;; # wj;. Da vi tar inversen av vikterna far punkter med andel av cirkeln utanfér A
storre vikt &n punkter med hela cirkeln innanfér A. Fér de punkter med hela cirkeln innanfor
omradet A &r w(x;,d;;) = 1. En véntevirdesriktigt uppskattning av E[Nx (By)] dr saledes

E[Nx(Bo)=n""> " > w;" 1{dy <r}. (2.16)

i=1j=1,j7#i

Genom att uppskatta A med (n — 1)/|A|, i enighet med funktioner ur spatstat paketet [1],
dér n dr totala antalet punkter av processen i A far vi Ripleys uppskattning av K-funktionen
(6]
K(r) = (n(n—1))"YA4] Z Z wi;' {di; <7} (2.17)
i=1 j=1,j#i

Att anvinda n — 1 istéllet for n gor ingen skillnad for stora n. Denna uppskattning ar en
approximativt viinteviirdesriktig! skattning av K (r) for tillrickligt sma r. Restriktionen pa
7 beror pa att viktfunktionerna kan bli obegrinsade d& r blir for stort.
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Figur 7: Illustration av kanteffekter ddr vi visar att efter val av A har en punkt inga grannar inom
radie r inuti A och ddrmed fdrre dn forvintat.

IDet vill sdga da n — oo, gar forviantningsskevheten asymptotiskt mot 0.



Figur 8: Illustration till Ripleys viktfunktion for korrigering av kanteffekter, ddr en punkt som ligger
ndrmare kanten av A tilldelas en stérre vikt for att kompensera for kanteffekter.

2.5 ’Minimum contrast’-metoden

For punktprocesser blir det traditionella valet av ML-metoden vid parameterskattningar ofta
ett problem eftersom likelihoodfunktionen kan vara svarhanterlig da den inte har en sluten
form for den valda modellen. Ett alternativ kan da vara MCM som kan liknas vid en minsta-
kvadratmetod déar vi istdllet for en summa anvinder en integral och minimerar avvikelsen
mellan S(t;0) och S(t), den teoretiska respektive uppskattade sammanfattande statistikan.
Dérmed uppskattas parametervektorn 6§ med det 6 s att integralen (2.18) blir sa liten som
mojligt.

D) = /:O w(t) (8()° - s(t H)C)pdt (2.18)

I detta projekt anvindes K-funktionen som sammanfattande statistika. Da aterstar valet
av integrationsgranserna v och tg, viktfunktionen w(t) samt konstanterna p och c. Enligt
Diggle [2] antyder tidigare simuleringar och observationer att ¢ = 0.25 och w(t) = 1 &r
rimliga val for klustrade punktmonster, sdsom t.ex. realisationer av Thomasprocessen, och
valdes darfor att anvindas i projektet. Dartill &r p = 2, likt minsta kvadratmetoden, vanligt
férekommande.

For varat val av sammanfattande statistika kan vi av definitionen (2.6) konstatera att
v = 0 &r ett naturligt val av undre integrationsgréans eftersom t betecknar ett avstand.

Valet av ty ar centralt i detta projekt och diskuteras mer utforligt lingre fram i avsnitt
3.1. Saledes reduceras (2.18) till

D(9) = /0 . (K(t)o-% ~K(t: 9)0-25)2 dt. (2.19)

For att ater referera till Diggle rekommenderas att ¢y inte véljs storre &n 0.25min(a, b)
for rektanguléra omraden med sidlingder a och b, vilket utnyttjas i avsnitt 3.1. Vi kommer
att anvinda (2.19) genom R-funktionen mincontrast for uppskattning av 6. I enighet med
diskussionen ovan om val av konstanter ar dessa standard i mincontrast-funktionen.

2.6 Anpassningstest

Sa smaningom kommer vi vara intresserade att se om valet av Thomasprocess ar ett 1ampligt
val for att beskriva nervdatan. Darfor behovs ett sidtt att méta om en vald modell passar
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tillhoérande data.

Vi bérjar med att konstruera ett Monte Carlo-test med teststatistika baserad pa G-
funktionen. Den bestar av G4 (t) uppskattad fran observerad data och G4(t), i = 2, ..., s fran
s — 1 stycken simuleringar frén den anpassade Thomasprocessen, uppskattade med (2.1).
Dessa jamfors mot G;(t) = 5 D i G,(t), som &r ett medelviirde for alla G(t) utom for
index i. G-funktionen uppskattas for varje t € [0, min(a, b)], vilket ger

0= Y (G - G’

t

Varje g; d4r en summa av den kvadratiska skillnaden mellan G-funktionen uppskattad fran
datan respektive simulerad data mot ett medelviarde av de s — 1 andra G-funktionerna. Da
vi vill testa om den observerade datan ar en realisation av den anpassade Thomasprocessen,
vill vi jAmféra g; mot simuleringarna av modellen. Testet gar darfér ut pa att vi rdknar hur
manga g; som ar storre an g1, vilket ger oss ett uttryck fér p-vérdet,

1 S
p-vérde = — ;_1 (9i = g91)

Fo6r Thomasprocessen finns en sluten form pa K-funktionen och vi anvinder den f6r att
skapa ett liknande Monte Carlo-test. Har summerar vi den kvadratiska skillnaden mellan den
uppskattade K-funktionen (2.17) med den teoretiska, vilket i vart fall &r (2.14). Detta leder
till teststatistikan med uppskattade x och o,

b= 3[R 2 it - )

t

Med motsvarande uttryck fér p-virdet

1 S
p-virde = B Zl(ki > k).

=1
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3 Utforande

3.1 Simuleringsarbete

For att understka thomasprocessens kénslighet for ¢y genomfordes en simulationsstudie med
R-paketet spatstat. Specifikt anvindes rThomas for att generera realisationer av Thomaspro-
cesser, samt thomas.estK for parameteruppskattning. thomas.estK utfor MCM med kant-
korrigering, K-funktionen samt standardvirden ¢ = 0.25 och p = 2. For att underséka in-
tegrationsgrénsen simulerades ett flertal realisationer av Thomasprocessen med x = p = 10
och ¢ = 0.05 i en enhetskvadrat. Fran dessa uppskattades parametrar med MCM f{or flera
integrationsgrinser ¢y i intervallet [0, 0, 6]. Resultatet illustreras i figur 9.

\ — Meand’

\ Simulated 6°

\ — Trueo®

\ — Logaritmic mean of "

T T T T T T T T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
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Figur 9: Figurerna ovan visar parametrar r (vdnster) och o? (hoger) uppskattade genom MCM
fran 100 simulerade Thomasprocesser, som funktion av integrationsgrinsen to. De grda linjerna
representerar parametervdardet for varje enskild realisation av Thomasprocessen. Den svarta linjen
representerar medelvdrdet av alla realisationer, den magenta det logaritmiska medelvdrdet och den
roda det faktiska vdrdet pda parametern.
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Figur 10: 1000 realisationer & och o>.

Detta upprepades sedan for ett flertal olika o mellan 0 och 0,2. For alla dessa tenderade
de uppskattade parametrarna att fluktuera kraftigt fram till ett visst ¢, dar de planade ut,
se figur 11. Dessa utplaningspunkter hittades genom att forst kasta bort hégsta och minsta
virdena av k. Dérefter valdes det hogsta to diar nagot & lag utanfor ett visst intervall, har valt
till inom halften av nést minsta virdet och dubbla nést storsta véardet. Utplaningspunkter
som funktion av o kan ses i figur 12.
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Figur 11: Uppskattat k som funktion av integrationsgrinsen to for o = 0.02 (vinster) respektive o =
0.08. Notera hur bida varierar kraftigt fram till en utplaningspunkt markerat med en lodrdt streckad
linje
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Figur 12: Utplaningspunkt to av & till vinster och &% till hoger som funktion av o. Notera att kring
o stérre dn 0.1 verkar ett linjirt samband stémma lite simre. Féor 62 fungerade dven tvé virden illa
wmnan o = 0.1

For att noggrannare undersoka kénsligheten studerades beloppet av differenskvoten

Ri(to + At) — i(tg — At)
At ’

dér & ar den uppskattade parametern k, At ar litet, har valt till 0.001 och ty &r vdrdet pa
integrationsgréinsen, hir valt néra standardvéirdet 0.25. Vardet pa differenskvoten for olika
o med k = p = 10 kan ses i figur 13. Notera hur virdet blir mycket stort vid o = 0.13, da
utplaningspunkten hamnar efter ¢ty = 0.25.

2 I g e o o
3 o 8
0 Simulerad data 0 Simulerad data @
- Medelvarde °© . 3 - Medelvarde
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Figur 13: Graferna ovan visar differenskvoten av de MCM-skattade parametrarna kring to = 0.24
som funktion av o. Notera hur medelvirdet (vinster figur) sticker ivig ungefir vid o = 0.13, vilket
ar var utplaningspunkten hamnar bakom to = 0.24, vilket drastiskt 6kar differenskvoten.
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I figur 14 visas (k — k)2 och (6 — 0)?, & och & ér de uppskattade parametrarna fran
en process med sanna viarden x och o. Detta gors for flera olika tg. Man kan tydligt se att
variationen ir stor fram till utplaningspunkten, varefter (6 — ¢)? planar ut, medan (& — k)
landar pa en svag men tydlig 6kning. Ett optimalt val av ty bor saledes ligga sa néra efter
utplaningspunkten som maojligt.
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Figur 14: Genomsnittligt kvadratiskt fel for & (vinster) och & (higer). Samma parametervirden som
ovan, kK = 10 och o = 0.05

3.1.1 Overskattning av &

Under simuleringsstudien observerades hur medelvirdet av parameterskattningen 4 har en
svag positiv lutning, vilket kan ses i figur 10 och 14. Det innebér att om integrationsgransen
to viljs for stort kommer vi i genomsnitt 6verskatta parametern och det récker alltsa inte
enbart att ta hansyn till utplaningspunkten vid val av .

Ytterligare simuleringar genomfordes for att se om detta beteende var unikt for Ripleys
kantkorrigering som anvidndes under simuleringsstudien. Figur 15 nedan visar att s inte &r
fallet.

De kantkorrigeringar som ses i figuren kallas granskorrigering och translationskorrigering.
Grénskorrigering innebér att man utesluter de punkter som ligger pa ett avstdnd mindre &n
to fran omradesgransen till A. Translationskorrigering av K-funktionen ges av

: IR R 4]
Korans(t) = = Z Z 1{d;; < t}m (3.1)

i=1 j=1,j#i

dér \ Ar nagon uppskattning av .
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Figur 15: & med granskorrigering (vinster) och translationskorrigering (héger).

3.1.2 Val av ¢y

For ty ldgre &n utplaningspunkten blir uppskattningen dalig, men ett hégre to tenderar att
overskatta k, saledes &r det Onskvért att integrera upp till utplaningspunkten vid MCM. 1
appendix, A.1l, finns en genom simulering framtagen tabell att tillgd dar utplaningspunkten
for olika virden av o2 och r finns beriknade. Dessa dr framtagna med 25 simuleringar per
parameteruppsattning. Tanken &r att den kan anvéindas som vigledning vid val av ty. Ob-
servera att tabellen &r berdknad utifrén simuleringar pa en enhetskvadrat. For att 6versétta
uppskattade parametrar berdknade i ndgot annat omrade behéver vi skala & med \/|I| och
& med —+

N

For att anvinda tabellen behovs alltsa k och o men generellt &r dessa parametrar inte
kinda. En strategi for att 16sa detta ar att iterativt uppdatera ¢y efter 6, & och fi, tills dess
att tg ar tillrackligt néra det tidigare.

En annan strategi dr att hitta utplaningspunkten genom att svepa &ver ty ovanifran tills
dess att & lamnar ett band kring det férsta rimliga . Dérefter anvinds ett ¢g lite Gver det
hittade, d& denna metod per konstruktion underskattar det lite.

Dessa strategier implementerades i R, kod finns i appendix. Dessa testades mot standard-
vardet av ty genom att generera ett flertal realisationer av Thomasprocessen for ett par olika
o, darefter lata alla metoderna uppskatta x och o och méta avvikelsen fran sanna véardet.
Resultatet av detta kan ses i figur 16.
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Figur 16: Fel av & med olika val av to, punkter representerar uppskattningar fran enskilda utfall och
linjerna representerar det logaritmiska medelvirdet med de vdrsta extremvdrdena borttagna.

3.2 Nervdatan

Nervdatan bestar av 8 nervmonster fran tva patienter utan diabetesneuropati samt 6 nerv-
monster fran tva patienter med milda symptom. Vi refererar till dessa som grupp 1 respektive
grupp 2.

Resultat fran simulationsstudien ger oss riktlinjer i arbetet med att underséka nervmonst-
ren. Speciellt &r det av intresse att se om Thomasprocessen beskriver nervdatan vil och hur
metoderna som tagits fram i avsnitt 3.1 jAmfor sig med MCM med standardparametrar.
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Figur 17: (Vinster) nervménster fran patient i grupp 1. (Hoger) Nervmdnster fran patient i grupp
2. Mdjligen gar det att se en ndgot mer klustrad férdelning i grupp 2.

3.2.1 Parameterskattningar pa nervmonster

I vanliga fall gar det inte att direkt jamfora parameterskattningar eftersom de sanna parame-
tervirdena inte dr kinda. I detta fall finns dock information fran nervmdénstren att tillgd om
vilka &ndpunkter som hor ihop med respektive baspunkt. Med hjélp av detta kan vi berdkna
mer tillforlitliga parametervirden och jamféra dem med vara egna uppskattningar.

For att uppskatta  fran nervmonstren kan vi helt enkelt anvinda

#baspunkter
Al

/%:
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Fér o utnyttjar vi ML-metoden och att #indpunkterna férdelar sig N(0,0%1) kring re-
spektive baspunkt. Vi far da att

no 2
2 Zi:l €T3
6% === (3.3)

dér z; ar avstandet mellan &ndpunkt ¢ och tillhérande baspunkt. Utforligare berékning
ges i appendix A.2.

Figur 18 visar parameterskattningarna pa nervmonster fran alla patienter fran de tva

olika grupperna. Skattningarna &r framstéllda med ML-metoderna ovan, MCM med stan-
dardparametrar och de tva metoderna som presenterades i 3.1.2.

Group 1 Group 1

8004
L

150

o Svepande
> Herativtty

© Standardparametrar
© MLE

04
L

4
100

2004

T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8

Nervmonster Nervmonster
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© MLE

Nervmonster Nenvmonster

Figur 18: Parameterskattningar av nervménster, grupp 1 och grupp 2.

For grupp 2, nervménster 5, bér ndmnas att skattningen av ¢ med iterativt ¢y togs bort
da den var mer an tio ganger storre dn dn de andra skattningarna.

3.2.2 Anpassningstest pa nervdatan

Vi applicerade ett anpassningstest fran avsnitt 2.6 pa de tillhandahallna nervmonstren. Detta
gjordes med hjélp av simuleringar med envelope funktionen, diar den Gvre integrationsgran-
sen to 1 (2.19) har ar vald som standardvirdet 0.25. Vi skapar en nollhypotes, Hy, {or varje
observerat nervmonster och forkastar utifran signifikansnivan o = 0.05. Nollhypotesen ar for
varje enskilt nervmonster i bada grupperna: Nervmonstret dr en realisation av den anpas-
sade Thomasprocessen. Vi utfér 499 simuleringar for bada teststatistikorna. Vi presenterar
resultaten nedan i tabell 1 och 2. Utifran dessa kan vi i samtliga fall inte férkasta nollhypote-
sen. D& flera tester utfors samtidigt, resulterar det i att nervmonster 7 ur grupp 1 i tabell 1
mojligtvis blivit signifikant enbart pa chans, men da signifikansnivan behover korrigeras for
flera tester, dr &ven detta ett ej signifikant resultat.
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grupp 1 p-varde grupp 2 p-vérde

1 0.09 1 0.21
2 0.74 2 0.48
3 0.51 3 0.43
4 0.67 4 0.96
5 0.13 5 0.14
6 0.25 6 0.14
7 0.04

8 0.89

Tabell 1: P-virden for teststatistikan av G-funktionen

grupp 1 p-varde grupp 2 p-virde

1 0.38 1 0.85
2 0.51 2 0.60
3 0.48 3 0.40
4 0.48 4 0.67
5 0.74 ) 0.47
6 0.46 6 0.62
7 0.60

8 0.59

Tabell 2: P-vdirden for teststatistikan av K-funktionen

[ figur 19 ses tva figurer fran spatstat-funktionen envelope som anviinds i konstruktionen
av p-viardena dér det graa omradet begransas av det minsta respektive storsta uppskattade
G- och K-funktionsvérdena.
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Figur 19: Anpassningstest med G- och K-funktionen fér nervménster 7 i grupp 1.
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4 Diskussion

Som simuleringsstudien visat &r valet av integrationsgrans i MCM viktigt for att fa rimliga
parameterskattningar eftersom resultaten varierar sa pass kraftigt innan utplaningspunkten.
Simuleringarna visade &ven att integrationsgranser storre dn utplaningspunkten tenderar att
ge Overskattade parametrar vilket ocksa behover tas i beaktning. Det dr daremot viktigare
att vélja ett tillrdckligt stort ¢y eftersom konsekvensen av att vélja ett for stort tq inte ar
lika allvarligt som att vélja ett for litet. Ett undantag &r dock om o2 &r stort da forvisso alla
parametrar dr svarskattade. Valet av kantkorrigering verkar ockséa ha en viss inverkan vilket
kan ses i figur 15 dér granskorrigering generellt ger skattningar med storre varians.

Till en borjan verkade resultaten i simuleringsstudien tyda pa att det var mojligt att hitta
metoder for att harleda ett lampligare tg 4n rekommenderade standardvéirden och i forlang-
ningen att forbattra parameterskattningarna. Det visade sig ddremot att standardvirdena i
MCM ér val valda eftersom resultaten inte skiljer sig ndmnvért fran de metoder foreslagna i
projektet. Dessutom kan uppskattningarna bli sapass daliga att de marginella férdelarna &r
en onddig risk.

For att sammanfatta tillvigagangsséttet for att véilja to rekommenderas att tg véljs sa
nira utplaningspunkten som maojligt. Det finns forvisso en del att fortydliga i detta pastaen-
de eftersom utplaningspunkten hér inte har nigon strikt definition. I detta projekt har den
beskrivits med: det ¢y dér parameterskattningarna planar ut och for figur 9 ser vi till exempel
att atagandet att bestdmma exakt var utplaningspunkten ligger &r subjektivt.

Avsnitt 3.1.2 beskriver tva forslag pé ickegrafiska metoder for att vélja ett to néra utpla-
ningspunkten utifran given data. Vi kan se i figur 18 att fér & haller sig alla metoder inom
samma storleksordning medan & kan skilja sig mer. Generellt verkar svepande tyg och MCM
med standardviarden halla sig ndrmast skattningarna med ML-metoden vilket antyder att
dessa metoder &r mer tillforlitliga. Anledningen till detta &r for att skattningarna med ML-
metoden kan anses ligga néra de sanna parametervirdena. Ett problem med ML-metoden
i detta fall &r dock att &ndpunkternas sanna fordldrapunkt snarare ligger vid forsta forgre-
ningen efter baspunkten och &ar saledes lite forskjuten fran baspunkten. Detta resulterar i att
avstanden blir storre och forklarar varfér de uppskattade virdena av o ar nagot storre dn de
fran MCM.

Som ndmnts tidigare har skattningen av o fér nervmonster 5 i grupp 2 tagits bort ef-
tersom den var flera storleksordningar stérre da vi anvianda iterativt to. Detta &r ett exempel
pa hur illa det kan ga da vi gar ifran standardvirden i MCM. En trolig anledning till detta
ar att nervmonstret i detta fall har firre punkter (se figur 20) och dérmed har svarskattade
parametrar. Det gar &ven att forestélla sig att om den iterativa metoden borjar med en dalig
skattning leder det i sin tur till att metoden itererar i fel riktning och gér kommande skatt-
ningar daliga. Koden i appendix B.2 innehaller forsék att forhindra detta men ar inte alltid
tillforlitliga.
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Figur 20: Nervmonster 5 (vanster) och nervménster 2 fran grupp 2.

Anpassningstest som utfordes pa nervmonstren visade att nollhypotesen inte kunde for-
kastas i samtliga fall. Det var enbart ett test som lag under o = 0.05, men efter korrigering for
flera tester forblir &ven det icke signifikant. Det faktum att nollhypotesen inte kan forkastas
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fér nagon av grupperna tyder pé att bada grupperna kan beskrivas med Thomasprocessen.
Déremot sédger det inget om att de patienter med diabetesneuropati har mer klustrade nerv-
monster an friska patienter. Dérfor styrker inte resultaten tidigare forskningsresultat men
reducerar dem inte heller. De skattade parametrarna i figur 18 skiljer sig forvisso mellan
de olika grupperna men ror sig kring samma storleksordning vilket gor det svart att sdga
om parametrarna generellt skiljer sig 4t gruppvis. For det hér fallet presenteras medelvardet
av parameterskattningarna fran de tva grupperna i tabellerna nedan for att fa en tydligare
uppfattning om hur grupperna skiljer sig at. En viss skillnad kan ses dar grupp 2 har mind-
re parametervirden dir ett mindre o tyder pa att nervmonstren i grupp 2 dr aningen mer
klustrade. Diaremot behovs andra statistiska metoder for att med sékerhet faststélla att det
verkligen ar sd. Hypotestest for att undersoka om skillnaden i parametervirdena mellan de
tva grupperna ar signifikant ar ett tillvigagangssatt. Resultaten fran ett sadant test bor i
detta fall ifragasdttas da urvalspopulationen &r sa pass liten.

R o i |
Svepande to 370 x 100 11.6 3.21
Tterativt g 4.35 x 107*  87.7 2.26
Standardparametrar | 3.67 x 10~* 11.7 3.24
MLE 2.98 x 107* 229 3.37

Tabell 3: Medelvirdet av parameterskattningar, grupp 1

R o [i |
Svepande t 232 x 100%* 9.0 3.79
Tterativt ¢ 240 x 1074 - 11.2
Standardparametrar | 2.30 x 10™* 9.04 3.83
MLE 241 x 107* 19.0 3.37

Tabell 4: Medelvirdet av parameterskattningar, grupp 2

Denna studie har fokuserat pa att studera den Ovre integrationsgréansen i MCM med re-
alisationer av Thomasprocessen. Projektet kan l4tt utdkas med ytterligare understkningar,
till exempel hur olika val av viktfunktion w(t) eller konstanter p och ¢ péverkar MCM-
skattningar. Att studera ett annat val av klusterprocess ar ocksé ett alternativ dar Matern-
processen foreslagits. Denna process paminner om Thomasprocessen men skiljer sig med hur
dess dotterpunkter férdelar sig kring respektive fordldrapunkt. For att se om nagon av de
olika processerna &r att foredra gar det att utnyttja envelope-funktionen for att se hur de
olika processerna haller sig inom de punktvisa testerna.

Da projektet har varit simuleringsinriktad &r det onskvért att, om mdojligt, stérka resulta-
ten med teoretiska studier rorande valet av integrationsgrans. Till exempel verkar det finnas
en relation mellan utplaningspunkten och o2 som skulle kunna vara en méjlig ingdngspunkt
vid teoretiska studier.
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A Appendix A

A.1 Utplaningspunkt

Nedan f6ljer empiriskt framtagna utplaningspunkter for olika parameteruppséttningar.

k\e | 001 002 003 004 005 006 007 008 009 010 011 012 013 014 015 0.16 017 0.18 019 0.20
1 1 1L 2 7 1 1 o 1 s 9 2 23 2 s s 2 3 3 3 3
50 10 25 50 5 5 50 50 10 25 5 50 5 5 5 50 5 5 5 5
304 | L 3 2 L 7 4 3 3 6 1B 8 2 2 11 2 3 4 3 3 3
e 50 50 25 10 50 25 25 10 25 50 25 50 50 50 5 5 25 5 5 5
508 | L L 3 1 1 3 3 1 4 & & 2 3 3 03 2 3 3 2 2
. 50 25 50 10 10 25 25 5 25 25 25 5 5 5 5 50 5 5 50 50
712 | o0 L L 3 2 1 3 1 9 1 u 1B 3 8 3 9 2 3 3 3
: 50 25 50 25 10 25 5 50 5 50 50 10 25 5 25 50 5 5 5
916 | o0 2 3 3 2 3 3 o o 1 6 18 1 1 3 3 19 3 3 3
e 50 50 50 25 25 25 50 50 5 25 50 25 25 5 5 50 5 5 5
m2| o 2+ 1 1 2 3 3 7 4 w9 1 1w 2 2w 2P 1 3 3 3
- 50 25 25 25 25 25 50 25 50 50 50 50 5 50 50 25 5 5 5
1325| 9 4L L 3 2 1 7 7 7 9 & 6 3 14 13 11 29 2 3 3
- 25 25 50 25 10 50 50 50 50 25 25 10 25 25 50 50 50 5 5
5 i 1 3 2 3 1 3 o 9 o 6 1 3 & 3 13 3 3 3
1d29 0 50 25 50 25 25 10 25 50 50 50 25 50 10 25 5 25 5 5 5
33| o 4 L 3 2 1 1 4 4 1 9 1 13 138 2 2 1 3 ERR!
- 50 25 50 25 10 10 25 25 5 50 25 25 50 50 50 25 5 5 5
1 1 3 3 1 3 7 4 7 14 6 17 3 29 3 3 29 3 3
19370 0 5% 25 %% s 1 2 0 3 0 3 ¥ % 5 % 5 5 0 5 5
24| 0 2 L 3 2 1 3 7 3 7 1 14 3 19 138 3 3 3 3 3
N 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 25 5 50 25 5 5 5 5 5
: 1 1 3 3 1 3 3 o 1 o 1 3 2 1 3 2 3 ER!
23.45 0 50 25 50 50 10 25 25 50 5 50 50 5 50 50 5 50 5 5 5
1 1 3 3 2 3 7 9 4 1 6 29 3 29 1 3 3 3 3
2550 | 0 55 35 s s 2 2 s % 2 5 2 s 5 s 2 H 5 5 H
o754l 0 L L 1 2 2 2 1 4 4 1 4 ¥ 14 3 14 3 3 ERR!
N 50 50 25 25 25 25 10 25 25 50 25 50 25 5 25 5 5 5 5
" 1 1 3 3 1 1 2 4 4 1 1 3 2 3 3 3 3 ER!
29.58 0 50 25 50 50 10 10 25 25 25 5 50 10 50 5 5 5 5 5 5
P 1 1 3 3 2 1 3 1 3 12 7 13 3 29 3 3 3 3 3
3162 | 0 5% 3 %% s » 1w % 1 5 2 3 5% 5 s 5 5 5 5 H
. 1 3 2 2 3 3 1 o 1 3 3 3 3 3 3 3 ER!
33.66 0 50 25 50 25 25 25 25 50 50 50 5 10 5 5 5 5 5 5 5
; i 1 1 3 2 3 4 4 4 3 3 14 & 3 3 3 3 3 3
35.70 0 50 25 25 50 25 25 25 25 25 10 5 25 25 5 5 5 5 5 5
775 9 L L 1 3 2 1 8 3 4 7 1 18 1 3 29 3 3 3 3
bt 50 25 25 50 25 10 25 25 25 50 50 50 50 5 50 5 5 5 5
1 1 1 3 3 1 o 71 3 o 12 & 3 14 3 3 3 3 3
39.79 0 50 25 25 50 50 10 50 50 25 50 25 25 5 25 5 5 5 5 5
: i 1 1 3 1 1 3 71 4 1 3 2 4 3 3 3 3 3 3
41.83 0 50 25 25 50 10 10 25 50 25 5 5 50 25 5 5 5 5 5 5
P 1 1 1 3 2 1 2 7 9 4 11 9 3 3 3 29 3 3 3
43871 0 5% 35 s s » 1 I 0 ™ 2}/ N 2B 5 H 5 s 5 5 H
591 0 L L 1 2 3 1z oz 4 2 9 138 3 29 3 3 3 ER!
N 50 50 25 25 50 10 50 50 25 50 50 25 5 50 5 5 5 5 5
5 i 1 1 3 2 1 3 4 9 1 m 138 3 3 3 3 3 3 3
479J 0 50 25 25 50 25 10 25 25 50 5 50 25 5 5 5 5 5 5 5
5 a1 1 2 2 1 3 4 1 1 2 3 3 3 3 3 3 3 3
‘)000 0 50 25 25 25 25 10 25 25 5 50 50 5 5 5 5 5 5 5 5

Tabell 5: Observera att to bor vdljas en aning stérre an vad som angivits i tabellen. Berdkningarna
underskattar ndmligen utplaningspunkten en aning per konstruktion.

A.2 Maximum likelihood estimation av o2

Vi antar att varje punkt x; ur ménstret dr oberoende och normalférdelade, N (0, 0?)

L(0) = f(z1, ..., x0]0)

= Hf($i|9)

n
1 -
= H —— 202
-/ 2mo?
i=1
D z%

= (2n0%) " %e 27
Den naturliga logaritmen anvinds pa L(6) for ett mer latthanterligt uttryck.

1(6)

In L(6)
Z?:l x?

202

Vi tar den partiella derivatan pa o och sdtter den lika med noll.

0= oG _ Y=} _n

= %n(ln 21 +Ino?) —

oo o3 o
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n 2
Z':llmi , déir vi multiplicerat 6% med 2= for att korrigera

Detta ger oss uppskattningen 62 =
for forvantningsskevheten.

A.3 y*-férdelning med tva frihetsgrader

Med k stycken frihetsgrader dr férdelningsfunktionen for en x3 fordelad variabel,

v(5.%)
F(z, k)= (A1)
r(3)
Dér ’y(%, 5) ér den undre ofullstdndiga gamma funktionen,
x
v(s,z) = / tsle~tdt. (A.2)
0

Med k = 2 blir (A.2)

F(10)= [ et

Uttrycket i ndimnaren dr gamma funktionen med ett heltal som argument, I'(1) = (1-1)! =1,
séledes blir (A.1)

x

3
F(z,2) = / eTtdt =1— /2,
0

B Appendix B

B.1 Svepande t,

sigmaavt0< —function(dat,plot=FALSE,print—=FALSE, tsteps=100){
#Indata:

#dat ar ett punktmonster innehallande datan vi vill studera

#plot &r en boolean for huruvida vi vill ha en plotav kappa/sigmahatt
# mot integrationsgransen

#tsteps dr hur manga tidssteg man vill ta,

#Forst tittar vi pa geometrin fran datan och tar reda pa skalfaktorn
#geo och maximala t0 som Khatt &r definerat for.
x=dat$window$xrange
x—abs(x[[1]]—x 2]}
y=dat$windowS$yrange
y—abs(y[[1]]—y [[2]}
geo=sqrt(xxy)
tmax=sqrt(x~2+y"2),/2.01
#2.01 for att vi vill vara lite mindre &n hélften for att undvika
#numeriskt strul

#Berikna Khatt sa att det inte behover goras om varje gang.
khatt=Kest(dat,rmax=tmax)
#Initiera lite variabler som kommer behdvas
#Har sparas kappahatt
Kappas=rep(0,tsteps)
#Har sparas sigmahatt
Sigmas=rep(0,tsteps)
#Vektor med integrationsgranserna
t0s=seq(0,tmax,tmax/ (tsteps—1))
#Den hiar kommer bli true nér vi far férsta rimliga kappat
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rimligStart =FALSE
#Index i t0s for utplaningspunkten kommer sparas hér
Utplaningsindex=0

#Loopa igenom integrationsgranserna uppifran.
for(n in tsteps:1){
#Tills dess att vi hittat ett rimligt kappahatt kors den hér delen
if (! rimligStart ){
#Anvind MCM och spara resultatet.
res—thomas.estK(khatt,rmax=t0s|[n]])
Kappas|[n]|=res$modelpar|[1]]
Sigmas|[n|]=res$modelpar[[2]]
#Vi kollar om kappahatt &r rimligt.
#0m det ar det sa kors andra halvan av loopen framéver
#Vi definerar ocksa ett intervall utanfor vilket
#det inte ar utplanat léangre.
if (Kappas|[n||<100xxxy&&Kappas|[n]] >x*y){
rimligStart =TRUE
lowerBound=Kappas[[n]| /2
UpperBound=2x«Kappas|[n]]

}

#Nar vi hittat ett rimligt kappahatt kors den har biten i loopen.
}oelse {
#Vi anviander MCM med tidigare sigmahatt och kappahatt
#som startvirde for optimering.
P=c(kappa=Kappas|[n+1]|,scale=sqrt(Sigmas|[n+1]]))
res=thomas.estK(khatt,startpar = P ,rmax=t0s[[n]|)
Kappas[[n]|=res$modelpar|[1]]
Sigmas|[n]]=res$modelpar[[2]]
#0m vi dr utanfor intervallet for forsta gangen
#har vi hittat utplaningspunkten
urIntervall =(Kappas||n]|>UpperBound||Kappas||n]| <lowerBound)
if (Utplaningsindex==0&&urIntervall){
#Spara UP och tillhérande kappa
Utplaningsindex=n;
UP=t0s[[n]];
kappaUP=Kappas|[n||;
#Skifta tillbaka UP lite da metoden naturligt 6verskattar.
UPmod=t0s[[n+tsteps,/20)]];
kappaUPmod=Kappas|[n+tsteps/20)]];
#Har kan man bryta loopen om vi inte vill plotta

}
#0m man vill ha en plot plottas kappahatt mot t0, med utplanat
#intervall och utplaningspunkten.
if (plot){
plot (t0s, Kappas,type="1",ylim=c(0,UpperBound«2))
lines (t0s,rep(lowerBound,tsteps),col="red’)
lines (t0s,rep(UpperBound,tsteps),col="red’)
if (Utplaningsindex!=0){
points(UP kappaUP,col="magenta")
points(UPmod, kappaUPmod,col="green")

}
}

#Returnera kappa fran t0 lite stérre dn UP,
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#da metoden naturligt underrskattar UP nagot.

if (Utplaningsindex!=0){
return(c(kappa=kappaUPmod,scale=UP/2))

} else {
#0m vi inte hitta nagon UP anvénd default tO
i=min(x,y)/4/tmaxs*tsteps
return(c(kappa=Kappas|[i]] ,scale=Sigmas][[i]]) )

B.2 Iterativt ¢

thomparam <— function(dat,plot=FALSE print=FALSE maxit=15){
#Indata:

#dat ar ett punktmonster innehallande datan vi vill studera

“plot ar en boolean fér huruvida vi vill plotta ut de tO som testas
#print &r huruvida vi vill printa vissa virden (for fels okning)
#maxit 4r maximala antal iterationer, 1agt da metoden oftast testades

# pa manga punktmonster at gangen.

#Forst tittar vi pa geometrin fran datan och tar reda pa skalfaktorn
#geo och maximala t0 som Khatt dr definerat for.
x=dat$window$xrange

x—abs(x[[1]]—x [[2]]

y=dat$windowS$yrange

y=abs(y[[1]]-y [[2]])

geo=sqrt(xx*y)

tmax=sqrt(x~2+y~2)/2.01

#2.01 for att vi vill vara lite mindre &n hélften for att undvika
##numeriskt strul

#Khatt sparas sa det ej behdver rdknas ut varje gang
khatt=Kest(dat,rmax=tmax)

#t0 fran linjé&risering av framtagen tabell. Stdmmer bra om kappa och my inte ar for
smaé.
teot0 <— function(param){
return(1.936«param$modelpar[[2]]—0.0005«param$modelpar|[1]] /geo—0.0013«param$modelpar|[3]] /geo)

}

#Testa default virdet.

t0=geo/4

param=thomas.estK (khatt,Jambda = dat$n,rmax=t0)

if (plot){#omplot plotta kappahatt mot t0
points (param$ctrl$rmax,param$modelpar|[1]],col="red’)

}

#lIterationsréknare

it=1;

#0m vi inte borjade med rimligt sigma sa testar vi nagra t0 till :

if (2xparam$modelpar[[2]]>tmax){
sp=c(kappa—param$modelpar|[1]], scale=param$modelpar|[2]])
t0=3*tmax /4
param=thomas.estK(khatt,startpar=sp,rmax=t0,control=c(maxit=1000),lambda=dat$n)
if (plot ){

points(param$ctrl$rmax,param$modelpar|[[1]],col="red’)
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if (2xparam$modelpar|[2]] >tmax){
sp=c(kappa=param$modelpar[[1]], scale=param$modelpar[[2]])
t0=tmax/4
param—thomas.estK(khatt,startpar=sp,
rmax—t0,control=c(maxit=1000),Jambda=dat$n)

if (plot ) {
points(param$ctrl$rmax,param$modelpar|[1]],col="red’)
}
#0m sigma fortfarande ar daligt ger vi upp och returnerar det vi hade.
if (2«param$modelpar[[2]] >tmax){
if (print ) {
print ("Bad sigma approximation")
}
return(param)
}
#Sen itererar vi antingen till vi natt maximalt antal iterationer
#Eller vi far ett t0 som stdmmer bra 6verens med tidigare parametrar
while (it <maxit&& (t0<teotO(param)||t0>(teot0(param)+0.05%geo))){
#0m vi har rimliga kappa och my anvénder vi linjirisering av
#matrisen for t0.
if (param$modelpar|[1]] /x*y>3&&param$modelpar||3]] /xxy>3){
t0=te0t0(param)
# Annars tar vi lite mer 4n dubbla sigma.
}oelse {
t0=2.5«param$modelpar|[2]]

}

#Vid fels6kning printar vi t0
if (print &&it==1){
print (c("1:t0",t0))

#Vi kollar sa att t0 &r inom mdjliga intervallet

if (t0>0&&t0<=tmax){
sp=c(kappa=param$modelpar|[1]], scale=param$modelpar[|2]])
param=thomas.estK (khatt,startpar=sp,

rmax=t0,control=c(maxit=1000),lambda=dat$n)

#Annars tar vi ett slumpat t0 och forsdker igen

}oelse {
t0=min(max(geo/8,geo,/4+4geo,/8*rnorm(1)),tmax)
param—thomas.estK(khatt, rmax=t0,control=c(maxit=1000),lambda=dat$n)

}

it=it+41
#Plotta punkterna om plot ar pa.

if (plot){
points(param$ctrl$rmax,param$modelpar|[1]],col="red’)

}
#Skriv ut parametrar vid felsdkning
if (print ){
print (¢(t0, param$modelpar|[2]|,param$modelpar|[1]]))

}

#0m vi felsoker vill vi veta om max iterationer naddes
if (it >=maxit&&print){
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print ("Foér méanga iterationer")
#Returnera senaste parametrarna
return(param)
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