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Sammandrag
I det har kandidatarbetet redogér vi for bevis av tre klassiska satser fran talteorin. Vi kommer
att bevisa primtalssatsen, tva- och fyrkvadratssatsen och Dirichlets sats om primtal i aritmetiska
foljder. Till var hjalp tar vi begrepp ifran komplexanalys och Fourieranalys, och arbetet innehaller
darfor ocksa en grundlig teorigenomgang innan sjalva satserna kan bevisas.

Abstract
In this bachelor thesis we outline proofs for three classic theorems from number theory. We will
prove the prime number theorem, Jacobi’s two- and four-squares theorems and Dirichlet’s theorem
on primes in arithmetic sequences. In proving these theorems, methods from complex analysis and
Fourier analys will be needed. Thus, this thesis includes a thorough review of the necessary theory.
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Kapitel 1

Introduktion och repetition

1.1 Syfte och bakgrund

Syftet med detta arbete dr att med hjalp av metoder och resultat fran komplex- och Fourieranalys
bevisa tre klassiska satser inom talteori: primtalssatsen, Jacobis fyrkvadratssats och Dirichlets
sats om primtal i aritmetiska foljder. Denna gren av talteori, det vill siga den del dar matematisk
analys spelar en viktig roll, kallas for analytisk talteori. I detta arbete har vi inte bevisat nagot
som tidigare inte har visats, utan fokus har istéllet legat pa var egen inlérning och att presentera
teorin pa ett tydligt sdtt. Var huvudsakliga kalla ar de tva bockerna Fourier Analysis: An intro-
duction och Complex Analysis skrivna av Elias M. Stein och Remi Shakarchi.

For att fa en battre bild av hur teorin och satserna hénger ihop har vi en mindmap, se Figur
1.1. Nu ska vi g igenom lite mer om varje sats.

Primtalssatsen beskriver den asymptotiska fordelningen av primtal bland de positiva heltalen,
och det visar sig att primtalen blir mindre vanliga da de blir stérre. Satsen formulerades forst av
Legendre och Gauss utifran nagra begavade gissningar i slutet av 1700-talet, men det var ungefar
100 &r senare som Hadamard och la Valleé Poussin obereonde av varandra bevisade satsen med
hjalp av komplexanalytiska metoder. Satsen séger mer precist att om vi later 7(x) vara antalet
primtal mindre an eller lika med x far vi att w(x) beter sig som z/log(z) for ett obegrénsat
viaxande z. For att kunna bevisa satsen kommer vi framst att anvinda oss av komplexanalytiska
metoder sa som residykalkyl och en stor del av beviset ar baserat pa hur den sa kallade zetafunk-
tionen beter sig. Vi kommer strax att se att kopplingen mellan zetafunktionen och primtal &r att
zetafunktionen kan skrivas som en oéndlig produkt bestaende av just primtal.

Fyrkvadratssatsen sager att varje positivt heltal kan skrivas som en summa av fyra kvadrater
och ger en formel f6r hur manga olika sitt detta kan goras pa. Intresset for att studera summor
av kvadrater uppkom redan pa Pythagoras tid da man insdg att i en rdtvinklig triangel kommer
hypotenusan i kvadrat att vara lika med summan av de badda kvadrerade kateterna. Ett bevis
for att varje positivt heltal kan skrivas som en summa av fyra kvadrater publicerades ar 1770 av
Lagrange. Forst ar 1834 hittade Jacobi en formel for hur manga olika sétt ett heltal kan uttryckas
pa som en summa av fyra kvadrater, vilket resulterade i Jacobis fyrkvadratssats. I hans bevis ar en
av de viktigare teoridelarna den om elliptiska funktioner och framférallt teorin bakom thetafunk-
tionen och Eisensteinserierna. Med hjélp av genererande funktioner kan man koppla bada dessa
funktioner till talteorin och dérigenom bevisa Jacobis fyrkvadratssats.
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Figur 1.1: Mindmap 6ver teorin och satserna.

Dirichlets sats om primtal i aritmetiska talfoljder sdger att for varje par av positiva heltal ¢
och £ som saknar gemensamma delare finns det odndligt manga primtal pa formen ¢+ kq, dar k ar
ett heltal. Satsen kan ses som en generalisering av Euklides sats som sdger att det finns odndligt
manga primtal. Sjalvklart var det Dirichlet som ar 1837 publicerade satsen och han bevisade den
med hjalp av komplexanalytiska metoder. Tva huvudingredienser i beviset ar odndliga produkter
och dndliga abelska grupper, dédr vi vill kunna anvinda Fourieranalys pa en dndlig abelsk grupp.

1.2 Riemanns zetafunktion

En av de mest centrala funktionerna i analytisk talteori &r Riemanns zetafunktion, {(s).

Definition 1.1 (Riemanns zetafunktion). For s > 1 definieras Riemanns zetafunktion som

W)=Y (11)

n=1

Teorin for zetafunktionen, sasom dess nollstéllen, dess analytiska fortsdttning och dess koppling
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INTRODUKTION OCH REPETITION KaAPITEL 1

till andra speciella funktioner kommer vi att behandla i kapitel 4. Redan nu kan vi dock beskriva
funktionens remarkabla koppling till primtalen.

Sats 1.1 (Eulers produktformel). Om s > 1 har vi att

¢ = [ — (1.2)

_p—s’
pl p

ddr produkten dr over alla primtal p.

Vi kommer inte att presentera ett rigorost bevis av Eulers produktformel har utan istéllet bara
motivera att det ar troligt att formeln stimmer. Explicit utskrivet har vi att

1 1 1
=1+—=—4+ =4+ —=+....
¢(s) tntgte ™t
Multiplicerat med 1/2% far vi att
1 1 1 1 1
Subtrahera nu denna serie fran Riemanns zetafunktion
1 1 1 1
1-— =1l+—4+—4+—=—+.... 1.
( 25)@(8) +3S+5S+7S+ (1.3)

Vi noterar nu att den termen som foljer ettan i summan &r en trea, vilket i likhet med tva &ven
det ar ett primtal. Om vi gor som tidigare och multiplicerar ekvation (1.3) med 1/3° erhaller vi

1<1_1><(5):1+1+ 1 + ! (1.4)

35 95 1585 21%

Vi foljer samma procedur som tidigare och subtraherar ekvation (1.4) fran ekvation (1.3),

TR Y UL 0 N T
35 95 ) SV T AT e T T s

Héar noterar vi att talet efter ett i summan aterigen ar ett primtal. Faktum &r att det alltid kommer
vara det. Alla icke-primtal har blivit eliminerade, d4 de maste vara en faktor av tidigare tal. Vi
itererar processen over alla primtal, och far, formellt, identiteten

[[Ta-p)c =1, (1.5)

p

vilket ar resultatet vi sokte efter.

Vi noterar att som en foljd av att
lim ¢(s) =0, (1.6)

s—1+
inser man snabbt att antalet primtal &r obegrédnsat. Om vi betraktar varje faktor i produkten
1
sa inser man snabbt att varje faktor &r ett begrdnsat tal storre dn 1, &ven nér s = 1. Hogerledet
déremot divergerar enligt ekvation (1.6), vilket innebér att antalet primtal maste vara odndligt -

det enda sdttet att fa en produkt av dndliga tal att bli odndligt stor ar att ta odndligt manga tal
multiplicerat med varandra.
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1.3 Illustrativa exempel

I stora drag baseras bevisen av satserna i den tredje och sista delen av detta arbete pa metoder
och tankebanor som férmodligen redan dr véilkédnda for l&saren. Satserna i sig behandlar i sin
kédrna beteendet hos vissa sdrskilda sekvenser av tal, men analytiskt dr en talsekvens besvérlig att
arbeta med. Vi véljer darfor att gora omskrivningar till ndgot som vi kan arbeta med, analytiska
funktioner. Malet med samtliga av vara bevis ar helt enkelt att hitta analytiska funktioner som
berdttar for oss hur var sekvens av intresse beter sig. Nu foljer tva enklare exempel, som illustrerar
denna idé.

1.3.1 Att uppskatta n! med Laplaces metod

Vi borjar med att introducera Laplaces metod for uppskattning av integrgler. Beviset uteldmnas,
men bygger pa Taylorutvecklingar och den Gaussiska integralen fooo e k" dx = /7 /k.

Sats 1.2 (Laplaces metod). Ldt ¢ (x) vara en positiv funktion av mazimal exponentiell tillvdat.
Lat ¢(x) vara en reellvird, tva ganger deriverbar funktion, med ¢" (xg) < 0, dar xo ar funktionens
extrempunkt i intervallet [a,b], och s dr en positiv parameter. Da gdller att

b
s
—sé(z) 4 =t s¢(zo)
x)e T ~ xg)e ,
| v T
ndr s vazer obegransat.

Vi skall nu anvinda Laplaces metod i kombination med gammafunktionen I'(s) for att hérleda en
uppskattning for n! som kallas for Stirlings formel.

Sats 1.3 (Stirlings formel). Ndr n vdizer obegrinsat galler att

nl~ (2)" Ve +e),

ddre — 0 dan — oco.

Definition 1.2 (Gammafunktionen). Fér s > 0 definieras T'-funktionen som

(oo}
I'(s) :/ ¥ e du.
0
Sats 1.4. Med hjilp av partiell integration kan man visa att om s dar ett heltal n sa gdller att
I'(n) =(n—-1)L
Speciellt géller att

nl = n”“/ enlosz=2) {4z (1.7)
0

Vi betraktar den hér formuleringen utifran Sats 1.2. Notera att logx — x &r tva ganger deriverbar
och har en extrempunkt fér z = 1. Andraderivatan av logz —x dr —1/22, vilken ir negativ for var
extrempunkt. Integralen i ekvation (1.7) uppfyller alla krav fér att fa anvidnda Laplaces metod,
med ¢(z) = logx — x, och 1(z) = n"*1. Med direkt insdittning enligt Sats 1.2 har vi nu fatt fram

Stirlings formel:
e 27
nl = nnJrl/ en(log:rfz) dz ~ nn+1 end)(l)’
0 n|¢” (1)

6



INTRODUKTION OCH REPETITION KaAPITEL 1

nte (7)) Vaml e,

e
déar € — 0 ndr n — oco.

Det hér tankeséttet gar igen i bevisen vi senare skall dgna oss at. Vi har en intressant sekvens
av tal, i fallet ovan n!, och vill studera dess beteende. Vi gor det genom att hitta en integral,
gammafunktionen, som berédttar ndgot om sekvensen, och utfor istéllet vira manipulationer pa in-
tegralen, d& en integral tillater att man anvinder analytiska metoder. Efter en rad manipulationer
av integralen far man fram ett asymptotiskt beteende for talféljden, vilket visar sig vara Stirlings
formel. I beviset av primtalssatsen foljer man samma princip. Dock kraver manipulationerna dar
mer kunskaper i komplexanalys dn vad vi besitter just nu.

Gammafunktionen &r i sig dven den intressant, och aterkommer i manga satser som vi kom-
mer att behandla. Dar behandlas den som en analytisk funktion da s € C, och utvidgas till hela
det komplexa talplanet.

1.3.2 Genererande funktioner
Att fora 6ver en f6ljd av tal pa integralform &r inte det enda séttet att bilda en analytisk funktion.

Begreppet genererande funktion syftar pa nidgon holomorf funktion G(s) relaterad till en talf6ljd
{an}22, enligt

G(s) = Z ans” . (1.8)
n=0

Vi kan som exempel betrakta de vilbekanta Fibonacci-talen som rekursivt definieras som F,, =
F, 1+ F, o, Fp =0, F; = 1. En genererande funktion till denna sekvens bygger pa foljande
berdkning,

(1—5—s% i F,s" = i F,s™ — i F_q18" — i F_os" =
n=0 n=0 n=1 n=2

=Fy+ (F1 — Fy)s+ Z(Fn —Fy_1—Fh2)s" =5,
n=2

det vill sidga
oo s
E Fps"=——.
n e _ 2
rd 1—-s—s5

For att relatera detta till ndgot mojligtvis mer vélként &r det vért att ta upp Z-transformen
X (an) (2) av en talfoljd {an}, som definieras som
o0

X (an)(2) = anz". (1.9)

n=0
Z-transformen av {F,}22 blir alltsd X (F,) () = 271/(1 — 271 — 272).

Z-transformen &r vanligt forekommande inom signalbehandling for att hantera diskret métda-
ta, eftersom man Overfor en sekvens av tal till en analytisk funktion som sedan gar att behandla.
Sekvenserna inom talteori ar inte som tillimpbar métdata, men vi kan hantera dem pa ett me-
ningsfullt sédtt med samma metoder som i mer tillaimpade fall. Ett exempel ar i bevisen av tva-
och fyrkvadratssatserna, dir sekvensen som anger hur manga sétt ett tal n kan skrivas pa som en
summa av 2 respektive 4 kvadrater har en genererande funktion.

7
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1.4 Repetition av residykalkyl

Vi avslutar var inledning med att repetera stommen i komplex analys, Cauchys sats, och den
relaterade residysatsen.

Sats 1.5 (Cauchys sats). Ldt f(z) vara en holomorf funktion pd en dppen, enkelt sammanhdngade
mdangd © C innehallande en enkel, sluten kurva . Da gdller att

/f(z) dz=0. (1.10)

Sats 1.6 (Residysatsen). Ldt D wvara en dppen, enkelt sammanhdngande delmdingd av C, och
lat z1, 22, ..., 2n, vara dndligt manga punkter © D. Om f dr en funktion definierad och holomorf
i D\{z1, 29, ..., 2n}, och v en enkel, positivt orienterad och sluten kurva i D, som ej gdr genom
nagon av punkterna zi,za, ..., zZn, Sa galler att

j{ f(z)dz = 2m’ZRes(f, 2k),
g k

dar k loper éver all punkter z, som ligger innanfor ~.

En huvudsaklig tillimpning av residysatsen dr berikning av reella integraler, dar huvudidén van-
ligtvis baseras pa att man deformerar en ursprunglig kurva pa ett smart satt. Vi repeterar denna
princip med ett exempel.

Exempel
I:/ de:#, 0<a<l.
r1l+e® sin(ma)
Lat f(z) = 1?:% och betrakta konturen nedan i figur 1.2.
Im
2mi TR
T mi
Re
-R 0 R

Figur 1.2: Konturen som vi integrerar éver.

Funktionen &r holomorf i alla punkter innanfér konturen forutom i z = mi. Lat yp = v1Uy2Uy3U4,
rdknat moturs med ~; som den nedre horisontella linjen. Vi noterar att
az? — T z—mi

(z—m)f(z)=¢ =e%*

14 e? ez_eﬂz"

8
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Vidare ser vi att )
2 — T 1 . .
— = — =-1, da z — i,
ez —_ eTr'L eﬂ'Z
eftersom e* ar sin egna derivata. Darmed ar f’(mé) nollskild sd f(z) har en enkelpol i z = i och
residyn berdknas genom att derivera ndmnaren. Vi far att

az

Res(f, mi) =

Residysatsen ger saledes att

/ f(2)dz = —2mie®™ . (1.11)
TR
Det aterstar nu att understka integralen pa varje del av konturen. Lat
R
I = f(z)dz:/ f(z)dz.
Y1 i

Vi ser att g — I d& R — oo. Vidare har vi att

—R ea(m+27ri) - rR 0T )
(2)dz = / s dr= —62‘””/ doe = —e**™ [p.
s R 1+€w+ ™ _R1+€a:

Samtidigt ser vi att
ea(R"I‘iy)

27
< —_—
= /0 1 + eR—i—zy
vilket gar mot noll dd& R gar mot odndligheten eftersom a < 1. Pa exakt samma sitt far vi att
integralen 6ver y4 gar mot noll for stora virden pa R. Sammantaget ger dessa observationer och
ekvation (1.11) att

f(z)dz

dy <C

R _
V2 € 1

I —e?™Ma] — _2mjet™
Loser vi nu ut I och forenklar far vi att

edm 211 T

I =-2mi — = — — = .
1 _ 62771(1 emia _ p—mia sm(ﬂ'a)
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Kapitel 2
Fourieranalys

Fourieranalys kommer att spela en central roll i alla de tre stora bevisen. Syftet med det hér
kapitlet ar att kort introducera nagra begrepp och resultat som eventuellt inte ar sa vilkdnda fran
en grundlaggande kurs i &mnet. Innan vi gor detta 1at oss forst paminna om den grundlaggande
definitionen.

Definition 2.1. Ldt f vara en ldmplig funktion pa R. Da definieras Fouriertransformen av f som
A o .
o= [ r@etan, cer. (21)
— 00
Lat oss ocksa paminna om att under lampliga forutsattningar géller Fouriers inversionsformel

@) = [ Fe)eX™ € e 1 eR. (2.2)

2.1 Funktionsklasserna § och §,
For varje a > 0 later vi §, beteckna klassen av alla funktioner f som uppfyller f6ljande tva villkor.
(i) Funktionen f &r holomorf i den horisontella remsan

Se ={z€C:|Im(z)| < a}.
(ii) Det existerar ett positivt tal A s att

|f(z + iy) for alla x 4+ iy € S, . (2.3)

S
|_1—|—x2’

Med andra ord bestar §, av alla holomorfa funktioner pa S, som avtar kvadratiskt pa varje
horisontell linje Im(z) = y likformigt i —a < y < a. Vi later dven § beteckna klassen av alla
funktioner som tillhér §, for nagot a, det vill siga § = (J,~( Ta-

Sats 2.1. Om f € §, for ndgot a > 0 sd galler att

/(&) < Be ™l (2.4)

for varje 0 < b < a.

13



FOURIERANALYS KAPITEL 2

Bevis. Vi har att ~
for = [t (2:5)
—o0
Specialfallet d& b = 0 innebir att f(¢) &r begriinsad, vilket foljer fran ekvation (2.5), antagandet
att f uppfyller (2.3) och att e=27%*¢ &r begriinsad av 1. For det allménna fallet 0 < b < a antar vi
forst att & > 0. Betrakta funktionen g(z) = f(2)e™2"%*¢ och konturen i Figur 2.1.

Im

Ly Lo

-R-ib -ib R-ib

Figur 2.1: Konturen i beviset av Sats 2.1 ndar £ > 0.

Da R gar mot odndligheten kommer integralen av g 6ver de vertikala segmenten L, och Lo att ga
mot noll. Till exempel kan integralen av g 6ver L; uppskattas som

/L1 g9(z)dz

Samma uppskattning géller fér Lo. Déarfor, om vi tillimpar residysatsen pa rektangeln och later
R gar mot odndligheten, foljer att

b b
— A
< —R—it —%“—R—”)f‘ dt < / —2mE 4t = O(1/R?).
_/O‘f( it)e S (1/R7)

f(e) = /_ - f(x —ib)e2mi@=b)E 4y (2.6)

vilket ger

N < A
f(f)‘ S / me_%rbf do S Be—Q‘rrbf’

for nagon lamplig konstant B. Liknande argument kan goras for ¢ < 0, men med konturen utbytt
mot en rektangel i det 6vre halvplanet. O

Exempel. Vi ska nu anvinda vara nyforviarvade kunskaper om klassen §, for att kort och koncist
motivera ett sillsamt resultat,

/ 6727rim§ d 1 5
B /]R cosh(mx) T cosh(m§) 27)

Med andra ord vill vi visa att 1/(cosh 7z) &r sin egen Fouriertransform. D4 cosh(t) har exponentiell
tillvaxt, ar det tydligt att den tillhor klassen §,. Vi kan borja med att betrakta samma typ av

14
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kurva som i Figur 2.1, fast med b = —2¢. Vi har alltsa fyra kurvor att integrera langs. Lat ~
beteckna hela kurvan och lat
R e—2mizg
Ip = —da.

_p cosh (7z)
Pa det 6vre linjestycket dar z = x + 2¢ ar integranden lika med

6—27”'(7;-1—21'){ —2mix€

_ e47r£ €
cosh(mzx) cosh(mz)’

alltsa
e—27riz§ e—27riz£ 6—27”'25
——dz=-1 amer —/ ——d —/ ——d
[y cosh(7z) : rte e 1, cosh(mz) : L, cosh(mz) :

Om integralen 6ver de vertikala linjesegmenten gar mot noll for stora R, sa géller det tillsammans
med residysatsen att

. —1
I = QTZW ZRes(f, Zz) y

dar z; betecknar enkelpolerna z; = —i/2 samt zo = —3i/2, med tillhérande residyer —E:f

6_7{_3;5. Vi behover alltsa slutligen verifiera att integranden gar mot noll fér z = R + iy, da R

gar mot odndligheten. Men detta foljer direkt av att |cosh(z)| gar mot noll d& Re(z) gar mot
oandligheten. Alltsa, integralen langs Lo och L4 gar mot noll och detta ger darfor att

och

672771'15 1
| o= i
& cosh(mz) cosh(7¢)

2.2 Poissons summationsformel

Vi kommer nu till ett resultat som relaterar summan av en funktion f i en méangd diskreta
punkter till dess Fouriertransform f . Detta &r ett mycket anvdndbart resultat inte bara inom
analytisk talteori, utan ocksa exempelvis inom signalbehandling. Satsen kommer att anvindas
flitigt framover i kommande kapitel samt i beviset for tva- och fyrkvadratssatsen.

Sats 2.2 (Poissons summationsformel). Om f € § sd galler att

Yo f)y=3"fn). (2.8)

nez nez

Bevis. Antag f € §, och vilj 0 < b < a. Funktionen 1/(e?*** — 1) har enkelpoler med residy
1/(27i) i alla heltal. Funktionen f(z2)/(e**** — 1) har dérmed ocksd enkelpoler vid n € Z med

residy f(n)/(2mi).

Vi vill anvinda residysatsen sa vi infor féljande kontur:

15
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Im
~N —L4ib N+ 3 +ib
—————— & — - ------- —e— ¢ — o ——— - - - ---- —e—1——0— Re
-N -1 —-N -1 0 1 N N+1
—N—%—ib N—|—%—ib

Figur 2.2: Konturen i beviset for Poissons summationsformel. Vi later konturen betecknas med .

Denna kontur kan parametriseras som

v:z=x—1b, me[—N—%,N—F%],NEZ,
_ _ 72:Z:N+%_iya ye[_baba
T=mnUrUrs U= v3: z=x+1ib, me[N—F%,—N—%],NEZ,
74:Z:_N_%+iya yE[b,—b],

Residysatsen ger nu

> fn)= %dz

[n|<N

Om vi later N g& mot oéndligheten ser vi att summan i ekvationen konvergerar mot . f(n).
Vi vill nu visa att integralerna léngs 2 och 74 gar mot noll. Vi uppskattar I, till belopp och far

att
/ZQdd4<
e € —1

</buw+;wm

b |627r'L(N+%+1',y) _ 1| y.

1% fIN+1+iy)

i), e2mi(N+3+iy) _ 1 Y=

|IV2‘ =

(2.9)

Lat oss undersoka det sista uttrycket ovan. Namnaren kan skrivas som

|627ri(N+%+iy) _ 1| — |e—27ry€27ri(N+%) _ 1‘ _ |e—27ry627riNe7ri _ 1| _ |e—27ry + 1| ,NeN.

Med detta insatt i (2.9) fas

|F(N + & +iy)|
‘IV2| S / 727ry2 dy
i<y le?™ +1]

D& f € § har vi enligt (2.3) att

A 1
I </ dy — 0.
| 'Y2| = |y|§b1+(N+%)2 |e—2ﬂ'y_|_1| yN—>oo

16
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Med ett analogt resonemang kan integralen ldngs 4 uppskattas och ddrmed foljer att |I,,| gar
mot noll d& N gar mot oéndligheten.

Alltsa foljer att

Zf(n):}vliinoo(/wﬁgz)ldz—/wﬂﬁz)ldz» (2.10)

neZ

dér v och ~3 ar de tva horisontella linjerna, det vill séga real-axeln forskjutna i det komplexa
talplanet ner respektive upp med b.

Vi anviander nu formeln for en geometrisk summa

1

oo
7:—Zw", for |w|<1.
w—1 =

Vilj w = e2™*, P4 43 har vi 2 = x + ib och far att |w| < 1, s& pa 3 giller att

oo

1 — § e27rinz
e2miz _ | :

n=0

P& 1 har vi z = © — b, vilket ger att |w| > 1. Vi gor d& en omskrivning av den geometriska
summan genom att sétta |w| = 1/|w|, vilket ger att

1 [e.°]
— = w™! z;)w_", for |w|>1.
n=

P& v, géller darfor att

1 0o
__—2miz —2minz
iz 1 e E (& .
e2miz _ |
n=0

Med inséttning av dessa geometriska summor i (2.10) far vi att

f(n) _ f(Z) 6727riz = 627rinz> dz — f(Z) < = e2m‘nz) dz =
o= f{ G o [ (5

neZ v n=0

_ Z f(z)6727ri(n+1)z dz + Z/ f(z)627rinz dz .
V3

n=0""71 n=0

P4 71 har vi att z kan parametriseras som z = x — ib och pa ~y3 far vi z = x 4 ib. Fran (2.6) foljer
nu att

S rm=3 [ reretrar e Y [T e -
n=0Y —x® n=0"Y —>®

neZ
=Y far )+ f=n) =) fn).
n=0 n=0

nez
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Kapitel 3

Hela funktioner

En viktig klass av funktioner dr de hela funktionerna, vilka &r komplexvirda funktioner som &ar
holomorfa pa hela det komplexa talplanet. Klassiska exempel pa sidana funktioner &r polynom och
exponentialfunktioner. Exempel pa icke-hela funktioner &r % och log z. Det finns manga viktiga
begrepp och resultat relaterade till hela funktioner, och det vi framforallt &r intresserade av ar
oandliga produkter, Weierstrafl produktformel, Hadamards faktoriseringssats samt tillvixtordning
hos hela funktioner.

3.1 Oandliga produkter

Givet en sekvens {a, }52; av komplexa tal kan vi konstruera en oéndlig produkt

oo
Han = aijagag. ...
n=1

Vi séger att produkten konvergerar om grénsvérdet av den partiella produkten existerar, det vill

saga om
N
lim a, = P < oco.
N—o0
n=1

Ett nédvandigt krav som garanterar att en odndlig produkt konvergerar &r féljande proposition.

Proposition 3.1. Om Y ° | |a,| konvergerar si konvergerar [[7—,(1 + a,,). Dessutom sd kon-
vergerar den odndliga produkten mot noll om och endast om en av faktorerna ar noll.

Bevis. Vi har att 3 |a,| konvergerar, vilket innebér att vi kan valja N tillrickligt stor s att
lan| < 1/2 for alla n > N, och genom att bortse fran dndligt ménga termer kan vi anta att
lan| < 1/2 for alla n. Vi kan sdledes definiera log(1 + a,) med hjilp av serieutvecklingen for
logaritmen, det vill sdga

2 2’3

o0 n
z nZ
log(1+z)=z—3+§—"'=—n§21<—1> — for 2] < 1.

Denna logaritm har egenskapen att 1 + z = e'°8(1+2) for |z| < 1, vilket ger att

N N

T[] +an) = JJ s +e) = B,

n=1 n=1
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med By = 25:1 by, och dér b, = log(1 + a,). For |z| < 1/2 giller det fran logaritmens serieut-
veckling att |log(1 + z)| < 2|z|. Alltsa har vi att |b,| < 2|a,|, vilket ger oss att

N—o0 N—o0

N
lim By = lim Y b, =B < o,
n=1

da Y |an| konvergerar. Till f5ljd av kontinuitet har vi att e~ gar mot e d& N gar mot oéndlig-
heten. Saledes &r forsta delen av propositionen bevisad.

For att se att produkten endast konvergerar mot noll om en av faktorerna &r noll noterar vi att
om 1+ a, # 0 for alla n géller det att produkten konvergerar mot ett nollskilt tal da produkten
4r en summa av exponentialer. O

Vi gar nu vidare och betraktar odndliga produkter av holomorfa funktioner. For detta behover
vi dock forst paminna om féljande grundldggande egenskaper hos holomorfa funktioner. For den
intresserade aterfinns bevisen pa sidorna 53-55 i Complex Analysis av Stein & Schakarchi.

Sats 3.2. Ldt {fn}52, vara en sekvens av holomorfa funktioner som konvergerar likformigt mot
en funktion f pa varje kompakt delmdangd K av D. Da dr f holomorf pa hela D.

Sats 3.3. Om Sats 3.2 gdller, sd gdller dven att sekvensen {f'} konvergerar likformigt mot [’ pd
varje kompakt delmdingd K av D.

Proposition 3.4. Antag att {F,} dr en sekvens av holomorfa funktioner pd en éppen mdngd
D C C. Om det existerar konstanter ¢,, > 0 sadana att

ch < oo och |Fn(z) —1| < e, forallaz€ D,
sa gdller att
(i) Produkten [[>_, F.(z) konvergerar likformigt pé D mot en holomorf funktion F(z).
(i) Om F,(z) # 0 for alla n, sa kommer

F'(z) o)
F@igﬂ@'

Bevis. (i) For alla z kan vi skriva F,,(2) = 1+ a,(z), med |a,(z)| < ¢,. Eftersom ¢, ar konstanter,
vet vi att uppskattningen &r likformig i z. Det foljer enligt Proposition 3.1 att produkten konver-
gerar likformigt p4 D mot en funktion F'(z). Enligt Sats 3.2 d4r d& F(z) holomorf.

(i) For att visa andra delen av propositionen later vi K vara en godtycklig kompakt delméngd

av D och later
N

Gn(2) =[] Ful2).
n=1
Fran (i) vet vi att G konvergerar likformigt mot F pa D. Sats 3.3 ger oss d& att {G'y } konvergerar
likformigt mot F’ pa K. Eftersom K valdes godtyckligt kommer detsamma att gélla for varje punkt
i D. Alltsa far vi att

G e F
iji N == Z F—Z, for varje punkt i D,

n=1

eftersom |G | dr likformigt begransad underifran. O
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3.2 Weierstrafl produktformel

Weierstrafl produktformel visar att hela funktioner kan faktoriseras, precis som polynom. Som ett
led pa vigen till att visa detta borjar vi med att visa en omvandning till detta pastaende: givet
en sekvens av nollstéllen ar det mojligt att skapa en hel funktion med exakt dessa nollstéllen.

Lemma 3.5. Givet en foljd av kompleza tal, {a,}, dar |a,| = 0o dd n — oo sd existerar det en
hel funktion f som dr noll for z = a, och annars ar skild fran noll.

Den naturliga kandidaten till f ges av produktformeln
fz) =110 -z/an).
n=1

Problemet med denna produkt &r att den endast konvergerar for vissa foljder av {a,}. For att
korrigera detta definierar vi de kanoniska faktorerna.

Definition 3.1. For varje k > 0, definierar vi de kanoniska faktorerna, Ey, som

(1-2) k=0
Ek(z) = { (1 _ z)ez+zz/2+...+zk/k’ k> 1.

Hir kallas k graden av de kanoniska faktorerna.

Det visar sig att vi kan anvinda dessa faktorer fér att fa produkten att konvergera utan att vi
lagger till fler nollstéllen. For detta behéver vi foljande lemma.

Lemma 3.6. For |z| < 1/2 gdller att |1 — Ex(2)| < c|z|F*tt for ndgot ¢ > 0.

Bevis. Da |z| < 1/2, har vi att
1— 2= elog(lfz) _ eijz"’/n7

vilket ger att

oo
2 k .
Ek(z) _ elog(l—z)+z+z (24 42"k _ e¥, dir w = — Z Zn/n
n=k+1

Notera att eftersom |z| < 1/2 har vi att
0 |Z|n—k—1 > )
w| < 25> <MY 270 <oz Rt
n=k+1 3=0
Sérskilt har vi att |w| < 1, vilket ger att
1= Ep(2)| = [1 — €| < d|w] < cle[*.

O

Observera att konstanten c¢ i lemmat ovan ar oberoende av n. I beviset ser vi att vi kan sétta
c = e, vilket ger att ¢ = 2e.

Vi ar nu redo att bevisa Lemma 3.5.
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Bevis av Lemma 3.5. Antag att vi har ett nollstdlle av ordning m i z = 0 och att alla aq,as... ar
skilda fran noll. D4 anvéander vi oss av Weierstraf3-produkten

flz)y=2" H E.(z/an). (3.1)

Vi pastar att denna funktion dr hel med ett nollstdlle av ordning m i z = 0, att den har ett
nollstélle i varje punkt av foljden {a,} och att den i 6vrigt dr skild fran noll. For att bevisa
Lemma 3.5 racker det nu att visa att detta pastdende géller pa disken |z| < R, for ett godtyckligt
positivt R. Vi betraktar de tva fallen |a,| < 2R och |a,| > 2R var for sig. Eftersom |a,| gr mot
oandligheten ser vi att det finns ett begransat antal termer i det forsta fallet. Det hér ger att den
begrinsade produkten ar noll i alla z = ay,, dér |a,| < 2R. For |a,| > 2R har vi att |z/a,| < 1/2.
Frén Lemma 3.6 far vi att

n+1

< C
— on+1l’

|1 — E,(z/an)| < ¢

n

dér c ar oberoende av n enligt observationen ovan. Enligt Proposition 3.4 har vi att produkten

H En(z/an>

lan|>2R

definierar en holomorf funktion for |z| < R och som inte dr noll pd denna cirkelskiva. D& R > 0
ar godtyckligt har vi harmed lyckats konstruera en hel funktion f som endast forsvinner i z = a,,
och vi har bevisat Lemma 3.5. O

Sats 3.7 (Weierstral produktformel). Ldt f vara hel med nolistillen i {a,}, ddr ai,as... dr skilda
fran noll och med ett nollstille av ordning m i z =0 och. Dd kan f skrivas som

£(2) = 93 zm f[l E, (:n) : (3.2)

dir g(z) dr en hel funktion.
Bevis. Enligt Lemma 3.5 ar .
z
ne I ()
en hel funktion med samma nollstéllen och
)
f1(2)

ar hel och saknar nollstéillen. Det ricker dirfor att visa att vi kan skriva h(z) = e9(), for nagon
hel funktion g(z), vilken vi kan skriva som

h(z)

g(z) = log h(0) + /Z };L/((:j)) dw

0

Eftersom h &ar en hel funktion utan nollstéllen har vi att ¢ ar en hel funktion. Loser vi integralen

ovan far vi att
h(z) = 9%,
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Vi har alltsa att

3.3 Hadamards faktoriseringssats

Vi ar nu redo att introducera Hadamards faktoriseringssats som forfinar en av Weierstrafl pro-
duktformel. For att kunna gora detta behoévs dock begreppet tillvixtordning for hela funktioner.

Definition 3.2. Ldt f vara en hel funktion. Om det finns ett positivt heltal p och tvd konstanter
A, B > 0 sadana att
If(2)| < AePlE" for alla z € T, (3.3)

sager vi att f har tillviztordning < p. Vidare definierar vi ocksa tillviztordningen av f som
ps = inf p.

Exempelvis har vi att tillvixtordningen for funktionen e ir exakt lika med 2, medan for ett
godtyckligt polynom p(z) &r tillvixtordningen noll. Foljdsats 3.7 visar att en hel funktion f med
nollskilda nollstallen {a,}2%; kan skrivas enligt ekvation (3.2). Hadamard visade dock att for
hela funktioner med &ndlig tillvixtordning kan graden for de kanoniska faktorerna betraktas som
konstant, och funktionen g(z) ar da ett polynom.

Sats 3.8 (Hadamards faktoriseringssats). Antag att f ar hel och har tillviztordning p. Lat k vara
ett heltal sadant att k < p < k+ 1. Om ay,as,... dr nollstdllen till f och dr skilda fran noll, sa

gdller att
_ P(z).,m E z
flz)=e z I I & (an) ,

n=1

ddr P dr ett polynom av grad < k, och m dr ordningen av nollstdllet till f ¢ z = 0.

Vi kommer behova denna sats i vira senare studier av zetafunktionen, {(s), men vi uteldmnar
beviset. For den intresserade ldsaren hénvisar vi till Complex Analysis av Stein & Shakarchi,
kapitel 5 avsnitt 5.
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Kapitel 4

Gamma- och zetafunktionen

I det hér avsnittet kommer vi att studera teorin for gamma- och zetafunktionen, tva viktiga funk-
tioner inom bland annat talteori. Teorin vi behandlar i detta kapitel har delvis utvecklats specifikt
for att bevisa primtalssatsen, en av vara tre stora satser.

Gammafunktionen har haft en betydande roll i den matematiska historien och manga framtré-
dande matematiker har dgnat mycket tid &t denna funktion. Philip J. Davis har dokumenterat
gammafunktionens historia i en artikel, i vilken han skriver att varje generation har funnit nagot
intressant att siga om gammafunktionen och att nésta generation formodligen ocksd kommer att
ha det.!

Riemanns zetafunktions anvindningsomrade dr minst lika stort som gammafunktionens och an-
véands inom allt fran sannolikhetsldra och statistik till fysik. Zetafunktionen kommer att vara en
huvudpelare till bron vi bygger fran komplexanalysen till den analytiska talteorin.

4.1 Gammafunktionen

Definition 4.1. For kompleza tal s € C med Re(s) > 0 definieras gammafunktionen som den
konvergenta integralen

o0
I'(s) = / e ttsThdt (4.1)
0
och kan ses som en funktion som generaliserar fakulteten av ett heltal.

Vi kommer dven att se att gammafunktionen med hjilp av analytisk fortsiattning kan utvidgas
till det komplexa talplanet for alla s som inte dr negativa heltal eller noll. Innan vi bevisar detta
paminner vi dock forst om féljande grundldggande sats fran komplexanalysen.

Sats 4.1. Antag att F(z,s) dr definierad for (z,s) € D x [0,1], ddr D dr en dppen delmdngd i C.
Antag vidare att F uppfyller foljande egenskaper

(i) F(z,s) dr holomorf i z for varje s.

(i) F ar kontinuerlig pa D x [0,1].

IDavis, P. J. (1959). Leonhard Euler’s Integral: A Historical Profile of the Gamma Function", The American
Mathematical Monthly, Vol. 66, No. 10 (Dec., 1959), pp. 849-869.
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Da galler det att funktionen f definierad pa D som

ar holomorf.
For bevis av satsen hanvisar vi till Complex Analysis av Stein och Shakarchi sida 56.
Proposition 4.2. Gammafunktionen ar holomorf i halvplanet Re(s) > 0.

Bevis. Det ricker att bevisa att integralen i ekvation (4.1) definierar en holomorf funktion pa
varje remsa

Ss,v = {0 < Re(s) < M}, (4.2)

dar 0 < § < M < oo. Notera att om vi later o beteckna realdelen av s far vi att
‘efttsfl| — efttafl

Detta ger att integralen
o0
I'(s) :/ e tts 1 dt,
0

som definieras av att gransvérdet
1/e

lim e s de,
e—=0 J,_

konvergerar for varje s € Ss pr. Lat

1/e
F.(s) = / e tts T dt.
€

Om {F.} ar en sekvens av holomorfa funktioner som konvergerar likformigt till I' pa varje remsa
Ss,v far vi fran Sats 3.2 att I' 4r holomorf pa halvplanet Re(s) > 0. For att visa att F, &r en
holomorf funktion definierar vi forst

G(s,t) = e 1t571,
Hér dr G definierad fér méngden
(Svt) € 55,M X [67 1/8] (43)

Funktionen G &r en holomorf funktion i s for varje ¢ och ar kontinuerlig p4 méngden (4.3). Detta
ger att G uppfyller alla egenskaper for Sats 4.1 som ger att {F.} ar en sekvens av holomorfa
funktioner pa remsan Ss 5r. Kvar att visa ar att £, konvergerar likformigt till I' pa remsan. Notera
forst att

o0

IT(s) — F.(s)] g/ e*tt‘HdtJr/ e ot at. (4.4)
0 1/e

I den forsta integralen édr e~! begrinsad, vilket ger att

€ € to t=¢e 66
/ ett"ldt‘ g/ tohdt = [} <=,
0 0 i PRR Y
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da 0 < e < 1. Det hér ger att den forsta integralen i (4.4) gar likformigt mot noll pa remsan Ss ps
nér & gar mot noll. Den andra integralen i (4.4) kan uppskattas som

/ e o de
1/e

Uppskattningen ovan ger att dven den andra integralen i ekvation (4.4) konvergerar likformigt
mot noll nédr e gar mot noll. Ddrmed har vi visat att F. konvergerar likformigt till I' pa remsan
557 M- O

g/ e_ttM_ldtSCQ/ e 2 qt.
1/e 1/e

4.2 En analytisk fortsiattning av gammafunktionen

Vi har tidigare noterat att gammafunktionen inte dr definierad péa hela det komplexa talplanet.
Faktum ar dock att vi kan utvidga var definition av gammafunktionen och visa att det existerar
en meromorf funktion definierad i hela € som &r identiskt lika med gammafunktionen i hogra
halvplanet. Vi séger alltsa att denna funktion, som ar definierad i hela C, &r den analytiska
fortsittningen av gammafunktionen, och vi fortsétter att beteckna den med symbolen I'. For att
visa detta behdver vi féljande lemma.

Lemma 4.3. For alla s € C sadana att Re(s) > 0 gdller att
I(s+1)=sI(s).

Bewvis. Lat € > 0. Vi har att

1 1 1
= d € €
/ — (e7't*) dt = —/ e 't dt + s/ e il
€ dt &€ &€

och noterar att vansterledet forsvinner da e gar mot noll. Det foljer att I'(s + 1) = sI'(s). O

)

Som en konsekvens far vi fran upprepning av lemmat ovan att
P(n+1)=n!

for varje positivt heltal n om vi utnyttjar att

ra = /000 e tdt = [—e_t]go =1

Vi gar nu vidare med att utvidga Gammafunktionen till hela det komplexa talplanet.

Sats 4.4. Funktionen I'(s), inledningsvis definierad for Re(s) > 0, kan med analytisk fortsattning
utvidgas till en meromorf funktion pa hela det komplezxa talplanet. De enda singulariteterna till T
ar enkla poler i de icke-positiva heltalen. Residyn for I' vid s = —n dr

Res(T', —n) = (—nl')"
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Bevis. For att bevisa satsen racker det att utvidga I till varje halvplan Re(s) > —m, ddr m > 1
ar ett heltal. For fallet Re(s)> —1 sétter vi
I'(s+1
Fy(s) = T D

s
Eftersom I'(s + 1) dr holomorf i Re(s)> —1 fas att Fy ar meromorf f6r Re(s)> —1 med en
singularitet i enkelpolen s = 0. Vi vet att T'(1) = 1 vilket ger att funktionen Fj i enkelpolen s = 0
har residyn 1. Om Re(s)> 0 fas fran Lemma 4.3 att

I'(s+1
Fi(s) = % =T(s).

Detta ger att F; utvidgar T'(s) till en meromorf funktion pd Re(s)> —1. Om vi nu gér pa samma
satt for en funktion F, pa halvplanet Re(s)> —m, dar m > 1 &r ett heltal, far vi att

I(s+m)
(s4+1)...(s+m—2)(s+m—1)

F,.(s) = S

P& samma sétt som ovan far vi att F,,, 4r en meromorf funktion pa Re(s)> —m med enkelpoler i
s=0-1,...,—m+ 1. Residyn for F}, i en enkelpol s = —n dr da

ReS(Fma —’I’L) :qg@n(s+n)Fm(S) =
. [(s+m) _
_sgr{ln(s—’_n)s...(s—kn)...(s—|—m—1) N
= lim Lls+m) =
Cssens. . (s+n—1)(s+n+1)...(s+m—1)
L(—n+m)

C(=n)...(=DHD ... (—n+m—1)
B I'(—n+m) B
C(=n)...(-D(-—n+m—-1)!

B (—n+m—1)! (=
C(=n)...(-D(=n+m-1!  nl

I utrdkningarna ovan har vi anvint att I'(n+ 1) = n!l. For Re(s) > 0 far vi frdn samma lemma att

— I'(s+m) B
Fm(s)is(8+1)...(s+m—2)(s+m_1) -

_ F(3+m—1) _ _F(S—i—l)_

Cos(s+1)...(s+m—2) _"'—f—lﬂ(é’).

Detta ger att F, utvidgar I till en meromorf funktion pd Re(s)> —m med singulariteter i enkel-
polerna. Om vi nu tar en funktion Fj, dir 1 < k < m, har vi att F,,, = F}, pd Re(s)> —k. Fran
detta far vi att I" har en analytisk fortsdttning till en meromorf funktion péd hela det komplexa
talplanet. O

Vi fortsdatter nu med nagra viktiga egenskaper som I'-funktionen besitter.

Sats 4.5. For alla s € C gdller att

T(s)(1—s) = —

sinws’
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For att bevisa satsen behdver vi féljande lemma.

Lemma 4.6. For 0 < a <1 gdller att

oo a—1
/ Y odv= (4.5)
o l1+w sin Ta

Bevis. Genom att gora variabelbytet v = e® far vi att

oo ,.a—1 oo ax
/ Y dv:/ ¢ dx
o l1+w oo 1t €7

Denna integral kan berdknas med hjilp av residykalkyl 6ver en kontur i 6vre halvplanet. Detta &r
redan gjort i forsta integralexemplet i Kapitel 1, vilket visade att integralen ar lika med 7/ sin 7a.

O
Beuis av sats 4.5. Vi noterar att for s € (0,1) ger variabelbytet u = vt att
IN(1-s)= / ety du = t/ e Yt (vt) "% dv.
0 0
Med hjélp av detta och Lemma 4.5 far vi att
oo
I(1-s)(s) = / e I (1 — ) dt
0
:/ e t(t)s ! (t/ e Ut(vt)~* dv) d¢
0 0
= / / ety =5 qude
o Jo
o0 —s
= / ' v
0 1 + v
B m oo
~ sinm(l—s) sinws’
O

Vi fortsétter nu att studera gammafunktionen genom att istéllet betrakta 1/T'(s).
Sats 4.7. Gammafunktionen har foljande egenskaper

(i) 1/T(s) dr en hel funktion med enkla nolistillen ¢ s = 0,—1,—2,... och dr annars skild fran
noll.

(i) 1/T(s) har tillvdaxt
1
< 02\s|log|s\.
‘ms)’ -
Detta ger att 1/T(s) har tillvixtordning 1, det vill siga for alla € > 0 finns ett c(e) sadant
att

< c(s)ecﬂsllﬂ .

I'(s)
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Beuis. (i) Fran Sats 4.5 har vi att

1 :r(l_s)sinws
s

) - (4.6)

Vi vet att T'(s) har enkelpoler vid s = 0, — 1, — 2,... vilket ger oss att I'(1 — s) har poler vid
s=1,2,3,.... Vivet dven att sin(ms) har enkla nollstillen vid alla heltal, s alla positiva nollstéllen
kancellerar enkelpolerna for I'(1 —s). Detta ger att 1/T" har enkla nollstéllen vid s = 0,—1,—-2,....

(#9) Vi utgar fran Definition 4.1 for I' som for Re(s) > 0 ger att

o) 1 oo
F(s):/ e_tts_ldt:/ e_tts_ldt+/ e tts T dt.
0 0 1

Genom att potensserieutveckla e™* och integrera termvis far vi att

T
/ ettt dt = Z ———— for Re(s) > 0,
0

nl(n + s)

vilket ger

L(s)=) n!((:fs) + /1 Tty

n=1
Sétter vi in detta i (4.6) far vi att

%s) = (i n!(éz_lin_ s)) sin;rs + (/100 et dt) sinTws’ for s € C. (4.7)

n=1

Vi visar forst att for o =Re(s) har vi att
oo
/ et dt < 6(a+1)log(a+1)'
1
Vilj n sd att 0 < n < o+ 1. Detta ger att

oo oo
/ e 7 dt < / e t"dt=T(n+1)=n! <
1 0

<n" = 6nlogn < e(a+1) log(o’+1).

Vi anvénder nu detta fér att uppskatta integralen

oo oo
/ ettsdt‘ < / e—tilol qp < ellol+1) 108l +1).
1 1

Fran Eulers formel fas att |sin7s| < e™l¥l, vilket tillsammans med uppskattningen ovan ger att
den andra termen i (4.7) kan uppskattas som

’(/oo Jp— dt> sinms
1 i

Nu aterstar det att begridnsa termen

< cellslFDIoa(sl 1) grls| < o geals|log]s], (4.8)

> " sin s
Zn!(ri—&-i—s) T’ (4.9)
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i (4.7). Problemet hér &r ndr vi i summan far noll i ndmnaren, det vill siga nér (n+1—s) =0,
vilket sker nér vi dr néra ett heltal. Det finns alltsa tva fall att betrakta, ett dér [Im(s)| > 1 och
ett dir [Im(s)| < 1. T det forsta fallet nér [Im(s)| > 1 har vi inga problem och uttrycket till belopp
domineras av sinustermen, vilket ger att uttrycket &r begrinsat av e™!s.

For att undersoka det andra fallet ndr vi befinner oss néra realaxeln viljer vi k till att vara
ett heltal s& att k — 1/2 < Re(s) < k+ 1/2. For k > 1 kan vi ta ut termen som kan ge att
ndmnaren ar noll i summan, alltsa

> sinms sinms (=)™  sinws
S UL - .
; n+1—s) T (=1) (k—l)!(k—s)+n§1n!(n+1—s) T

For den forsta termen konstaterar vi att singulariteten i s = k ar hévbar, da sin ws férsvinner vid
alla heltal k. I den andra termen &r summan begrinsad av e™/*.

For k < 0 far vi fran vart antagande att Re(s) < 1/2 ddr summan &terigen ar begrénsad av
e™lsl. Vi har ddrmed bevisat att (4.9) dr begrinsad av e®*| och beviset #r klart. O

I Kapitel 3 visade vi att hela funktioner kan skrivas som en oéndlig produkt. I och med att 1/T'(s)
ar en hel funktion med tillvixtordning 1 far vi féljande sats.

Sats 4.8. For alla s € C gdller att
L =e7%s ﬁ (1 + i) e s/
I'(s) et n ’
ddr ~y kallas Eulers konstant och dr definierad som
N
=1 — —log N.
v = lim Z — —log

N—o0

Detta foljer av Hadamards faktoriseringssats som vi introducerade i Kapitel 3.

4.3 Riemanns zetafunktion

Definition 4.2. Fior s > 1 definieras Riemanns zetafunktion som
9= L.
n=1 n
Som vi tidigare har ndmnt dr denna funktion fundamental inom analytisk talteori i allménhet och

primtalssatsen i synnerhet.

Egenskaperna hos zetafunktionen hénger nira samman med gammafunktionen och, precis som
for gammafunktionen, finns det en analytisk fortsdttning i det komplexa talplanet. Vi kommer
dven se att funktionen &r symmetrisk runt linjen Re(s) = 1/2 och studera hur ((s) véixer kring
Re(s) =

Proposition 4.9. Serien som definierar ((s) konvergerar for Re(s) > 1, och funktionen  dar
holomorf i detta halvplan.
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Bevis. Lat s = o + it, dir o,t € R. Da géller att

_s‘ _ —slogn‘ _ e—alogn -0

In e =n
Om vi nu har att ¢ > 1+ § > 1 sd kommer serien som definierar ¢ att vara likformigt begrdnsad
av den konvergenta serien Y oo 1/n1*%. Detta medfér att serien Y 1/n® konvergerar likformigt

pa varje halvplan Re(s) > 14 ¢ > 1, vilket ger en holomorf funktion i halvplanet Re(s) > 1. O

Som ndmnts i introduktionen sa relaterar ¢ till primtalen via Eulers produktformel, vars bevis
gbrs i mer allménhet for Dirichlets L-funktioner i Proposition 10.6.

Sats 4.10 (Eulers produktformel). For Re(s) > 1 gdller

=Tl

p

dar produkten loper over alla primtal.

For att studera den analytiska fortsdttningen av zetafunktionen introducerar vi &nnu en viktig
funktion, ndmligen thetafunktionen.

Definition 4.3. Thetafunktionen betecknas med ¥(t) och definieras som

o0

I(t) = Z e~ fort > 0.

Vi kommer bland annat att anvanda oss av denna thetafunktions sa kallade funktionalekvation
() = t~Y29(1/t), fort >0, (4.10)

vilken &r en f6ljd av Poissons summationsformel, se Sats 2.2. Vi ser detta genom att tillimpa
Poissons summationsformel pa funktionerna

f(l‘) = eiﬂt(m+a)2 och f'(f) — t*1/2€7‘n'§2/t€271'ia§7

vilket ger oss
o0 o0

Z e—7rt(n+a)2: Z t—l/Qe—‘n'nz/teQTrina.

n=—oo n=—oo

D& a = 0 far vi precis funktionalekvationen i (4.10).
Vi kommer vidare att ha anvindning av thetafunktionens tillvixt och avtagande
I(t) <Ot~ Y2 dat — 0, (4.11)

|9(t) — 1| < Ce™™ for ndgot C' > 0 och alla t > 1. (4.12)
Olikheten i (4.11) f6ljer fran funktionalekvationen (4.10) medan (4.12) foljer fran att

oo oo
p— 2 — —_ —_ —_ —_ .
E e‘n’ntSE eﬂ'nt:eTrtE eﬂ'ntgeTrtE e~ ™ = (Cle Trt7fOTt2]_.
n=0 n=0

n>1 n>1

Vi dr nu redo att bevisa ett viktigt samband mellan {,I" och 9.
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Sats 4.11. For Re(s) > 1 gdller att
S 1 e s
72T (;) ¢(s) = 5/0 w2 P(u) — 1] du .
Bevis. Vi borjar med att notera att
/ e~ Uy (/D=1 gy = 75/2D(s/2)n %, dan > 1, (4.13)
0

vilket foljer av variabelbytet u = t/7n?. Observera nu att

o
— § :6—71'77.211..
n=1

Detta ser vi genom att notera att J(u) = > - e~™"% 1 en jamn funktion, det vill sdga att
i 2 i 2
duy= 3 e =9y ey
n=—oo n=1

Uppskattningarna (4.11) och (4.12) tillater oss att byta plats pd den odndliga summan och inte-
gralen, vilket ger oss:

1 e3¢} [e'e] o)
5/0 U(S/2)_1[19(u) —1]du = nz_:l/ u(s/?)—le—ﬂn2u du

=7%/?T(s/2) Z

n=1

=721 (s/2)((s) .

O
Lat oss nu betrakta en lite modifierad zetafunktion som kallas for xi-funktionen.
Definition 4.4. For Re(s) > 1 definierar vi xi-funktionen enligt
€(s) == 72T (5/2)C(s). (4.14)

Sats 4.12. Funktionen £(s) dr holomorf for Re(s) > 1 och har en analytisk fortsattning i hela C
som en meromorf funktion med enkelpoler i s =0 och s = 1. Dessutom gdller att

E(s) =&(1 —s) for alla s € C.

Bevis. Lat ¢(u) := [J(u) — 1]/2. Funktionalekvationen (4.10) ger att

1 2 1 1
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Enligt Sats 4.11 har vi for Re(s) > 1 att

£(5) =7 ~/0(s/2)0(5) = [ U ) du =

0

1 o9
:/ u(S/Q)*lw(u)du—i—/ w1 () du =

0 1
= /1 w2 (1 /u) + o1 du+
0 2u1/2 2

+/ w2~ (u) du =
1

1 1 ! 1 >
_ _+/1ﬁm4ﬂw<)du+/ W7D~ dy —
s—1 0 U 1

S

1 1 e
=371 S+/1 (u +u )¢(u)du

I ekvationen ovan kommer sista likheten fran variabelbytet w = 1/¢. Vidare noterar vi att 9 — 1
avtar exponentiellt vid odndligheten, vilket innebér att dven 1 gor det enligt (4.12). Detta i sin
tur medfor att integralen ovan definierar en hel funktion, vilket medfor att € har en analytisk
fortsdttning i hela € med enkelpoler vid s = 0 och s = 1. Slutligen observerar vi att integralen
inte paverkas av att byta ut s mot 1 — s, vilket &ven haller for summan av de tvd termerna
1/(s —1) — 1/s. Darmed ser vi att £(s) = &£(1 — s). O

Vi ska nu ga over till att visa att zetafunktionen kan utvidgas till en meromorf funktion i hela det
komplexa talplanet.

Sats 4.13. Zetafunktionen har en meromorf fortsdttning i hela C wvars enda pol dr en enkelpol
vid s = 1.

Bevis. Fran (4.14) fas att ¢ kan skrivas pa formen

s/2 5(8)
T(s/2)

Vi vet att 1/T'(s) ér en hel funktion och vi har &ven i Sats 4.7 visat att 1/I'(s/2) har nollstéllen
is=0,—2,—4,... Vidare vet vi fran Sats 4.12 att £(s) har enkelpoler i s = 0 och s = 1. Men
eftersom 1/T'(s/2) = 0 for s = 0 blir {(s) holomorf i s = 0, och dérmed blir den enda polen for
C(s)is=1. O

((s)=m

Sats 4.14. De enda nollstillena till ¢ utanfor remsan 0 < Re(s) < 1 dar de jamna negativa heltalen
—2,—4,—6,... och kallas de triviala nollstillena.

Beuvis. Enligt Proposition 3.1 har vi for Re(s) > 1 att zetafunktionen pa dess produktframstall-
ning dr noll om och endast om en av termerna i produkten ar noll. Detta ger att ¢ inte har nagra
nollstéllen.

Vi vet sedan tidigare att vi kan skriva xi-funktionen som

£(s) = 72T (s/2)C ().
Fran Sats 4.12, som séger att £(s) = £(1 — ), far vi d& att
720 (5/2)¢(s) = 7 (=920 (1= 8)/2) C(1 - 5).
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Fran detta kan vi skriva zetafunktionen som

s) — 71_571/2F((1 —5)/2)

Hér ser vi att f6r Re(s) < 0 har zetafunktionen féljande egenskaper

((I—s).

(i) ¢(1 — s) har inga nollstallen eftersom Re(1 — s) > 1.
(i) T((1 — s)/2) har inga nollstéillen.

(#ii) 1/T'(s/2) har nollstdllen vid alla jaimna negativa heltal eftersom 1/T'(s) har nollstillen vid
alla negativa heltal for Re(s) < 0.

Vi har nu visat att zetafunktionen inte har nagra nollstillen f6r Re(s) > 1 och for Re(s) < 0 har
den nollstéllen i alla negativa jamna heltal . O

Nu har vi visat att zetafunktionen har nollstallen vid alla negativa jimna heltal utanfér remsan
0 < Re(s) < 1 och man brukar kalla dessa for zetafunktionens triviala nollstdllen. Resten av
zetafunktionens nollstéllen kan man visa ligger innanfér denna kritiska remsa och dessa kallas de
icke-triviala nollstéllena. Det &r hiar Riemannhypotesen, ett av de sju millenieproblemen, kommer
in. Hypotesen sédger att alla nollstéllen tilll Riemanns zetafunktion, utom de triviala, kommer ligga
pa linjen Re(s) = 1/2. Man har redan hittat flera icke-triviala nollstdllen, vilka alla har visat sig
ligga pa denna linje, men hypotesen ar inte bevisad &nnu.

Im

/Re(s) =1/
icke-triviala

nollstallen

1 enkelpol

triviala nollstéallen

Figur 4.1: [llustration over zetafunktionens trivila och icke-triviala nollstdllen samt enkelpolen och den
kritiska remsan.
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Vi kommer nu att behandla en mer elegant metod for att visa den analytiska fortsdttningen av
zetafunktionen, vilken enkelt ger oss funktionens utvidgning i halvplanet Re(s) > 0. Férdelen med
denna metod kommer vi att se nir vi diskuterar zetafunktionens tillvixt néra linjen Re(s) = 1,
vilket dr nagot vi kommer att behova langre fram. Den generella idén &ar att jidmfora summan
>on 1 1/n® med integralen [~ 1/z° da.

Proposition 4.15. Det existerar en sekvens av hela funktioner { [}, som uppfyller uppskatt-

ningen |fn(s)| < |s|/n°Tt dir s = o + it, och sddana att

N
y L ,/1 % = Y fuls), foralla N e N\{1} . (4.15)

n
1<n<N 1<n<N

Denna proposition ger oss féljande f6ljdsats.

Foljdsats 4.16. For Re(s) > 0 gdller att

¢(s) = = H(s), (4.16)

s—1

dir H(s) = >_0° | fa(s) dr en holomorf funktion i halvplanet Re(s) > 0, med {f,} som i Propo-
sition 4.15.

Bevis av Proposition 4.15. Vi borjar med att jamfora summan

Z 1/n*,

1<n<N
med
n+1
Z / 1/2° dx .
1<n<N Y™
Lat
n+1 1 1
- (s) = ~ da|. 417
o= [ 5 S (4.17)
Tillampar vi nu medelvirdessatsen pa funktionen g(z) = 1/2*° far vi att
1 1
_— gﬂ, forn<z<n+1.
ns xrs n0+1
Detta medfér att |f,,(s)| < |s|/n°F!, och beviset ér klart. O

Bevis av foljdsats 4.16. Vi borjar med att anta att Re(s) > 1, och later N g& mot odndligheten
i (4.15). Observera att |f,,(s)| < |s|/nT! ger oss likformig konvergens av serien Y f,,(s) i varje
halvplan Re(s) > § d& § > 0. Eftersom Re(s) > 1 konvergerar > 1/n® likformigt mot ((s), vilket
bevisar pastdendet for Re(s) > 1. Men den likformiga konvergensen visar ocksd att Y f,,(s) ar
holomorf for Re(s) > 0, vilket ddrmed visar att ((s) gar att utvidga till detta halvplan och att
identiteten i (4.16) &ven héller hér. O

Med hjalp av Proposition 4.15 kan vi visa att zetafunktionen inte véixer “allt fér snabbt” néira
linjen Re(s) = 1. Vi erinrar oss om att |[((s)] < > 1/n” da Re(s) > 1, och att ((s) darmed &r
begransad i varje halvplan Re(s) > 1+ > 1. Vi vinder oss nu till en proposition som séger att
|¢(s)| domineras av termen |¢|° f6r alla € > 0 pa linjen Re(s) = 1, och att funktionens tillvéixt nira
linjen néstan ar densamma.
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Proposition 4.17. Antag att s = o +it, o,t € R. Da gdller det att for varje og : 0 < 0¢g <1 och
varje € > 0 existerar det en konstant c. sidan att

(i) 1¢(s)] < c€|t|17"°+€, da og <o och |t| > 1
(ii) |¢'(s)] < celt|®, dd o >1 och |t| > 1.

Propositionen medfér speciellt att (1 + it) = O(|t|°) da t gar mot odndligheten, och samma
uppskattning haller fér ¢’.

Bevis. Vi anviinder oss av Proposition 4.15 dér vi observerade att |f,,(s)| < |s|/n°+L. Dessutom
har vi att |f,(s)| < 2/n?, vilket f6ljer av uttrycket fran (4.17) och det faktum att |1/n®| = n™7
och |1/2%| <n~7 di z > n. Kombinerar vi nu dessa tva uppskattningar av |f,,(s)| far vi att

5 1-6 5
2 2
fu(s)] < (nl‘:Ll) (n%) < nalf|+5 da 6 > 0.

Vélj nu § = 1 — 0¢ + € och anvéind identiteten fran (4.16). DA har vi att

o0

1 1
|<(S)‘ S ’51‘ +2‘3‘1—00+€Z déo‘:Re(S) 20-07

14¢
n
n=1

vilket bevisar (¢). Den andra slutsatsen visar vi genom att anvinda Cauchys integralformel

1 2 0 0
! 1 1
5) = — s+re”)e” do
) =gz [ clsre)e a,
dér vi integrerar 6ver en cirkel med radien r centrerad kring punkten s. Viljer vi nu r = ¢ och
noterar att denna cirkel befinner sig i halvplanet Re(s) > 1 — ¢ sa foljer (i7) som en konsekvens
av (i) genom att byta ut 2 mot ¢ i sista steget, det vill sdga

1 2m ) ) 1 2m
I’ (s)| = e |, ((s—i—gew)ewdé?‘ < 27715/0 |¢((0 +ecosf) +i(t +esinh))|do
@ e 1—(1— 2
< Coelt + esin 70T < e [t AT = ¢y 2]
Vi har alltsa att |¢’(s)| < c|t|®. O
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Kapitel 5

Fourieranalys pa andliga abelska
grupper

I detta kapitel kommer vi att studera Fourieranalys for funktioner definierade pa sa kallade dndli-
ga abelska grupper. Denna teori kommer vi beh6va bland annat fér att bevisa Dirichlets sats om
primtal i aritmetiska foljder.

Den del av teorin som beror sjélva Fourieranalysen &r inte speciellt invecklad. Innan vi kan for-
mulera den maste vi dock forst introducera en hel del begrepp fran gruppteori, vilket kommer att
uppta huvuddelen av kapitlet. Denna gruppteori kommer bland annat innefatta att definera vad
en abelsk grupp ar samt ga igenom begreppet karaktar, dar karaktdrer 4r huvudnyckeln for att
kunna applicera Fourieranalys pa dndliga abelska grupper.

5.1 Andliga abelska grupper

En grupp G &dr en mingd element som tillsammans med en gruppoperator uppfyller fyra egenska-
per.

Definition 5.1. En grupp (G,-) ddr - betecknar gruppoperationen, definieras av féljande egenska-
per.

(i) Slutenhet: Om a,b € G, sd gdller att a-b € G.
(ii) Associativitet: (a-b)-c=a-(b-c) for alla a,b och ¢ som tillhor G .

(#ii) Identitetselement: Det finns ett element u som tillhér G sd att a-u = u-a = a for alla a
som tillhor G .

(iv) Inverselement: Fér alla a som tillhor G finns det ett element a=! som tillhér G, sd att

a-a ' =a"1 a=u, diru dr identitetselementet.

Ett enkelt exempel pa en grupp dr méngden av alla heltal under addition, (Z,+). Denna grupp
kommer uppfylla alla egenskaper i definitionen ovan.

Definition 5.2. En grupp (G,-) dar abelsk om dven

(v) Kommutativitet: a-b="b-a for alla a och b som tillhor G.
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Exempel pa abelska grupper.

e Mingden av alla reella tal, R, bildar en abelsk grupp under addition. Identitetselementet &ar
0 och inversen till @ &r —a. Dock bildar gruppen R inte en abelsk grupp under multiplikation,
da inverselementkravet inte dr uppfyllt for elementet a = 0.

+ Enhetscirkeln S 1i det komplexa talplanet ér en abelsk grupp. Om S' ses som méngden av
alla punkter {¢??; § € R} sa dr operationen vanlig multiplikation av komplexa tal.

o Gruppen Z(N), bestdende av de N:te enhetsrotterna, ar en abelsk grupp under multiplika-
tion av komplexa tal, vilket vi kommer visa tydligare senare.

For funktioner mellan grupper har vi de viktiga begreppen homomorfism och isomorfism.

Definition 5.3. Lat G och H wvara tva grupper och lit f : G — H. Avbildningen f kallas for en
homomorfism om

fla-b) = f(a)- f(b), for alla a,beG.

Hdr dr operationen i vinsterledet operationen fran gruppen G, och operationen i hdgerledet dr
operationen fran gruppen H.

Definition 5.4. Avbildningen f : G — H kallas for en isomorfism om den dr en bijektiv homo-
morfism. Detta innebdr att det existerar f: H — G sd att

(fof)a)=a och (fof)(b)=b, forallaac G ochbe H.

Vi kallar tva grupper G och H for isomorfa om det existerar en isomorfism mellan dem, och
betecknar detta G ~ H. Man kan siga att tva isomorfa grupper i grund och botten beskriver
samma typ av objekt, men att de skiljer sig at i representation, det vill séga att man har tva olika
méngder med tva olika operationer som har samma egenskaper.

Exempel. Exponentialfunktionen f = e avbildar alla reella tal pa alla positiva reella tal, det
vill sdga f : R — R™. Vi ser att f ar en homomorfism om (R,+) &r en abelsk grupp under
addition och (R™,-) under multiplikation. Det finns en invers homomorfism till exponentialfunk-
tionen, namligen logarimen f = Inz, dir f : Rt — R. Fran definitionerna ovan ser vi att f r en
isomorfism, vilket innebér att grupperna R och R* ir isomorfa, det vill siga (R, +) =~ (R, ).

Vi kommer framst att behandla dndliga abelska grupper dar vi betecknar antalet element i en
sadan grupp med |G|, och kallar detta tal for gruppens ordning. Exempelvis har gruppen Z(N)
ordningen N.

5.2 Gruppen Z(N)

Vi gar nu vidare med att studera en av de enklaste abelska grupperna, Z(N). Denna grupp kan
definieras pa tva olika sétt, dels som méngden av de N:te enhetsrétterna, och dels som méangden
av heltal modulo N. Har lampar sig det forsta fallet battre for komplexanalys, medan det andra
fallet passar béattre vid talteori. Gruppen &r viktig fér den diskreta Fouriertransformen, och i det
hér avsnittet kommer vi att definiera och studera bada dessa sitt att betrakta Z(N).

For att kunna studera det andra séttet behover vi definiera begreppet kongruens.

Definition 5.5. Tva heltal © och y dr kongruenta modulo N om skillnaden mellan dem dr en
heltalsmultipel av N, det vill sdéga om x-y dr delbart med N. Vi skriver detta som x = ymod N.
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5.2.1 Gruppen Z(N) som mingden av N:te enhetsrotter

Vi bérjar med att definiera gruppen Z(N) som alla komplexa tal z som ar N:te enhetsrotter,
dir N &r ett heltal. Dessa enhetsrotter dr jaimt fordelade pa enhetscirkeln och ndr N gar mot
oéndligheten kommer Z(N) ticka hela enhetscirkeln. Med andra ord &r Z(N) alla tal sddana att
2N =1, och pa polir form har vi att

Z(N) = {1’627ri/N,e2m‘2/N’ ”"627ri(N71)/N} '

Om vi later ¢ = €2™/N kan varje element i Z(N) skrivas pa formen ¢* dir k #r ett heltal. For

k = N giller det att ¢V =1, vilket ger att
¢™ =" om och endast om n —m ar delbart med N .

Man kan enkelt visa att Z(N) &r en abelsk grupp under komplex multiplikation utifran Definition
5.1 och 5.2.

Exempel. Vi vill nu visa ett exempel fér att fa en kdnsla fér hur grupper fungerar. Vi har
att
Z(3) _ {176271'1'/376471'1'/3}'

Vi borjar med att rdkna ut den multiplikativa tabellen fér gruppen genom att applicera grup-
poperationen pé varje kombination av elementen i gruppen. Till exempel for e*™/3 multiplicerat
med e™/3 far vi e3™/3_ och tar vi sedan bort en period 27 landar vi pa e2™/3, som ér en del av
méngden 7Z(3).

(Z(?)),) ‘ 1 e2mi/3  pAmi/3

1 1 6271'1' 3 647”' 3
627ri/3 e27r7,'/3 e47ri/3 1
647Ti/3 e47ri/3 1 627ri/3

Tabell 5.1: Multiplikativ tabell for Z(3).

Fran Tabell 5.1 kan vi se att Z(3) ar sluten under multiplikation, eftersom oavsett vilken kombi-
nation av element fran gruppen vi opererar pa kommer vi alltid att vara kvar i gruppen.

5.2.2 Gruppen Z(N) som mingden av heltal modulo N

Denna definition av Z(N) &r som namnts gruppen av heltal modulo N och vi kommer hiddanefter
beteckna denna grupp som Z/N7Z, uttalas Z mod N. Lite enklare beskrivet bestdr gruppen av
alla heltal mellan 0 och N — 1 med addition som gruppoperation, alltsa

ZJNZ ={0,1,2, ...,N —1}.

Vi ser hir att om vi tar ett tal storre &n N — 1 och tar modulo N kommer vi hamna pé ett tal
mellan just 0 och N —1, vilket alltsa ger att gruppen &r sluten under addition av heltal modulo N.
Man kan visa att denna grupp ocksd ar en abelsk grupp genom att visa egenskaperna (i) — (v) i
Definition 5.1 och 5.2. Man far att 0 4r indentitetselementet och att inversen till @ &r —a mod N,
for alla a € Z/NZ.
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Exempel. P4 liknande sidtt som exemplet f6r Z(3) vill vi nu studera gruppen Z/3Z. Vi har
att
7/37 = {0,1,2}.

Denna grupp ar abelsk under addition av heltal modulo 3 och Tabell 5.2 visar dess additiva tabell.
Hér har vi till exempel att 242 =4 och dd 4 =1 mod 3 far vi alltsd att 2+2 =11 Z/37Z.

(Z/37,+) |

0
0
1
2

— O NN

1
0 1
1 2
2 0

Tabell 5.2: Additiv tabell {6r Z/3Z.

Om vi betraktar den multiplikativa tabellen for Z(3), Tabell 5.1, och den additiva tabellen for
Z /37, Tabell 5.2; ser vi att det finns en del likheter i strukturen. Det forsta elementet i bada
grupperna befinner sig pa samma plats i bdda tabellerna. Samma sak géller &ven fér andra och
tredje elementet i grupperna. Vi ser alltsa att dessa tva grupper med helt olika méngder och helt
olika operationer faktiskt beskriver samma sak. Det ar just detta som en isomorfism mellan tva
grupper innebér och slutsatsen blir alltsd att Z(3) och 7Z/37Z &r isomorfa. Det visar sig att detta
dven géller for ett godtyckligt heltal N. Isomorfismen ges av

k s e2mik/N (5.1)

Hadanefter betecknar vi bade gruppen av heltal modulo N och gruppen av N:te enhetsrotter som
Z(N).

Vi vander oss nu till ett annat exempel pa en &dndlig abelsk grupp. Denna kommer att vara
viktigt for beviset av Dirichlets sats.

5.3 Gruppen Z*(q)

Vi skall hér definiera vad vi menar med gruppen Z*(g), men dessférinnan gar vi igenom ytterligare
ett begrepp som vi behover i var arsenal, ndmligen enhet.

Definition 5.6. Lat g vara ett positivt heltal. Ett heltal n € Z(q) kallas for en enhet om det
existerar ett heltal m € Z(q) sadant att nm = 1modq.

Vi later Z*(q) beteckna méngden av alla enheter i Z(q). Det &r inte svart att visa att Z*(q) &r en
abelsk grupp med operationen multiplikation modulo ¢. Man kan dven visa att elementen i Z*(q)
ar precis de element som ar relativt prima ¢, det vill sdga att storsta gemensamma delaren mellan
elementen och ¢ ar 1.

Exempel. Gruppen som bildas av enheterna i Z(4) = {0,1,2,3} ar Z*(4) = {1,3}. Om vi
betraktar avbildningen mellan Z*(4) och Z(2), som ges av

Z*(4) Z(2)
1 +— 0
3 +— 1,

ar det inte svart att visa att multiplikation i Z*(4) 4r samma sak som addition i Z(2). Alltsd har
vi att Z*(4) =~ Z(2). Detta kan dven ses fran deras multiplikativa respektive additiva tabeller som
i exemplet for Z(3).
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5.4 Karaktarer

For att kunna applicera Fourieranalys péa éndliga abelska grupper spelar karaktérer en viktig roll
och vi borjar med att definiera vad en karaktér &r.

Definition 5.7. Ldt S* beteckna enhetscirkeln i C och lit (G,-) vara en dndlig abelsk grupp. Dd
dr en karaktir pd G en komplexvéird funktion e : G — S* som uppfyller

e(a-b) =e(a)e(d), for alla a,b e G, (5.2)

ddr operationen i vansterledet dr operationen i gruppen G och operationen i hégerledet ar opera-
tionen for S*, wilken dr multiplikation.

Med andra ord ér en karaktir e en homomorfism fran G till enhetscirkeln S'. Vi kommer strax
se att karaktéirer spelar samma roll fér Fourieranalys pa éndliga abelska grupper, som {e?7ne}
inom “vanlig” Fourieranalys.

Definition 5.8. Den triviala karaktiren, ocksa kallad enhetskaraktdren, definieras enligt
e(a) =1, forallaa€G.

Lat nu G beteckna méangden av alla karaktérer i G. D& kommer gruppen av karaktédrer ocksa att
bilda en abelsk grupp. Vi formulerar detta i foljande lemma.

Lemma 5.1. Mingden (G,-) dr en abelsk grupp definierad av
(e1-ez)(a) = e1(a)ea(a), for allaa € G.

Vi kallar G for den duala gruppen av G. Att hitta karaktérerna for en specifik grupp ér i allménhet
inte latt. Har ar ett par exempel.

Exempel. Man kan visa att karaktdrerna pa R ges av
_ 2mikx o
ec(z)=e , dar&eR.

Eftersom vi tidigare har konstaterat att e® : R — R™T dr en isomorfism fir vi frin karaktirerna
pa R att karaktirerna pd R ges av

ee(r) = 2?™¢ = ?mitlogr - qir € € R.

Exempel. Man kan visa att karaktirerna pa Z(N) ar av formen
en(k) — C]?[k — eQﬂ’ink/N’ CN — 627rz'/N7
diir n € {0,...,N — 1},

Nu ska vi se att det rdcker att karaktérerna e avbildas fran gruppen G till det komplexa tal-
planet istéllet for till enhetscirkeln.

Lemma 5.2. Ldt G vara en dndlig abelsk grupp och e : G — C\{0} en homomorfism. Dd ar e en
karaktdr.
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Bevis. Att en funktion e dr en karaktir innebér att den avbildas pa enhetscirkeln, vilket i sin tur
innebér att normen maste vara 1. Vi borjar med att konstatera att eftersom G &r dndlig kommer
le(a)| ha en Gvre och nedre begrinsning da a varierar i G. Vidare ser vi att

|e(b™)] = [e(®)]" -

Da detta ska vara begransat for alla b € G maste |e(b)| = 1, vilket ger att e avbildas till enhetscir-
keln och enligt definitionen maste e vara en karaktér. O

5.4.1 Ortogonalitet hos karaktarer

Vi vill nu visa att karaktérer e : G — S' utgor en ortonormerad bas till V, dir V dr vektorrummet
av alla komplexvirda funktioner pa G och dér dim(V') = |G|. Man kan gora detta pa flera sitt.
Ett séitt 4r att forst visa att karaktirerna ér ortonormala och dérefter visa att |G| = |G|, det vill
sdga att de spdnner upp hela vektorrummet. Ett annat sédtt &r att hitta en bas till vektorrummet
och dérefter visa att basvektorerna dr homomorfismer, vilket medfor att vektorerna maste vara
karaktarerna. Det dr den senare bevisidén vi kommer att anvinda oss av.

Vi borjar med foljande lemma.

Lemma 5.3. Om e inte dr enhetskaraktdiren till en dndlig abelsk grupp G gadller att
Z e(a) =0.
aceG
Bevis. Valj b € G sadant att e(b) # 1. Eftersom e dr en karaktar far vi att
e(v) Y e(a) =Y eb)e(a) = e(ab) =Y e(a).
acG acG aceG aceG

Den sista likheten géller for att da a gar igenom alla element i G kommer ocksa ab att ga igenom
alla element i G. Detta ger att

(e(b) =1) Y e(a) =0,

aceG
och da e(b) # 1 far vi att ), e(a) = 0. O

Vi ar nu redo att visa att karaktirerna ar ortonormala.

Sats 5.4. Karaktirerna till G dr ortonormala med avseende pd den inre produkten

(f,9) = ﬁ S fa)gla), dir f.ge V. (5.3)

acG

Bewis. Vi vill visa att

For fallet da e = €’ far vi att

1 — 1
(e,¢) = @ Y elaefa) = @l Yo le(@P =1,
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dér sista likheten kommer av att normen av alla karaktérer 4r 1 da de avbildas pa enhetscirkeln.
For fallet da e # €’ har vi att

ne L eaﬁ:i e(a e’a_lzi e(e) H(a
(€1€) = g7 25 00T = g 3 el = g S ele) e

dir den andra likheten foljer av att 1 = |¢/(a)]? = €/(a)e/(a). Da e # €' far vi att e(e/)~! ej ar
enhetskaraktiaren. Darfor kan vi anvinda oss av Lemma 5.3 som séger att den sista summan &r
lika med noll, vilket ger att (e,e’) = 0. O

Vi har nu visat att karaktérerna ar ortonormala och ddrmed linjart oberoende. Vi ska nu visa att
karaktédrerna utgor en bas.

Sats 5.5. Karaktirerna till en dndlig abelsk grupp G utgor en bas i vektorrummet av funktioner
pa G.

Innan vi gar igenom beviset behéver vi infora ett par begrepp. Antag att V' &r ett vektorrum
av dimension d med den inre produkten (-,-). En linjar transformation T' : V — V kallas for
unitdr om den bevarar den inre produkten. Med andra ord kallas transformationen unitdr om
(Tv,Tw) = (v,w) for alla v,w € V. Fran spektralsatsen i linjar algebra far vi att unitira trans-
former ar diagonaliserbara. Vad detta betyder ar att det existerar en bas {vy,...,v4} f6r V sidan
att T'(v;) = Ay, dar \; € C ar ett egenvirde till egenvektorn v;.

Vi presenterar nu ett lemma som kommer hjilpa oss med beviset.

Lemma 5.6. Antag att {T1,..., Ty} dr en kommuterande familj av unitira transformer pd det
andligt dimensionella inre produkt-rummet V. Med andra ord dar

LT, =115,  forallai,j.

Da gdller att Ty, ..., Ty dr simultant diagonaliserbara. Det vill siga, det existerar en bas for V
som bestar av egenvektorer for alla T;, 1 =1,... k.

Bevis. Vi visar detta med hjilp av induktion. Fallet da & = 1 ar spektralsatsen. Antag att lemmat
héller for alla familjer av & — 1 kommuterande unitéra transformer. Vi applicerar spektralsatsen
pa Ty, vilken ger oss att V' dr en direkt summa av sina egenrum,

V=W &---aV,,

dar V), betecknar delrummet av alla egenvektorer med egenvérde A;. Vi hivdar att varje T},
j=1,...,k —1 avbildar varje egenrum V), pa sig sjilv. Om v € V), och 1 < j <k —1 sa ser vi
att

1T (v) = T;Ti(v) = Tj(Aiv) = NT5(v)

vilket innebér att T;(v) € V),. Vidare ser vi att om vi begrénsar T4, ..., T_1 till V), s& bildar de
en kommuterande unitér linjartransformation, och da far vi fran induktionsantagandet att dessa
ar simultant diagonaliserbara pa varje delrum V,,. Denna diagonalisering ger oss den onskade
basen for varje Vj,, och pa sa sitt dven for V. O

Bewvis av Sats 5.5. Vi erinrar oss sjilva om att vektorrummet V = {f : G — C} &r av dimension
|G|. For varje a € G definierar vi siledes en linjartransformation T, : V' — V enligt

(Tuf)(@) = f(a-z) forz € G.
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Eftersom G ar abelsk foljer att T,T, = T,T, for alla a,b € G. Vidare kan man &ven visa att T,
ar unitdr med avseende pa den inre produkten (5.3). Vi anropar nu Lemma 5.6, vilken ger oss att
familjen {7, }qce dr simultant diagonaliserbar. Med andra ord existerar det en bas {vy(z) }peq for
V sddan att varje vp(z) ar en egenfunktion for T, for alla a € G. Vi later nu v vara en av dessa
baselement och 1 vara enhetselementet i G. Vi har att v(1) # 0 ty annars ar

v(a) =v(a-1) = (Tyv)(1) = Av(1) =0,

dar A\, ar egenvardet till v for T,. Alltsd &r v = 0, vilket dr en motséigelse. Vi hivdar vidare att
funktionen som definieras av w(z) = A, = v(x)/v(1) &r en karaktér till G. Med samma argument
som for v ovan ser vi att w(x) # 0 for alla . Vidare far vi att

v(a - b) _ Aav(b)
v(1) v(1)

Enligt Lemma 5.2 dr beviset saledes klart. O

w(a-b) =

= MMy = w(a)w(b).

5.5 Fouriers inversionssats och Plancherels sats

Vi har visat att karaktdrerna till en &ndlig abelsk grupp G utgdr en bas for vektorrummet V' av
alla komplexvéirda funktioner pa G. Harmed har vi allt som krévs for att kunna utféra Fouriera-
nalys pa funktionerna i V.

Lat f var en funktion i V. Eftersom karaktidrerna formar en bas vet vi att f kan skrivas som
en linjdrkombination av karaktérerna,

f = Z Ce€, (55)
ec@

for nagra konstanter c.. For att fa fram dessa konstanter anviander vi oss av att vi vet att karak-
tédrerna dr en ortonormal familj. Detta innebér att den inre produkten av tva karaktérer antingen
ar ett eller noll, som vi ser i ekvation (5.4). Tar vi skaldrprodukt med karaktéiren e’ pa bada sidor
i ekvation (5.5) far vi att

(f,e) = Z cele,e) =ce,(e1,€) + cey(e2,€) + ...+ cal(e,e)+... =ceor .
eEG‘

Den sista likheten kommer fran ortonormaliteten dar det bara finns ett fall di e; = ¢’ i summan,
resten av termerna i summan blir dd noll. Vi har nu fatt fram koefficienterna ¢, = (f, e) och detta
definierar vi som Fourierkoefficienterna av f med avseende pa e.

Definition 5.9. Givet en funktion f € V' och en karaktir e pa G definierar vi Fourierkoefficienten
av f med avseende pd e som

A 1 R
fle)=(f0) =154 > fla)e(a).
| ‘ a€eG
Vi sammanfattar nu rdkningarna ovan som Fouriers inversionssats.
Sats 5.7 (Fouriers inversionssats). For alla funktionern f € V' galler att

F=YFflee.

eeé
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Vi kan nu visa Plancherels sats.

Sats 5.8 (Plancherels sats). For alla f € V gdller att

1112 = =Y 1)

ecG

Bevis. Eftersom karaktirerna i G utgdr en ortonormal bas i vektorrummet V', och (f,e) = f(e),
far vi genom att forst anvédnda Fouriers inversionssats och sedan den inre produkten fran (5.3) att

IFI* = (£, |G‘Zf me g;f(e)e(a):

a€eG a€eG

a2 | @ | i ‘“zﬁ (0 = S Ife)P.

aGG ecl aGG ec

o

O

Vi avslutar detta kapitel med att applicera dessa tva satser pa gruppen Z(N) och vi kommer att
se att detta resulterar i den “vanliga” diskreta Fouriertransformen.

5.5.1 Fouriers inversionssats och Plancherels indentitet pa Z(N)

Eftersom vi redan har konstaterat att Z(N) dr en abelsk grupp kan vi ddrmed applicera Fouriera-
nalys pa gruppen. Vi vet fran grundlaggande kurser i Fourieranalys att inversionssatsen for Z(N)
ser ut som

N-1
)y = 3 apemink/N, (5.6)
n=0
dar konstanterna a,, ges av
1 Nl '
— ﬁ Z f(k)6727rzkn/N ) (57)
k=0

Detta kan man hérleda pa liknande sitt som det generella fallet ovan. Vi ska nu se att vi enklare
kan komma fram till samma formler genom att anvdnda oss av den generella inversionsformeln
med G = Z(N). Vi har tidigare konstaterat att karaktirerna pa Z(N) ges av e, (k) = e2mk/N
déir n € {0, N — 1}. Eftersom vi vet att |G| = |G|, och att |Z(N)| = N far vi att éiven antalet
karaktédrer dr N stycken.

Légger vi in karaktirerna i ekvationen fran Sats 5.7 far vi

N—-1
=3 el = 3 ane N
ec@ n=0

dar a, = f (e) ar Fourierkoefficienten. Enligt Definition 5.9 géller att

an = f(e) = (f,e) = % f(k)e(k) = %f(k)e—QTrink/N7
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vilket ger oss Fouriers inversionssats pa Z(N).

Aven Plancherels identitet pa Z(N) kan fis frin den generella formeln. P4 Z(N) ser identite-

ten ut som
1 N—-1 N—-1
N Z ‘f(k)|2 = Z |an|2~
k=0 n=0

Aven denna formel kan hirledas pa liknande sitt som i det generella fallet. For att visa att vi
istéllet kan anvénda oss av den generella formeln borjar vi med att observera att vinsterledet kan
skrivas om med hjilp av den inre produkten (5.3) enligt

1 N-1 L 1 N-1
I = (£ 1) =5 D2 PR TR = 5 D IF R
k=0 k=0

Vidare kan vi anvanda Plancherels sats fran Sats 5.8 och far att
N-1 N-1

AP =D 1FE@P =Y 1f @ =Y laal,
ecy n=0 n=0

vilket ger oss identiteten pa Z(N).

Vi har nu lyckats visa att det adr betydligt enklare att anvinda den generella formeln for Fou-
rieranalys pa dndliga abelska grupper pa en specifik grupp, ndmligen Z(N), an att hérleda allt
fran borjan. Det faktum att det ar enkelt att applicera Fourieranalys pa éndliga abelska grupper
ar det som gor teorin anvindbar, vilket vi bland annat dven kommer att se senare i beviset av
Dirichlets sats.
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Kapitel 6

Elliptiska funktioner

En elliptisk funktion &r en meromorf funktion med tva linjart oberoende komplexa perioder wq
och wy, det vill sdga att f(z +w1) = f(2), och f(z + we) = f(z). Begreppet elliptisk funktion
introducerades pa 1800-talet av den norske matematikern Niels Henrik Abel, som inversen till en
elliptisk integral. En elliptisk integral ar en integral pa formen

/R(x, P(x))dz, (6.1)

dér R betecknar ett rationellt uttryck, och P(z) &r ett polynom av grad 3 eller 4. Anledningen
till att dessa integraler kallas for elliptiska integraler dr av historiska skél, da integraler pa denna
form uppstod nér man férsékte berdkna omkretsen pa ellipser med hjélp av integralkalkyl. Som
bekant kan man rékna ut lingden av en i planet parametriserad kurva r(t) = (x(¢),y(t)) med
hjalp av integralen

/t VEOR T GOE .

En ellips med halvaxellingderna a och b parametriseras som z(6) = acosf, y(t) = bsin 6. Bagens
lingd fran ett argument 6y till ett annat 6; ges d& utav integralen

01
/ \/a2 sin? 0 + b2 cos2 0 d6,
)

0

som efter variabelbytet £ = a cos § och under antagandet att b > a ger oss integralen

[
— + (b%? — a?) dzx.
. a2 _ 22

Som kuriosa kan vi notera att om b = a = r, det vill sdga att var ellips dr en cirkel med radien r, sa
ar integralen analytiskt 16sbar och integranden har en primitiv funktion F(z;) = rarcsin (a1 /7).
Hér har vi satt zg = 0 for enkelhetens skull. I likhet med de elliptiska funktionerna har vi &ven hér
en periodisk invers till integralen, men med enbart en period, ndmligen r sin (F/r). Nar polyno-
met i ndmnaren blir av hogre grad, som en f6ljd av att b # a, uppstar integraler utan elementért
uttryckbara l6sningar. Det ar inversen till dessa 16sningar som ar de elliptiska funktionerna, som
till skillnad fran de trigonometriska och hyberboliska funktionerna har tva perioder, och inte en.

Efter Abels insatser i studerandet av dessa funktioner utvecklade Carl Gustav Jacob Jacobi resul-
taten och introducerade thetafunktionerna, vilka kom att spela en stor roll och som vi framfor allt
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kommer ha anvandning for nér vi bevisar tva- och fyrkvadratssatsen. Darefter var det Weierstrafl
som vidareutvecklade teorin och inforde den elliptiska p-funktionen (p uttalas Weierstra-p), vil-
ken vi huvudsakligen kommer att studera i detta kapitel. Vi kommer att snudda vid kopplingarna
till talteori genom att vidare studera Eisensteinserier, som &r nidra sammankopplade till elliptis-
ka funktioner. Vért att ndmna &r att namnet elliptisk funktion hdnger kvar av ovan redogjorda
historiska skél, och syftar egentligen till vilken dubbelperiodisk funktion som helst.

6.1 Introduktion till elliptiska funktioner

I det hér avsnittet kommer vi att behandla elliptiska funktioner och deras egenskaper. Vi borjar
med att definiera elliptiska funktioner.

Definition 6.1. En tvaperiodisk meromorf funktion som inte dr konstant kallas en elliptisk funktion.

Att en funktion f ar tvaperiodisk innebér att det finns tva komplexa tal wy och wo skilda fran noll
sadana att
fz+w)=f(z) och f(z4+ws)=f(z) forallazeC.

De tva perioderna wy och wsy kan antingen vara linjart beroende eller linjart oberoende. Da de ar
linjart beroende, det vill siga d& wa/wy € R har vi tva fall. Antingen &r kvoten rationell och da &r
f enkelperiodisk eller sa ar kvoten irrationell och da &r f konstant. Bada dessa fall da perioderna
ar linjért beroende &r ointressanta for oss, eftersom en elliptisk funktion &r dubbelperiodisk och
icke-konstant. Vi kommer dérfor att anta att w; och wy &r linjirt oberoende, det vill sdga att

wo/wi € C\R.

Om vi later 7 = wa/wy och noterar att 7 och 1/7 har olika tecken pa sina imagindrdelar si
kan vi anta att Im(7)>0. Vi observerar nu att om funktionen f har perioderna w; och wy s& &r
detta ekvivalent med att funktionen F(z) = f(w;z) har perioderna 1 och 7. Dessutom géller att
f &r meromorf om och endast om F' &r meromorf. Utéver detta kan alla f:s egenskaper direkt
appliceras pa F' och darfor kan vi utan inskrénkning anta att f ar en funktion i C med perioderna
1 och 7, dar Im(7) > 0.

Tillampar vi periodiciteten upprepade ganger far vi saledes att

fz4+n+mr)=f(z) forallan,meZochallazeC.
Vi ska nu konstruera ett gitter enligt
A={n+mr:nmelZ}.

Detta gitter kan ses i Figur 6.1. Vi siger att 1 och 7 genererar A. Vi definierar &ven det funda-
mentala parallellogrammet som

Py={z€eC:z=a+brdir0<a<loch0<b<1}.

Det fundamentala parallellogrammet innefattar omradet mellan 0, 1, 7 och 147, enligt Figur 6.1.
Syftet med det fundamentala parallellogrammet kommer fran att man kan visa att en elliptisk
funktion f med perioderna 1 och 7 helt kan bestdmmas utifran dess beteende pa FPy. For att se
detta riacker det med att visa att varje punkt i det komplexa talplanet ar kongruent med en unik
punkt i Py.

Vi far da att A och Py tillsammans técker hela det komplexa talplanet enligt

C = U (n+mr+ P). (6.2)

n,me%
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Figur 6.1: Gittret som perioderna 1 och 7T genererar.

Fran det fundamentala parallellogrammet kan vi definiera det periodiska parallellogrammet. Ett
periodiskt parallellogram P &r en translation av det fundamentala parallellogrammet, det vill séiga
vi definierar P som

P=PFPy+h fornagot he C.

Vi har att varje punkt i det komplexa planet dr kongruent med en unik punkt i varje periodiskt
parallellogram. Vi kan dédrmed sédga att en elliptisk funktion f unikt bestdms av sitt beteende i
ett periodiskt parallellogram.

Vi sammanfattar det vi hittills har gatt igenom i en proposition.

Proposition 6.1. Antag att f dar en elliptisk funktion med perioderna, 1 och T, som genererar
gittret A. Da galler att

(i) varje punkt i C dr kongruent med en unik punkt i det fundamentala parallellogrammet
(it) varje punkt i C dr kongruent med en unik punkt i varje givet periodiskt parallellogram
(iii) gittret A och Py tacker hela det komplexa talplanet, enligt (6.2)

(iv) funktionen f bestims av sina virden i nagot periodiskt parallellogram.

6.2 Liouvilles satser

Liouvilles satser beskriver grundliggande egenskaper hos dubbelperiodiska funktioner, déribland
elliptiska funktioner.

Sats 6.2. En hel dubbelperiodisk funktion dr konstant.

Bevis. En funktion f bestdms av dess viarden pa Py och eftersom Py &dr begrénsad far vi att f ar
begransad pa C. Fran Liouvilles sats far vi att f maste vara konstant. O
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Som vi namnde tidigare &r en elliptisk funktion dubbelperiodisk, meromorf och icke-konstant.
Man kan visa att en sidan funktion har ett begrdnsat antal nollsdllen och poler i ett omrade dér
polerna kan ligga pa randen till omradet. Nésta sats handlar om antalet poler hos en elliptisk
funktion. (Nér vi rdknar antalet poler och antalet nollstéllen till en funktion raknar vi alltid med
multiplicitet. )

Sats 6.3. En elliptisk funktion f har totalt alltid minst tva poler, raknat med multiplicitet.

Bevis. Vi borjar med att anta att f inte har nagra poler pa randen till det fundamentala paral-
lellogrammet, dF,. Enligt residysatsen har vi da att

f(z)dz = QWiZResf.

OPy

Vi kan berdkna integralen genom att integrera ldngs randen enligt

1 1+7 T 0
. f(z)dz::/0 f(,z)dz—i—/1 f(z)dz+ H_Tf(z)dz—i—/T f(z)dz.

I och med periodiciteten far vi att integralerna 6ver motstaende sidor tar ut varandra. Detta ger
att fapo f(2)dz = 0 och enligt residysatsen maste da &ven > resf = 0. Enligt Sats 6.2 har f minst
en pol, men for att > res(f) = 0 skall kunna gélla maste det d& finnas minst tva poler.

Om f har poler pa randen, 0P, sa later vi P = h + Py, dar h € C sadan att f saknar poler
pa OP. P& samma sétt som ovan kan man konstatera att f méste ha minst tva poler i P. Antalet
poler i P &r lika med antalet poler i Py oavsett h. O

Definition 6.2. Det totala antalet poler hos en elliptisk funktion kallas for funktionens ordning.
Sats 6.4. Varje elliptisk funktion av ordning m har m nollstdllen i Py.

Bevis. Vi borjar med att anta att f inte har nagra poler pa randen 0F,. Fran argumentprincipen
har vi att ,
z
') dz = 2mi(Ne — Np)

ap, f(2)
déar N¢ och N, dr antalet nollstéllen respektive antalet poler till f i Py. Integration lings randen,
JP,, blir p4 samma sitt som i foregdende sats noll, da f//f &r periodisk. Detta ger att Ne = N,
det vill sdga antalet nollstéllen och antalet poler till f ar lika manga.

Om f har poler pd randen till Py si gor vi en translation av omradet (som i Sats 6.3) och
resonerar pa samma siatt som tidigare. O

Nu har vi behandlat nagra egenskaper hos elliptiska funktioner men vi har &nnu inte visat att en
funktion som uppfyller dessa egenskaper 6verhuvudtaget existerar. Vart ndsta mal &r att konstru-
era en elliptisk funktion.

6.3 Weierstrafl elliptiska funktion

Weierstrafl elliptiska funktion brukar betecknas med g och visar sig vara av stor vikt da alla ellip-
tiska funktioner kan skrivas i termer av p och dess derivata. Detta pastaende kommer att bevisas
senare i detta avsnitt. Tidigare nimndes att varje sidan funktion maste ha minst tva poler och vi
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boérjar darfor med att konstruera en funktion vars enda singularitet &r en dubbelpol i de punkter
pa gittret som genereras av perioderna.

Den naturliga ansatsen vore ett uttryck pa formen

1
2o

weA (Z + w)

med w = (n+m7). Detta &r dock en serie som inte &r absolutkonvergent och vi véljer att dela upp
funktionen sa att summeringen inte inkluderar origo. Lat sdledes A* beteckna hela gittret utom
origo, det vill sidga

A" =A—-{(0,0)},
och betrakta

TEEEEDY

wEeA*

1 1
(z4w)? w2’
dér vi valt att subtrahera ut ﬁ for att fA summan att konvergera. Om vi utvecklar uttrycket
innanfor hakparenteserna far vi att

1 1 —22 — 22w

(z 4 w)w?’

(z4w)? w?

som ér av storleksordning O(Zz). For att visa att serien &r en meromorf funktion med vara énskade
poler behover vi féljande lemma.
Lemma 6.5. Serierna
1 1
Z — 7 och Z T
(m,n)#(0,0) <|n| T ‘m‘) n+mrTeA* ‘n + mT|
konvergerar da r > 2.

Beviset av detta lemma &r relativt langt och tekniskt, och den nédvéndiga teorin hittar man i
Complex Analysis av Stein & Shakarchi s. 197-199, och det faktiska beviset av lemmat finner
vi pa s. 268-269. Vi dr nu redo att definiera Weierstrafl elliptiska funktion p, den fundamentala
byggstenen i teorin for elliptiska funktioner.

Definition 6.3. Lat

b=+ 3

weA*

1 1
(z4+n+mr)?* (n+m7)?

1 1 1
_21222+ )

3
(z4w)” w (m,n)#£(0,0)

© kallas for Weierstraf elliptiska funktion.

For att visa att p dr en meromorf funktion med dubbelpoler i gitterpunkterna antar vi férst att
|z] < R och skriver

=5+

lw|<2R

1

1
(z + w)2 w2

1
+5t D

|w|>2R

1 1
(z+ w)2 W2
Innanfér hakparenteserna i den andra summan har vi ett uttryck som &r av storleksordning O(ﬁ)

da |z| < R, vilket ger att hela summan &r holomorf enligt Lemma 6.5. Vi har dven att den forsta
summan har dubbelpoler i gitterpunkterna pa disken |z| < R.

Det aterstar att visa att p dr dubbelperiodisk.
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Sats 6.6. o dar en elliptisk funktion med perioderna 1 och T, och har dubbelpoler vid gitterpunk-
terna.

Bewis. Om vi deriverar p i (6.3) termvis far vi att
-2 1 1
/
G- Y ey
P o BT (nimjen (2 F ™)

Fran Lemma 6.5 far vi att serien ovan ar absolutkonvergent nér z inte ar en av gitterpunkterna.
Vi ser #ven att deriveringen eliminerar termen —1/w? vilket ger att ¢’ inte dndras nir vi ersitter
z med z + 1 och z + 7. Detta ger att @' ar periodisk med perioderna 1 och 7 och det finns tva
konstanter a och b sddana att

p(z+1)=p(z)+a och p(z+7)=p()+0. (6.4)

Fran definitionen av o i (6.3) ser vi att g &r en jamn funktion. Detta fis av att serien har
kvadratiska termer i ndmnaren vilket gor att nédr vi ersitter z med —z far vi att summan &6ver
w € A* kan ersdttas med summan éver —w € A*. Vi kan alltsd skriva p(—z) = p(z) och far att

©(—1/2) = p(1/2) och p(=7/2) = p(7/2).
Om vi sétter in uttrycken ovan i ekvation (6.4) far vi att a = b = 0, vilket ger att p dr dubbelpe-
riodisk med perioderna 1 och . O
6.4 Egenskaper for p

Tidigare s& har vi konstaterat att p dr en jamn funktion vilket ger att ¢’ &r en udda funktion. Vi
vet dven att p’ ar periodisk med 1 och 7. Exempelvis giller det for z = 1/2 att

O'(1/2) = —p'(-1/2) = =/ (-1/2+ 1) = —¢/(1/2),

vilket ger att ©’(1/2) = 0. Samma géller for ©'(7/2) och for ©'((1+ 7)/2) och vi far att

012 =g!(r/2) =t (37 ) =0.

dér dessa tre punkter kallas for halvperioder. Eftersom ¢’ ér elliptisk med ordning 3 ar de tre
punkterna de enda rotterna till o i det fundamentala parallelogrammet och de har multiplicitet
1. Vi kan definiera punkterna som

0(1/2) = e1, o(r/2) = es och p(l—;_T):eg,

déar ekvationen p(z) = e; har en dubbelrot i 1/2. Eftersom p har ordning 2 sd finns det inga
andra losningar till p(z) = e; i det fundamentala parallelogrammet. P4 samma sétt far vi att
ekvationerna p(z) = ey och p(z) = e3 endast har dubbelrétter vid 1/2 respektive 7/2. Vi obser-
verar att e;, es och ez ar distinkta eftersom annars skulle p ha fyra rétter i det fundamentala
parallelogrammet, vilket motsdger att p har ordning 2. Fran detta kan vi nu bevisa foljande sats.

Sats 6.7. Funktionen (')? dr det kubiska polynomet i p
(6)%(2) = (p(2) — e1)(p(2) — e2)(0(2) — e3) -
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Bevis. Lat F(z) = (p(2)—e1)(p(2) —e2)(p(z) —es3). Som vi visade tidigare ges de enda lésningarna
till ekvationerna p(z) = ey, p(z) = ez och p(z) = ez i det fundamentala parallelogrammet av 1/2,
7/2 och (14 7)/2. Alltsa ges de enda rotterna till F(z) av 1/2, 7/2 och (1+7)/2 med multiplicitet
2. Men vi noterar att g’ har poler av ordning 3 i gitterpunkterna, och déarfér har F(z) poler av
ordning 6 i samma punkter. Vidare &r kvoten (p')2/F holomorf och dubbelperiodisk, vilket ger
att kvoten ar konstant enligt Sats 6.2. Det aterstar nu att visa att kvoten &r lika med 4. Vi har
for z néra origo att

vilket ger att

Division med F ger d& att kvoten &r (p')?/F = 4. O

Vi pastod tidigare att en viktig egenskap med Weierstraf} elliptiska funktion g &r att varje elliptisk
funktion kan skrivas i termer av p och p’. Detta demonstreras av foljande lemma och sats.

Lemma 6.8. Varje jamn elliptisk funktion F med perioderna 1 och T dr en rationell funktion av
P.
En konsekvens av detta lemma ar féljande sats.

Sats 6.9. Varje elliptisk funktion f med perioderna 1 och T dr en rationell funktion av p och ¢'.

Vi bevisar nu Lemma 6.8 ovan och ger darefter ett bevis till Sats 6.9.

Bevis. Vart mal &ar att konstruera en elliptisk funktion med g som har exakt samma nollstéllen
och poler som F'. Vi borjar med att anta att F' inte har nagra nollstéllen eller poler pa A. Detta ef-
tersom om F' har ett nollstélle eller en pol i origo, sd maste ordningen av nollstéllet eller polen vara
av jamn ordning eftersom F' &r en jamn funktion. En konsekvens av detta &r da att det finns ett
heltal m sddant att F'o™ har inga nollstéllen eller poler i A. Vi forsoker nu konstruera F' utifran g.

Lat a € C vara en konstant. Det giller da att p(z) — p(a) har endast ett nollstélle av ord-
ning 2 om och endast om a &r en halv period, annars har p(z) — p(a) tva distinkta nollstéllen i
punkterna +a. Vi maste nu forséka rédkna nollstdllena och polerna till F' eftersom var representa-
tion av F' i termer av p maste stdmma Gverens exakt.

Om a é&r ett nollstélle till F' sa &r ocksd —a ett nollstélle till F' eftersom F' &r jamn. Vidare
ar a kongruent till —a om och endast om a ar en halv period, och i detta fall 4&r a ett nollstille
av jamn ordning. Det foljer darfor att om foljden +aq, + ao, ..., + a,, medrdknat multiplicitet
betecknar alla nollstéllen till F' s& géller att

[p(2) = plar)]-[p(2) — plam)] ,

har exakt samma rotter som F. Med liknande resonemang som ovan foljer att polerna (£by, ..., +
by,) till F medriknat multipliciteten visar att

Gz) = [p(2) — p(a1)].-[p(z) — p(am)]
[p(2) = p(b1)]--[p(2) — p(bm)]
ar periodisk och har exakt samma nollstéllen och poler som F'. Darmed bildar vi kvoten F'/G som

ar elliptisk och holomorf, och som en konsekvens av detta foljer av Sats 6.2 att F'/G ar konstant.
Darmed foljer lemmat. O
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Bevis av Sats 6.9. Vi pdminner om att p ar jamn och ar ¢’ udda. Vi skriver d& funktionen f som
en summa av en jamn och udda funktion, det vill séga

f(2) + f(=2)

f(z) = f(=2)
5 : :

f(Z) = fjémn(z) + fudda(z) : fjéimn(z) = D)

fudda(z) =
Da giller att fudda/¢" &r jimn. Lemma 6.8 applicerad pa fudda/9’ och fiamn ger oss da att
funktionen f kan skrivas som en rationell funktion i termer av g och g'. [

6.5 Eisensteinserier

Tidigare i detta avsnitt definierades parametern 7 = wy/wy dér wy och wy ar perioderna till ndgon
elliptisk funktion f, sd att Im(7) > 0. Vi antog sedan att de tva perioderna dr 1 respektive 7
och konstruerade p utifrdn detta val av 7. Detta leder da till den naturliga fragan hur g paver-
kas av valet av parametern 7. Vi kan alltsa betrakta o(z) som en funktion av 7, det vill siga p-(2).

Exempelvis ses att p,41 och p, har exakt samma perioder, och faktum &r att dessa tva funktio-
ner &r identiska. P4 ett analogt siitt kan man hirleda funktionalekvationen p_1 - (z) = 72p,(72)
genom att sitta —1/7 = —w; /ws med Im(—1/7) > 0.

Detta leder oss nu till att betrakta gruppen av transformationer av évre halvplanet av C som
genereras av transformationerna 7 — 7+ 1 och 7 — —1/7. Denna grupp kallas {6r den moduldra
gruppen och leder oss da till att studera de sa kallade Eisensteinserierna, for att fa en béttre
forstaelse over hur dessa byten av 7 paverkar p(z).

Definition 6.4. FEisensteinserien av ordning k definieras som

ACGEIESY _r (6.5)

k
ez T ™)

dar k > 3 dr ett heltal och T dr ett komplext tal med positiv imagindrdel.

Sats 6.10. Eisensteinserier konvergerar om k > 3, och de dr holomorfa i évre halvplanet. Om k
ar udda, dr Ex(1) = 0. Eisensteinserier uppfyller foljande relationer:

Ep(t) = Ep(r 4+ 1) =7 FEp(=1/7). (6.6)

Bevis. Enligt Lemma 6.5 ar Ej(7) bade absolut och likformigt konvergent da k > 3 sd linge
Im(7)> § >0, vilket gor Ej(7) holomorf i 6vre halvplanet. Genom att ersétta n samt m med —n
respektive —m ser man av symmetriskél att Ey(7) ar identiskt 0 da k &r udda. Till sist s& motiverar
vi Eisensteinseriernas periodicitet med foljande argument: n+ (m+1)7 = n+m+mr =n' +mr,
da n gar over alla heltal, och n +m = n’ ar ett heltal. Betrakta

(n+ m(—l/T))k =7 *(nr —m)*,

notera att vi fritt kan byta ut talparet (n,m) mot (—m,n), da vi fortfarande summerar 6ver alla
heltal. Detta bevisar sista pastaendet i satsen om Eisensteinseriernas egenskaper. O

Vi skall nu knyta samman Eisensteinserierna med g, da Eisensteinserier uppstar i p-funktionens
Laurentserieutveckling runt origo.
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Sats 6.11. For z ndra noll gdller
1 [e.9]
= —|— Z 2/{) +1 E2k+222k . (67)
k=1
Bevis. Vi ersétter w mot —w i definitionen av g, vilket ej &ndrar summan
1 1 1 1
)=+ g*[z+w R M (e it

och betraktar det sista uttrycket med hjalp av identiteten

ﬁ =S 0+ !
=0

for |w| < 1. Fér mycket sma z kan vi dra slutsatsen
¢ 1 >
(z— 22£+1< ):ﬁ"_zg"_l w2
=1

Kombinerat med den forsta ekvationen, och pa grund av likformig konvergens, kan man nu kasta
om summatecken for att erhalla det nskade resultatet

1 - ¢ R 1
=+ ZZ(£+1)M’§+222+§£+1 > —

weA* L=1 wWENA*

dér den sista summan ir ett annat uttryck for Eyyo(7). Med observationen att detta dr lika med
0 da ¢ ar jamnt, kan man nu istéllet vilja att summera 6ver ¢ = 2k for att erhalla uttrycket i
satsen. O

Genom att derivera Laurentserieutvecklingen i Sats 6.7 erhaller vi foljande identiteter
/ —2 3
z

4  24E,

2 _
1 9B,
(9()* = 5+~ +15E;...

Hirur erhilles att differensen (p'(2))? —4(p(2))® +60E49(2) + 140 Eg éir holomorf niira 0. Eftersom
denna differens ar en dubbelperiodisk funktion far vi enligt Sats 6.2 att den méaste vara konstant,
och da differensen dr 0 da z = 0 méste den vara identiskt lika med 0. Vi far da, med go = 60E},
och g3 = 140F§ att

(9)* = 49" — gop — g3 (6.8)

vilket gbr att vi nu har en direkt relation mellan uttrycket (6.4) och Eisensteinserierna.
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6.6 Eisensteinserier och delarfunktioner

Vi har nu sakta men sékert ndrmat oss kopplingen mellan komplexanalysen och talteori, och foku-
serar nu pa Eisensteinserierna som vi anviander oss av for att forena dessa tva omraden. Vi kommer
att betrakta Fourierkofficienterna i Fourierutvecklingen av den periodiska funktionen Ej (7). Vi
betecknar £(z) = Ej(7), dir z = €?™7 och bérjar med att studera Laurentserieutvecklingen av &
som en funktion av z.

Lemma 6.12. Antag att k > 2 och att Im(7) > 0. Dad gdller att

oo

1 _ (_27”)k - —1 _2miT
2. (n+7')k_(k—1)!;lk e

n=—oo

Bevis. Genom att anvinda Poissons summationsformel pa f(z) = 1/(z 4+ 7)* kommer vi att f&
ovanstaende identitet. Ett alternativt bevis bestar av att notera att det forst récker med att visa
att identiteten géller for fallet k& = 2, eftersom alla andra fall foljer genom att termvis derivera,
vilket &r tillatet for likformigt konvergerande summor. For att visa fallet da k = 2 borjar vi med
att derivera formeln for cotangens, ndmligen

oo

1
Z =mcotTT .
n+rt
n=—oo
Termvis derivering ger séledes att
2 T qin2 :

= (n+T) sin®(7)
Vi utvecklar nu hogerledet med hjélp av sin z = 4-(e'* — e~**) och fér att
LS —47? B —47? B

Si1'12(7TT) - (eﬂ'Ti _ 67777'7,')2 - e2mTi 4 o—27Ti _ 9

—47T2 _47r2e27r‘ri

e—2mTi (1 + e471'7'i _ 2627rTi) - (1 _ eZTrTi)Q .

=(1—e277i)2

Genom att nu tillimpa det faktum att

= w

g rw' = _———= med w= e2miT
(1—-w)
r=1

fas att

oo

1 - TTIT
Z m = —471'2 7;17"62 )

n=—oo

vilket skulle visas. 0

Som en konsekvens av detta lemma kan vi hitta ett samband mellan Eisensteinserier, zetafunk-
tionen och delarfunktionerna. Vi illustrerar detta samband i en sats, men definierar forst delar-
funktionerna.
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Definition 6.5. Delarfunktionerna oi(r) definieras som summan av den l:e potensen av delare
till v, det vill sdga
-y
d|r

Sats 6.13. Om k > 4 ar ett jamnt tal och Im(7) > 0 far vi att

Ein(1) = 2¢(k) + W f: oF () i, (6.9)
’ r=1
Bevis. Vi borjar med att notera att
o) < rrhTt =gk (6.10)
och om Im(7) =t och ¢ > ¢y har vi att
2T < e, (6.11)

Fran detta far vi att serien i (6.9) kan uppskattas som

k—1 (T)eQﬂiTT'

<) et (6.12)
r=1

vilket ger att serien ar absolutkonvergent for ¢ > tq. For att faststélla formeln i satsen s& anvéander
vi definitionen for Fy, att k ar ett jamnt tal samt definitionen fér ¢ som ger att

1
BO= Y Yt Y Y o

(n,m)#(0, O) n#0 m#0 n=—00

Jrz Z n+mT +2Z Z n+m7‘

m#0 n=-—00 m>0n=—o0

Fran Lemma 6.12, dér vi har ersatt 7 med m7, far vi att vi kan skriva om uttrycket ovan som

Fy ( + 2 Z 27‘—7’ Zlk 1 27rz7'ml

m>0

2(=1)k/2(2m)k

_ 2((]6) + ( (k) Z Zlk 1 27717'7nl
m>0 [=1

2(_1)k/2(2ﬂ-) — — TiTT

:2<(k)+w20’k 1(7‘)62 )
: r=1
vilket visar formeln i satsen. O

Om vi nu betraktar fallet da k& = 2,

Ba)= Y o

(n,m)#(0,0)

har vi att serien inte léngre &r absolutkonvergent. For att &nd& kunna analysera fallet da k = 2

definierar vi
1
Fo =2 (Z (it m)? > ’

m
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dar vi summerar enligt den angivna ordningen och (n,m) # (0,0). Om vi anvinder samma ar-
gument som i satsen ovan, fran (6.10) och (6.11), far vi att dubbelsumman konvergerar och kan
formuleras enligt Sats 6.13. Fran detta kan vi nu fa nésta foljdsats.

Fo6ljdsats 6.14. Dubbelsumman F definierad som ovan konvergerar i den angivna ordningen och
kan skrivas som

F(r) =2¢(2) = 872 Y " o(r)e’™"",

déir o(r) dr den tidigare definierade delarfunktionen med | = 1 och ((2) = 7%/6.
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Thetafunktionen

Vi gar nu djupare in i teorin f6r thetafunktionen som utgér en central roll i beviset av tva- och
fyrkvadratssatsen. I beviset anvinder vi oss av genererande funktioner for att koppla komplexa-
nalysen till talteorin. I det har kapitlet kommer vi att studera thetafunktionens egenskaper och
dven ga igenom trippelprodukten och dess egenskaper.

7.1 Jacobis thetafunktion

Tidigare har vi definierat thetafunktionen som

It)y= 3 ™t t>0.

n=—oo

Med hjilp av dess funktionalekvation skrev vi om zetafunktionen pa ett sadant sétt att vi med
analytisk fortséttning kunde utvidga ((s) till hela det komplexa talplanet. Men egentligen ar o
bara en variant av Jacobis ursprungliga thetafunktion, O, vilken &r definierad som

oo

@(Z|’7’): Z ewin27627rinz’

dér z € € och 7 € H dér H betecknar det &vre komplexa halvplanet. Relationen mellan © och
dess variant 9 ges av 9(t) = ©(0]it).

Annu en variant av thetafunktionen, vilken &r intressant i bevisen av tva- och fyrkvadratssat-
sen, ar

9(7_): i eﬂin2r’

n=—oo

dér 7 € H. Relationen mellan denna variant och den Jacobis ursprungliga thetafunktion ges av

6(t) =0(0|).

Vi ska nu studera egenskaperna hos den ursprungliga thetafunktionen.
Proposition 7.1. Funktionen © har féljande egenskaper

(i) © dr hel for z € C och holomorf da 7 € H
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(it) ©(z +1|1) = O(z|7)
(iii) O(z +7|1) = O(z|r)e T 2T

(iv) ©(z|7) =0dd z=1/2+7/24+n+mr ochn,m € Z.

Bewvis. For att visa (i) borjar vi med att anta att Im(7) =t > to > 0 och att |z| < M. Vi far da
att

[eS)
.9 . _ 2
E ‘ewzn 7627mnz| S C E e~ toe27rnM <00,

n=-—oo n>0

vilket ger att © bade ar absolutkonvergent och likformigt konvergent. Det hér ger att for varje
fixt 7 € H sa dr © hel och for varje fixt z € € ar funktionen © holomorf i det Gvre halvplanet.

2minz

Fran definitionen av © for fixt 7 kan (i4) fas direkt genom att notera att e ar periodisk

med perioden 1.

For att visa (ii4) observerar vi att

00
@(Z + 7_|,7_) _ Z e7rin27'627rin(z+7') _
n=—o00
00

o .
— § e'n’z(n +2n)762ﬂ'2nz )

n—=—oo

Kvadratkomplettering i exponenten ger vidare att

o)
) Py )
@(Z + 7_|7_) — § e'm(nJrl) Te 7rz're27r7,nz —
n=—o0
0
. 2 o . _ .
— E 67\'1(71-1‘1) Te Trz‘reZTrz(n—i-l)ze 2miz _

n=—00

oo

o . 2 )

— ¢ TiTe 27iz E ewz(n+1) 7'827r7,(n+1)z —
n=-—o00

_ e—Tri‘re—QTrizg(zh_) :

och egenskapen &r visad.
For att visa (iv) racker det att visa att ©(1/2 4+ 7/2|7) = 0 och resten foljer fran tidigare egen-
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skaper. Vi har att

9(1/2 + 7./2‘7_) _ Z eﬂ'in27'€27rin(1/2+‘r/2) _
,OO B |
— Z e‘n’z(n +n)‘re‘n’zn —
_ Z (_1)n€wi(n2+n)‘r
=1+ Z( )n wi(n?4n)T + Z n wz(n +n)T _
n=1 n=—1

:1+i(7 nm(n+n‘r+z nmnfn)-r'
n=1

Om vi gor variabelbytet kK = n — 1 pa andra summan far vi

oo (oo}
Z " m(n —n)T _ Z(_1)k+1e7rz'((k+1)2_(k+1))7—
n=1 k=0

_ Z(_l)k+1e7ri(k2+k)r _

k=0
- 1_ Z(_l)keﬂi(kz—i—k)T.
k=1
Fran detta far vi att
o(1/2+7/2/7) f1+z yremintm g - § N (—pkemith b g,
k=1

7.2 Trippelprodukten

Vi kommer nu betrakta den sa kallade trippelprodukten, TI(z|7).

Definition 7.1. Vi har att for z € Z, 7 € H och q = €™ sd dr trippelprodukten definierad som
o0
H 1 o q 1 + q2n71627r7;z)(1 + q2n71672m’z)'

Detta édr en funktion som uppfyller liknande egenskaper som ©(z|7) och dessa formulerar vi i
foljande proposition.

Proposition 7.2. Funktionen I1(z|7) har foljande egenskaper:
(i) T(z|7) dr hel for z € C och holomorf dé 7 € H

(i) II(z + 1|7) = II(z|7)
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(iii) T(z + 7|7) = H(z|1)e TTe= 27

(v) II(z|7) =0 dd z = 1/2+7/24+n+m7 ochn,m € Z . Dessa punkter ar Gven enkla nollstillen,
och de enda nollstillena, till TI(-|7T).

Bevis. Vi later Im(7)=t > tg > 0, vilket ger att
lgl =|e™| <e ™ < 1.
Vi har dven att faktorerna fran trippelprodukten kan utvecklas enligt
(1 — )1 + 2 1e2™#)(1 4+ g2 le 2mi2) = 1 4 O(|q|2n71627r|z|).

Eftersom att summan Y |¢|>”~! konvergerar kommer &ven I1(z|7) konvergera enligt propositionen
om oédndliga produkters konvergens, se (3.1). Det héar gor att II(z|7) definierar en hel funktion av
z med fixt 7 € H och en holomorf funktion av 7 med fixt z € C, vilket ger att (i) géller.

Fran definitionen av II(z|7) fis (i) genom att observera att funktionen &r periodisk med pe-
rioden 1 for z.

For att bevisa (ii7) observerar vi forst att

(1 . q2n)(1 + q2nfle27ri(z+-r))(1 + q2n716727ri(z+7-)) _

3

I(z+7|7) =

3
Il
_

(1 _ an)(l + q2n+162ﬂ'iz)(1 4 q2n—36—2m'z)’

I
8

3
Il
—

dér vi har anviint oss av att ¢ = ™. Om vi forst betraktar andra faktorn i var produkt har vi
att

o0 o0

) 1 + quﬂ"iz) B . 1
1 2n+1 27wiz ( : — 1 2n—1 2miz i
H( T4 € )(1+q€27”2) H( T4 € )(1+q62ﬂ'zz) ’

n=1 n=1
dér vi i forsta produkten forldnger och forkortar med faktorn for n = 0, vilket gor att vi genom
en omskrivning later exponenten for ¢ borja ett index tidigare. Om vi sedan betraktar den tredje

faktorn i var produkt har vi att

oo %)
H(l + q2n73€727riz) _ H(l + q2n716727riz)(1 + q71€727riz)7
n=1 n=1

dér vi har brutit ut faktorn féor n = 1. Det hér ger oss att

I 2n 2n—1 _2miz on—1 _ —2mwiz 1+ q—le—27riz
H(z+T|T):H(1—q Y(1+4q ™) (1 +q e i S

1 + q627'riz
1+ q716727riz
14+ quTriz >

e (

Vi vet dven att da x # —1 sa ar
14+

1+2-1
vilket tillsammans med utvecklingen av II(z + 7|7) ger oss att (iii) géller.

_x7
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For visa (iv) vill vi hitta alla nollstallen till TI(z|7). Vi minns foérst att en konvergent produkt

endast har nollstédllen om minst en av dess faktorer &r noll. Eftersom att |¢| < 1 s& kan aldrig fak-

torn (1—¢") vara noll. Fér att faktorn (14 ¢?"~1e2™#) ska vara noll maste ¢*"~1e?™* = —1 = ™.

Vi har att ¢ = €™, och om vi d& jamfér exponenter fir vi att
(2n—1)71+2z=1 (mod 2),

dér modulus 2 kommer fran att e* &r periodisk med perioden 27i. Det hér ger att
z2=1/247/2—=n7 (mod 1),

vilket ger oss alla nollstéllen pa formen z =1/2+7/2 —nr +m f6r n > 1 och m € Z.

Den tredje faktorn i produkten blir pa samma sétt noll om
(2n—1)71—2z=1 (mod 2),
vilket ger att
z=-1/2—7/24+n7 (mod 1)
=1/2+7/2+n'7 (mod 1),

diar n’ > 0. Det hér ger oss nollstéllena till TI(-|7) och eftersom vi vet att 1 — e” har ett enkelt
nollstélle i w = 0 vet vi dven att vara nollstéllen maste vara enkla. O

Vi har nu bevisat egenskaperna for bade O(z|7) och II(z|7) och vi ser att funktionernas egenskaper
paminner om varandra valdigt mycket. Det hir gor att man kan misstdnka att funktionerna ocksa
har en nira koppling, vilket vi kommer se i nésta sats.

Sats 7.3. For alla z € C och 7 € H sa gdller att
O(z|r) =(z|7).
Bevis. Lat 7 € H vara fixt och betrakta kvoten

(T

M(z7)

Notera att med hjilp av de tva senaste propositionerna sa far vi att F' ar hel och dubbelperiodisk
med perioderna 1 och 7. Enligt Liouvilles forsta sats, se Sats 6.2, betyder det har att F' maste
vara konstant i z. Detta ger att det existerar en funktion ¢(7) s& att

O(z|7) = c(m)I(z|7) . (7.1)

Det aterstar att visa att ¢(7) = 1 for alla 7. Vi borjar med att sitta z = 1/2 i ekvationen ovan sa
att €2™* = —1 och far att
(o ]
o@/2n) = 3 (~1"¢" =e(r)

n—=—oo

1-¢(1 - H1 ¢ =

)

3
Il
_

=c(r) [ [l =" Ha =M1 - ¢ ) =

2

Il
-

n

=c(r) ][] —gm@—g").

2

3
I
—
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Sista steget foljer av att de forsta tva faktorerna tillsammans gar 6ver alla heltal. Detta ger att
2
Yoo (=D)"¢"
[T (1= gm)(1 =g 1)
Om vi nu ldter z = 1/4 1 (7.1), sd att €™ = i, fir vi att

O(1/4|r) = Z "

n—=—oo

e(r) = (7.2)

Genom att utveckla summan i hogerledet ser vi att alla termer dir n &r udda kommer att cancel-
leras, vilket ger att vi kan sdtta n = 2m och far & ena sidan att

oo

o(1/4r) = Y ¢

m=—oo

A andra sidan har vi att

II(1/4|7) = Y1 +i*™ (1 —ig*™ ) =

1+q4m 2)

::]8 I ,:]8
T T
hQ iQ

Vi delar nu upp produkten och anvinder oss av att vi kan lata 2m = 4n och 2m = 4n — 2. Det
hér ger oss att

(o}

[[a-"a -2 J[Ja+¢"2) =

o

TI(1/4]7)

m=1

n=1
[[a-a" =" )1 +¢"?) =

n

Il
—

::18

(1—¢"™) (1 —¢*"").

Vi har alltsa att )

PO e I

(1) = == 1 ST
[[2 (= g*)(1 —¢®)

Kombinerar vi nu (7.2) och (7.3) far vi att ¢(7) = ¢(47) och upprepar vi denna likhet far vi att

(1) = c(4*7). Vi har att ¢ = ™" gar mot 0 d& k gar mot oéindligheten och ser da att I1(0|7)

och ©(0|7) gar mot 1 dd Im(7) gar odndligheten, vilket i sin tur ger att ¢(7) = 1. O

(7.3)

Om vi anvinder oss av Sats 7.3 med z = 0 far vi 6(7) = ©(0|7). Med hjilp av detta kan vi
formulera nésta foljdsats, dér vi far att 6 inte har nagra nollstéllen i det 6vre halvplanet. Denna
foljdsats ér viktig fér beviset av tva- och fyrkvadratssatsen.

Foljdsats 7.4. For Im(t) > 0 och ¢ = ™" giller att

oo

o) = TL - )+ )2

n=1

vilket ger att 6(t) # 0 for T € H.
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Kapitel 8
Primtalssatsen

“No elementary proof of the prime number theorem is known, and one may ask whether
it is reasonable to expect one. Now we know that the theorem is roughly equivalent to
a theorem about an analytic function, the theorem that Riemann’s zeta function has
no roots on a certain line. A proof of such a theorem, not fundamentally dependent on
the theory of functions, seems to me extraordinarily unlikely. It is rash to assert that
a mathematical theorem cannot be proved in a particular way; but one thing seems
quite clear. We have certain views about the logic of the theory; we think that some
theorems, as we say ‘lie deep’ and others nearer to the surface. If anyone produces
an elementary proof of the prime number theorem, he will show that these views are
wrong, that the subject does not hang together in the way we have supposed, and that
it is time for the books to be cast aside and for the theory to be rewritten.” - P.H
Hardy, 1921

Inom talteori beskriver primtalssatsen den asymptotiska fordelningen av primtal for positiva heltal.
L&t oss borja med att definiera funktionen 7(z).

m(x) = antalet primtal mindre &n eller lika med x .

Primtalen ar bade odndliga till antalet och irreguljara i sin fordelning, vilket inger lite hopp om
att hitta ett slutet uttryck for w(x) i elementéra funktioner. Istdllet har man valt att studera det
asymptotiska beteendet for 7(x), det vill siga beteendet som 7(z) antar nir man later x vixa
obegrénsat. Flera sadana uttryck har hittats genom historien, bland annat de tva nedanstaende

uttrycken.
x

m(x) ~ Toa(@) nir r — oo, (8.1)
Tl .
m(x) ~ / ——dt nirz — co. (8.2)
5 logt
Har betyder det asymptotiska forhallandet f(z) ~ g(x) nér z gar mot oéndligheten att
lim Lx) =1.
z—o0 g(x)

Det forsta uttrycket bygger pa begavade gissningar som formulerades av Legendre och Gauss i
slutet av 1700-talet. Det andra uttrycket kom Dirichlet fram till 1838, men &ven det utan rigorost
bevis. Ungefdr 100 ar efter Legendre och Gauss insatser s& bevisade Hadamard och de la Valleé
Poussin oberoende av varandra férhallandet i ekvation (8.1), &ven kallad primtalssatsen.
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Sats 8.1 (Primtalssatsen). Ldt w(x) beteckna antalet primtal mindre an eller lika med x. Dd far
vi det asymptotiska forhallandet

m(x)

Primtalsatsen ger oss en bild av hur téatt primtalen ligger och séger att primtalen blir mindre
vanliga da de blir storre. Det dr alltsd denna relationen vi kommer att bevisa, &ven om det inte

~ , MAr r — 00.
log x

1.2

W(x)//; ﬁdt

1 10* 10% 10'? 10'® 10%° 10%

1.1

1.0

0.9

Figur 8.1: Kvoten av w(z) och dess tvd ndmnda uppskattningar, med logaritmisk skala pd x-azeln. Bild
tagen ifran Wikimedia Commons.

ar den som konvergerar snabbast, vilket vi kan se i Figur 8.1.

For att bevisa primtalssatsen kommer vi, liksom originalbeviset, anvidnda oss av komplexana-
lys. Ar 1949 kom Paul Erdés och Atle Selberg med det forsta elementéra beviset, till den i bérjan
av kapitlet citerade G.H. Hardys stora besvikelse. Vart bevis bygger pa att man introducerar
tva hjalpfunktioner, som i forhéllande till 7(z) &r relativt ldtta att arbeta med. De kallas for
Tchebychev’s 1-funktioner och definieras som f6ljande

ba)= 3 logp,

p" <z

samt

wi(e) = [ vt du.

Som vi ser s definieras v (z) som en summa 6ver logaritmer av primtal, vilket gor den direkt
relaterbar till pastdendet om 7(z) asymptotiska beteende. Beviset i sig bygger nu pa en effektiv
trestegsraket.

1. Visa att om 9(x) ~ x for obegrinsat vixande z, sd géller att m(xz) ~ z/logx for ett
obegransat vixande x.

2. Att ¥(x) ~ z foljer om vy (x) ~ 2%/2, for ett obegrinsat vixande z.
3. Att rigordst bevisa att ¢ (z) ~ 22/2 och ur detta foljer sedan péastdenden ovan.

For att bevisa det tredje steget krdvs vissa manipulationer av Riemanns (-funktion néra linjen
s =1+4it, t € R, dir den ar nollskild for alla ¢t. Saledes inleder vi vart bevis med att utveckla en
verktygslada for manipulation av (-funktionen, for att sedan visa de tre pastaendena beskrivna
ovan.
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8.1 Nollstallen till zetafunktionen

Vi studerade nollstéllena till zetafunktionen i Kapitel 4 dér vi bland annat kom fram till att ¢(s)
har nollstéllen i alla negativa jamna heltal. Dessa nollstéllen kallas fér de triviala nollstdllena, och
ar i sig ointressanta for var fortsatta studie. Resten av zetafunktionens nollstdllen har vi bevisat
ligger innanfoér den kritiska remsan 0 < Re(s) < 1 och kallas de icke-triviala nollstéllena. Hér
kommer den berémda Riemannhypotesen in som behandlas i storre detalj i slutet av Kapitel 4.
Riemannhypotesen ar inte det absolut centrala for beviset av primtalsatsen, men vad som déremot
ar centralt ar pastaendet att zetafunktionen &r nollskild pa linjen s = 1+it, ¢t € R. For att kunna
bevisa detta kommer vi forst och framst behova Eulers produktformel for zetafunktionen, som vi
ndmnde redan i introduktionen. Formeln siger att om Re(s) > 1 har vi att zetafunktionen kan
skrivas som den odndliga produkten

() =T (3)

— —S8
P 1=p
For att bevisa att zetafunktionen &r nollskiljd pad Re(s) = 1 har vi dven samlat de nodvindiga
komponenterna i féljande lemman.
Lemma 8.2. Om Re(s) > 1 har vi att

p—ms >
log¢(s) = Z = chﬂ_57
n=1

p,m

for nagot ¢, > 0.

Bevis. Beviset av denna sats bygger pa nagra fundamentala egenskaper hos logaritmen samt
Taylorutvecklingen for logaritmen. Vi borjar med att notera att

1 > x
I = —_
12 Zm’

for 0 < & < 1. Ur detta och produktformeln fér zetafunktionen foljer att

—ms

log ¢(s) :lognlilpis = Zloglilpis = me .
P P p,m

Dubbelsumman &r absolutkonvergent vilket gor att man fritt kan vélja summationsordning. Ana-
lytisk fortsdttning ger nu att den hir formeln haller for Re(s) > 1. Vart att notera ar att for
Re(s) > 1 kan log {(s) definieras holomorft, da {(s) saknar nollstéllen i detta omrade. Till sist far
vi att

ms

P 00
m
p,m n=1

dar

1 _ m
e _dm omn=yp
=

0 annars.
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Lemma 8.3. Om 6 € R har vi att
3+4cosf +cos20>0.

Bevis. Lemmat foljer fran att vi med hjalp av dubbla vinkeln fér cosinus kan skriva om uttrycket
som
3+4cosf+cos20 =3+ 4cosf +2cos’ — 1 =2(1 4 cosh)?,

som vi vet ar storre dn noll for reella 6. O
Fo6ljdsats 8.4. Om o > 1 och t dr reellt har vi att
log |¢*(0)¢* (o + it)( (o + 2it)| > 0.
Bevis. Lat s = o + it och notera att
Re(n™*) = Re(elotit)logn) — g=ologn o5t logn = n =7 costlogn. (8.4)

Notera éven att
log z = log |z| + tArg(z) — Re(log z) = log |z|.

Darfor far vi att
log |¢*(0)¢* (o +it)¢ (o + 2it)| = 3log|((0)| + 4log|( (o + it)| + log |¢(o + 2it)]
vilket i sin tur ar lika med
3Re(log ((0)) + 4Re(log (o + it)) + Re(log { (o + 2it)) .

Hér noterar vi uttrycket for logaritmer utav zetafunktionen fran Lemma 8.2 och anvédnder oss av
ekvation (8.4). Slutligen landar vi pa att

log|¢3(0)¢* (o 4 it)¢ (o + 2it)| = Z enn” (3 + 4cos(tlogn) + cos(2tlogn)) .
n=1

Att detta uttryck ar ickenegativt foljer ur Lemma 8.3 och att ¢, ar ickenegativt. O

Nu nér vi har alla verktyg sa kan vi formulera och bevisa satsen som séger att zetafunktionen inte
har nagra nollstéllen pa linjen Re(s) = 1. For att gora detta kommer vi anta motsatsen, det vill
siga att den har nollstillen pd Re(s) = 1, och sen kommer vi se att detta strider mot foljdsatsen
ovan.

Sats 8.5. Zetafunktionen har inga nollstillen pd linjen Re(s) = 1.

Bevis. Vi borjar med att konstatera att vi vet att ¢ har en pol i punkten 1, vilket ger att den inte
har nagra nollstéllen i ett ndromrade till denna punkt. Det vi vill visa ar da att

C(1+it) £0,
for alla t € R. Antag motsatsen, det vill sdga att
C(1+itg) =0,

fér nagot to # 0. For att motbevisa detta kommer vi anvinda oss av uttrycket i Foljdsats 8.4. Vi
vet att ¢ ar en holomorf funktion vid sy = 1 + ity och att den déarfor férsvinner i denna punkt
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med en ordning av minst ett. Detta ger att det finns en holomorf funktion g som inte férsvinner
nara 1+ itg och ett n > 1 sa att

C(s) = (s —s0)"g(s).
Fran detta far vi med sqg = 1 + ity att det finns ett C; > 0 sa att
|C(o +ito)|* < Ci(o —1)*, nir o — 1. (8.5)

Liknande vet vi att ¢ har en enkelpol vid sg = 1 och vi far att det finns en holomorf funktion A
som inte forsvinner nira sg sa att

((s) = (5= s0) "' h(s).
Detta ger att det finns ett Co > 0 sadan att
IC(0)]?P < Ca(c—1) 3 niir o — 1. (8.6)

Eftersom ¢ dr holomorf vid o + ity for alla o far vi att |((o + 2itg)| ar begrinsad nir ¢ ndrmar
sig 1. Om vi nu ldgger ihop vara uppskattningar ser vi att

13 (0)¢H o +it) (o + 2it)| — 0, ndr o — 1,

dér nollstallet i detta uttryck ar av hogre ordning &n polen. Eftersom logaritmen av ett tal mellan
noll och ett &r negativt motsidger detta Foljdsats 8.4. Detta bevisar att ¢ inte kan ha nagra
nollstéllen pa linjen Re(s) = 1.

O

8.2 Uppskattningar av zetafunktionen

En annan viktig del fér beviset av primtalssatsen dr att understka hur zetafunktionen beter sig
néra linjen Re(s) = 1. Den termen som kommer ha en stor roll i beviset &r den logaritmiska
derivatan ¢’(s)/¢(s) och vi kommer behéva kunna uppskatta denna. Darfor behover vi veta hur
¢’'(s) och 1/¢(s) vixer. Uppskattningen for ¢’ togs upp i kapitel 4 om zetafunktionen, men vi
upprepar propositionen hér igen for tydlighetens skull.

Proposition 8.6. Antag att s = o +it, o,t € R. Da gdller det att for varje o9 : 0 < g9 < 1 och
varje € > 0 existerar det en konstant c. sadan att

(i) |C(s)| < celt]*=o°T¢, dd o9 < o och |t| > 1.
(ii) ¢ (s)] < ce|t|, ddo>1 och|t| > 1.

I propositionen ovan ser vi i den andra punkten uppskattningen f6r ¢’ och vi kommer nu undersoka
uppskattningen av 1/(.

Proposition 8.7. Fir varje € > 0 har vi att
1

Ty S et

Cs)l =

dir s =c+it med o > 1 och |t| > 1.
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Bevis. Fran tidigare har vi sett att
(o) (o +it)(o +2it)[ > 1,
féor o > 1. Fran detta och fran den forsta uppskattningen av Proposition 8.6 far vi att
CH o +at)| > [ (a)lI¢T (o + 2it)] = e ¢T3 (o)t 7 = /(0 — 1)°J¢] 7,

for alla o > 1 och [t| > 1. Argumentet for den sista olikheten kommer fran ekvation 8.6 i satsen
om att zetafunktionen inte har ndgra nollstéllen i Re(s) = 1. Om vi nu tar fjirderoten ur detta
far vi

IC(o +it)| > ¢ (o —1)%/ 4|t~/ (8.7)
for o > 1 och [t| > 1. Vi behéver nu hantera tva separata fall, utifrin om olikheten o —1 > A[t|~5¢
héller eller ej for ett lampligt val av A, som bestdms senare. Om den hér olikheten héller sa foljer
det direkt av ovanstaende ekvation att

G0 +it)| > A'Jt[ =</,

och att byta ut € mot 4e ger oss exakt den uppskattning som vi stker. Om
o — 1 < AJt|7>¢ s& kan vi g& runt detta genom att ansitta en punkt o’ > o dir o/ — 1 = A|t|~5¢.
Triangelolikheten ger oss nu att

C(o +it)] > [¢(o" +it)| — |¢(o" +1it) — ((o +it)].

Integralkalkylens medelvardesats tillsammans med den tidigare erhallna uppskattningen |¢’(s)| <
ce|t|€ leder oss nu till

(0" +it) = C(o +it)| = [('(s) (0" = o)| < "|o" = o|t] < ¢"|o" — 1[J¢[*.
Efter dessa observationer kan vi sitta ¢ = o’ i uttrycket fran ekvation (8.7) och far da
(o +it)| = [C(o" +it)| — [C(o" +it) — ((o +it)| =
> (0! — 1)t = (! = DL
Kom ihag att o/ — 1 = A|t| ¢, och sitt A = (¢'/(2¢"))%. Detta ger oss att den forsta termen ovan

kan skrivas
C/(J/ _ 1)3/4|t|75/4 _ 26"(0'/ _ 1)|t|€ ,

och dar ur foljer
Gl +it)| = (0" = 1)Jt|" = " AJt|7>|t]* = A"[¢]~*.
Genom att byta ut 4e mot e far vi var énskade relation. O

Det som &r viktigt att komma ihag om zetafunktionen for att bevisa primtalssatsen &r att ze-
tafunktionen inte har nagra nollstillen pa linjen Re(s) = 1 och att den kan uppskattas enligt
Proposition 8.6 och 8.7.

8.3 Funktionerna ) och 14

Nu har vi studerat zetafunktionen till den niva som beviset av primtalssatsen kréver. Beviset
bygger dock inte bara pa egenskaper hos zetafunktionen. I det hér avsnittet introducerar vi tva
nya funktioner som &r centrala fér beviset. Dessa tva funktioner kallas Tchebychev’s y-funktioner
och #r férhallandevis enkla att hantera. Overraskande nog hittar man ménga likheter i deras
beteende jamfoért med primtalsfunktionen 7(z).
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8.3.1 Funktionen 1
Definition 8.1. Tchebychevs -funktion skrivs

Y(w) =Y logp,

m<g

ddr p dar ett primtal och m dr ett positivt heltal. Summan gar over alla heltal pa formen p™ som
ar mindre dn eller lika med x.

Det vi nu ska gora ar att hitta varianter for att skriva ¢-funktionen ovan och fér detta definierar
vi férst von Mangoldt-funktionen.

Definition 8.2 (von Mangoldt-funktionen A(n)).

An) logp, omn=p™, for nagot primtal p och nagot m > 1
n)=
0, annars.

Fran definitionen ovan far vi att vi kan skriva ¢ som
xr
Y()= > logp=>Y A(n).
p<x n=1

Vi noterar att om p™ < x far vi att m < logx/logp och vi kan skriva

0) = 3 | 122 |og. (5.8)

logp

p<z

dar |u] ar det storsta heltalet som &r mindre dn eller lika med u. Samtliga av dessa tre sitt att
skriva ¢ (z) kommer att komma till anvindning i beviset.

Efter att nu ha introducerat ¢ vill vi koppla denna till 7(z). Faktumet &r att vi kan forenkla
primtalssatsen till ett liknande asymptotiskt forhallande for ¢, vilket motiveras i propositionen
nedan.

Proposition 8.8. Om ¢(z) ~ x ndr x gar mot oindligheten har vi att w(x) ~ x/logx nar x gdr
mot odndligheten, det vill siga

1
lim W(x)ﬂ = lim M (8.9)
T—00 x r—oo I
Bevis. For att bevisa den hér utsagan behdver vi visa féljande tva olikheter:
1
1 < liminf 7 (x) 08T ; (8.10)
T— 00 €T
1
lim supw(x)y <1. (8.11)

Tr—r 00

For den forsta olikheten récker en grov uppskattning som bygger pé den tredje formuleringen av
(x) fran ekvation (8.8),

log log z
Y(x) = Z Long logp < pg; o p logp = 7(x)logx .

p<z

(0]
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Efter division med z erhaller vi

lim sup M < lim inf
T—00 x T—00 x

7(x)log x ’ (8.12)

och vi ser nu att om ¥(x) ~ x, si giller ekvation (8.10). Den 6vre uppskattningen i ekvation
(8.11) ar mer komplex. Fixera ett tal a sd att 0 < o < 1 och uppskatta ¢ utifran Definition 8.1.

Detta ger oss att
Y(a)= > logp>> logp> Y  logp>

p™ <z p<z z*<p<w

> log z* Z 1> aloga(n(z) — w(z®)).
ze<p<z

Om vi noterar att m(z®) < z® for a < 1 far vi foljande uppskattning av 9,
Y(x) > an(x)logr — az®logx .

Delar vi bada sidor med zx far vi

v(z)

T

log x

> arn(x) az® logx,

dér den andra termen kommer g& mot noll nar vi later = vixa och far ddrmed att
log x

lim inf =) > alimsup m(x) —- (8.13)

T—00 x T—00

Vi vet att ¢(x) ~ x nir & gar mot odndligheten och later vi @ nirma sig 1 far vi att den 6vre
uppskattningen i ekvation (8.11) haller. Kombinerar vi vara tva resultat i ekvation (8.12) och
(8.13) far vi slutsatsen

1 1
lim inf (z) > limsup m()logx > lim inf m()logw > limsup () ,
T—00 €T T—00 T T—00 T T— 00 X

vilket ger oss likheten i ekvation (8.9).

8.3.2 Funktionen 1,

For att kunna visa Proposition 8.8 ovan introducerar vi en ny funktion som gar att betrakta som
"primitiva funktion” till ¥, ndmligen ;.

Definition 8.3. Tchebychev’s 1, -funktion skrivs

@ = [ swau,

Det vi nu ska visa ar att asymptoten 1) ~ x nir x gar mot odndligheten foljer av det asymptotiskta
forhallandet ¢ ~ x2/2. Likt i Proposition 8.8 kommer den dock vara en obevisad utsaga i beviset
som nu foljer.

Proposition 8.9. Om 1 (x) ~ x2/2 nir x gdr mot oindligheten gdiller att y(x) ~ = ndr z gdr
mot odndligheten, det vill sdga

oY) L (@)

lim —= lim

r—00 I r—00 $2/2
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Bevis. Vi kommer att behdva tva godtyckliga «, 8 sé att @ < 1 < 3, observera att

_— du < < —

(= Jp, =YD = g
vilket géller dd ¢ (x) &r en strikt vixande funktion. Precis som i Proposition 8.8 vill vi nu visa
att motsvarande olikheter for limsup och liminf géller, se ekvation (8.10) och (8.11). En direkt
konsekvens av den senare olikheten i var observation ovan ar att

U(e) € g [ (Be) — (@),

P(u)du,

Efter division med x erhaller vi

Pa) -1 [0aBe) o i)
S B-D G @

Om vi nu utgar ifran att ¢ (z) ~ 22/2 giller, far vi nir x gar mot oéndligheten att
. Ylx) _ 21 ()
lim su < lim inf ——,
s, @ (B1) whee 222
vilket géller for alla 5 > 1. Eftersom [ kan rora sig godtyckligt néara 1 foljer det att olikheten for
liminf i ekvation (8.10) géller,

BQ

lim sup M < lim inf (@)
T—00 X T—00 IQ/Q
Exakt samma typ av berdkning visar att
lim inf M > lim sup h(z)
T—00 X T—00 x2/2
och propositionen ar nu bevisad. O

8.4 Forhallandet mellan ¢, och (

Det dr nu dags att visa hur ¢; och ¢ hinger ihop, med hjilp av en rad &verraskande identiteter.
I Lemma 8.2 fick vi for Re(s) > 1 uttrycket

—ms

log(s) = Y *—

p,m

Deriverar vi bada sidor med avseende pa s i uttrycket ovan far vi att

ﬁg/(s) = —Z(logp)p—ms _ Z Aéf:z) 7

dér sista steget fas fran Definition 8.2. Vi har da att

p,m n=1

¢(s) n

for Re(s) > 1. Efter detta foljer en integralidentitet som &r en alternativ representation av i (x),
och som ytterligare knyter samman zetafunktionen och ().

) _ Al 10
n=1
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Proposition 8.10. For alla ¢ > 1 har vi att

oo =5 [ w5 o 1)

For att kunna bevisa uttrycket for 1/, ovan sa noterar vi forst att vi redan har utvecklat ett nytt
uttryck for —¢’/¢ i ekvation (8.14). Kvar har vi alltsd att undersoka den resterande integralen och
detta gor vi med hjélp av féljande lemma.

Lemma 8.11. Om ¢ > 0 har vi att
1 [fetiee g8 d 0, om0<a<l
— _ % ds=
27 Joioo S(s+1) 1-1/a, oml<a,
dar integralen gdar éver linjen Re(s) = c.

Bevis. Notera forst att eftersom |a®| = a® s& konvergerar integralen. Antag fallet dd 1 < a och
beteckna a = e, dir 8 = loga > 0. Lat d& f(s) vara

as 665
f(s) = s(s+1)  s(s+1)’
med poler i s =0 och i s; = —1. Residyn i dessa punkter &r da
Res(f, s0) = lim (s — “
es(f,s0) = Sl)rrslo(s so)m =1,
. a® 1
Reslfrs) = i b o)y = 7

Betrakta nu kurvan I'1(T) for T > 0. Kurvan bestar av den vertikala linjen S(¢) som gir fran
¢ —iT till ¢+ ¢T och halvcirkeln C(S) med centrum i ¢ med radie T, se Figur 8.2. Héar valjer vi T
stort nog sé att konturen innesluter polerna for f som &r i punkterna 0 och —1. Fran residysatsen

far vi att
1

1 1
f(s)ds = Zress:sif(s) =1- .

27TZ Iy (T) i—0

/ f(s)ds = (s) d8+/ f(s)ds.
y(T) S(T) C(T)

Om vi nu kan visa att integralen 6ver halvcirkeln C(T) gar mot noll nir T gar mot oandligheten
har vi bevisat satsen i fallet a > 1. Notera att for s pa halvcirkeln far vi att

och vi vet att

2

T
s(s+ 1)1 2 5

for stora T'. Eftersom o < ¢ far vi tillslut att

ePs \658|
F(s)ds _C las< S R
o) o s(s+1) o 1s(s +1)]
Be 2 2
§/ i—dsi—g/ ds:—ng,
o T?/2 T* Jor T
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Figur 8.2: Konturen I'1 (T') bestdende av linjen S(T') och halvcirkeln C(T') med polerna so = 0 och s1 = —1
utritade.

som gar mot noll nir T’ gar mot oédndligheten. Detta ger for 1 < a att

1 c+ic0 s
7/ _ Y ds=1-— 1 )
270 Jo—ioo S(s+1) a

For 0 < a < 1 betraktar vi en liknande kurva, I's(T), fast hér ligger halvcirkeln till hoger om linjen
Re(s) = ¢, se Figur 8.3. Vi ser att kurvan inte innesluter nagra poler, vilket enligt residysatsen

t
FQ .
T+
(o
C
T+

Figur 8.3: Konturen I's(T) dar halvcirkeln nu dr placerad till hoger om Re(s) = c.
ger att integralen 6ver I's ar lika med noll. Liknande argument som i fallet ¢ > 1 anvinds nu for
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att visa att integralen 6ver halvcirkeln gar mot noll ndr T gar mot odndligheten och beviset ar
klart. O

Vi har nu samlat pa oss tillrackligt med information fér att bevisa ekvationen som kopplar samman
11 och zetafunktionen.

Bevis av Proposition 8.10. For att visa uttrycket for ¢, i ekvation (8.15) observerar vi fran von
Mangoldt-funktionen i Definition 8.2 att vi kan skriva

() = 3 A falw),
n=1

dar f, ges av

0, annars

Anvinder vi detta far vi att

T

z/Jl(:E):wa(u)du:g/j/&(n)fn(u)du: ZA(n)/ du=3" A@m)z—n).

n<x n n<x
Fran ekvation (8.14) far vi att

1 ctico sl ¢'(s) 1 ctico pstl > A(n) B
% c—100 S(S + 1) (_ C(S) ) ds B % /cfioo S(S + 1) <nz n® ds B

=1

Sk [T

— 270 Jo—ioo S(s+1)

och fran Lemma 8.11 dér a = x/n far vi att

xiA(n);mAij;m mds = xiA(n) (1 — g) = (x).

8.5 Bevis av asymptoten for ¢,
For att kunna bevisa primtalssatsen vill vi visa det asymptotiska forhallandet for v, det vill sédga
2

P1(x) ~ = DAr & — 00.

Om detta géller sa siger Proposition 8.8 och Proposition 8.9 att
(r) ~ oo mir T
w(x) ~ ——, ndr x — oo
1 T ) )

vilket visar primtalssatsen, Sats 8.1.

Bevis av Sats 8.1. Som vi konstaterat tidigare vill vi visa att 1) ~ 22 /2 nér x gdr mot oéindligheten.
For att visa detta kommer vi huvudsakligen behéva anvidnda oss utav foljande tre argument.
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1. Formeln fran Proposition 8.10 som kopplar samman 1, och (, det vill sédga fér ¢ > 1 har vi

att - i s
i) = g /; F : 0 < <<<(s>)) a

2. Att zetafunktionen enligt Sats 8.5 inte har nagra nollstillen pa Re(s) = 1, det vill séga

C(1+4t) #£0, for allat € R.

3. Uppskattningarna av zetafunktionen néra linjen Re(s) = 1 frdn Proposition 8.7 tillsammans
med Proposition 8.6, alltsé att
1
T Scelt]T och [¢(s)] < et

IC(s)] =
for 0 > 1 och |t| > 1.

Var strategi ar att i integralen for ¢ dndra linjen fran Re(s) = c till Re(s) = 1, se Figur 8.4.
Detta skulle géra att faktorn z°! i integralen skulle fi ordningen 22, vilket pAminner om det vi
vill visa. Daremot skulle vi da stéta pé problemet att polen till ¢ vid s = 1 kommer ge oss termen
x2/2, vilket dr precis asymptoten till . Alltsd maste vi visa att det som dr kvar av 1; maste
vara betydligt mindre #n termen x?/2. Vi maste dirfor hitta en grov uppskattning av ordning x>
nér vi integrerar over linjen Re(s) = 1.

t t
¢+ 100 1+ i00
. o o
s=1 1
c— 100 1—1i00
Re(s)=c Re(s)=1

Figur 8.4: Till vinster har vi linjen Re(s) = ¢ som ska flyttas till linjen Re(s) =1, till hoger.

Borja med att fixera ¢ > 1, 1at siga att ¢ = 2, och antag att x ar fixt med x > 2. Lat sedan F(s)

beteckna ot (s)
PO = s ()
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For att kunna flytta linjen till Re(s) = 1 kommer vi behova gora detta i tva steg dar vi flyttar
linjen en bit i taget. Gor forst om den vertikala linjen Re(s) = c till kurvan «(7T), se Figur 8.5.
Hér dr den del som ligger pa Re(s) = 1 nar

" t
1+ i0c0 R
T+ T+
@ ag ® g
s=1 s=1
T + -T+
1 —i00 R -
y(T) Iy

Figur 8.5: Till vanster linjen y(T) och till héger kurvan 'y ddr vi har slagit ihop Re(s) = ¢ och v(T).

{T<t<oo} och {-co<t<-T}.

Vi har har satt T > 3, men den kommer véljas storre senare. Sla nu upp ihop kurvorna for linjen
Re(s) = ¢ och y(T) till kurvan I'y, se Figur 8.5. Fran Cauchys sats ser vi att eftersom vi inte har
néagra poler i omradet for I'y far vi att

F(s)ds=0,
I'y
dar I'y kan delas upp enligt figuren ovan sa att
ct+iR 1+iR c—iR
/ F(s)dS:/ F(s)dsf/ F(s)ds+/ F(s)ds+/ F(s)ds=0.
I c—iR ~(T) c+iR 1—iR

Om vi kan visa att de tva sista integralerna gar mot noll niar R gar mot odndligheten far vi att

1 c+ioco 1
= — F(s)ds = — F(s)ds. 8.16
@ =g [ Foas=go [ Feas (3.16)
Detta kan bekriftas genom att vi fran Proposition 8.7 och Proposition 8.6 far att
/
i((j)) < AJt|", for nagot fixt n >0, (8.17)

ddr s = 0 4+ it med o > 1 och |t|] > 1. Detta omrade innesluter de tva rektanglarna som ar
begrinsade av linjen (¢ — ico, ¢ 4+ i00) och « , se Figur 8.5. Vilket ger att

[F(s)] < Ajt"2,
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i de tva rektanglarna. Eftersom F' ar holomorf i dessa omraden och avtar fort nog nar s gar mot
odndligheten far vi att pastéendet i ekvation (8.16) héller.

I néista steg flyttar vi konturen ater ett steg déar vi konstruerar konturen v(7,9), se Figur 8.6.

t

1+ 1100 ‘
3
Y4

A

L 2 g
° g
s=1
T4+
'Y(Tv(s) FZ

Figur 8.6: Till vinster har vi konturen v(T,0) och till héger kurvan T2 ddr vi har slagit ithop v(T) och
V(T9).

I konturen ~(7,d) befinner vi oss nu innanfér den kritiska remsan dér vi inte vet hur zetafunk-
tionens nollstéllen beter sig. Men fran Sats 8.5, som sédger att zetafunktionen inte férsvinner pa
linjen Re(s) = 1, far vi att den inte heller forsvinner i ett omrade véldigt néra linjen heller. For
[t| < T, dar T ar fixt, véljer vi alltsa ett tillrackligt litet 6 > 0 sd att ¢ inte har nagra nollstéllen i
ladan

{s=c+it,1-6<o<1,[t|<T}.

Aterigen kombinerar vi tva konturer och later T'y vara kurvan ver bade v(T') och v(T,6) enligt
Figur 8.6. Vi konstaterar nu att F'(s) endast har en enkelpol vid s = 1, vilket kan ses fran Foljdsats
4.16 i kapitel 4 som séger att

1
=——+4+H
((s) = —— + H(s),
dér H ar holomorf nira s = 1. Detta ger att
¢'(s) 1
_ - h

dar dven h ar holomorf néra 1. Med uttrycket ovan far vi att residyn av F' vid polen s = 1 ar
) .Z'S+1 1 .'172
ress—1 F(s) = 11_%(8 - 1)m (sl + h(s)) =5
och residysatsen ger da att
1 x?

o s F(s)ds = Res(F\1) = 5
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Noter nu att I's kan delas upp i de tva integralerna 6ver (1) och ~(T,9),

F(s)ds=/ F(s)ds—/ F(s)ds,
1} ¥(T) Y(T,9)

vilket tillsammans ger att

1 F(s)ds = x—z + = F(s)ds (8.18)
211 +(T) 2 211 ~(T, §) ' '

Nu har vi flyttat integralen ndrmare Re(s) = 1 och sammanfattningsvis har vi fatt ett nytt uttryck
for 1. Fran ekvationen (8.18) ovan och ekvation (8.16) far vi alltsd att

1 fetiee 1 x2 1
1(x) = — F(s)ds = — F(s)ds = — F(s)ds. 8.19
nie) == [P /m (s) + (s) (8.19)

271 Je”ioo 27 2 2mi ~(T, &)

Vi ser nu att vi borjar ndrma oss asymptoten vi vill visa, men for att kunna analysera hur
beter sig for stora z vill vi férst uppskatta (7,d) med termer av z2. Detta gors genom att dela
upp Y(T,0) i v1 + v2 + 73 + 4 + v5 sé som Figur 8.6 visar och dérefter uppskatta varje integral

/ F(s)ds, forj=1,...,5,

Vi

med termen z2. For kurvan ; noterar vi att o = 1 vilket ger att
25| = g1 = 22,

Fran uppskattningen i ekvation (8.17) kan vi vélja exponenten till ett tal mindre &dn ett, till
exempel 7 = 1/2; och vi far att
¢'(s)

¢(s)

Anvinder vi detta far vi for s = 1 + it att
s+1 /
/ F(s)ds| < :c ( C(s)) ds
" 4 S(s+1) (s)

o 1/2
< Az / M~ g

Vi konstaterar forst att integralen pa hogersidan konvergerar. Valj T' stort nog sé att
0o |4 1/2
[
T

/ F(s)ds| <

Samma argument kan goras for v5 dér vi ocksa har att o =1 och vi far att

< Alt|Y?.

<A

o0 .’1?2 1/2
[t /7 dt <
- /T |(1+z‘t)(2+it)|| | -

IN

=
24"

vilket ger oss att

w\m

™)

F(s)ds

5

IA
| ™
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P& kurvan 3 har vi att o = 1 — § vilket ger att

|$S+1| — g;lJrU _ 1,1+176 _ ‘%276 )

Efter att nu ha fixerat T s véljer vi ¢ tillrdckligt litet. Vi konstaterar nu att det finns ett Cr som
beror av T sa att

AS F(s)ds

Till slut kommer vi till kurvorna v, och 4 som beter sig véildigt liknande. For uppskattningen av
v2 har vi att s = o — T for ett fixt T och vi har att det finns ett C7. vilket ger att

/ — T 1
/ F(S) ds C (U ? )’ do < C’_IZ“/ x<7+1 do =
Y2 1

C'(1— 6 +it)
C(1—0+it)

T £C275 0_g
< dt < =
/T|(1—5+it)(2—5—|—it)| ' < Cre

/1 xa-&-l

< - , -

= )i s o —il)o + 1—iD)] | (o —iT) iy
(o} 1 —

_C’T[f”ﬂ —C”T<x2 S 5><C’T iy
logz |,_; logx logx log x

En liknande uppskattning kan goras dven fér 4. Néar vi nu har uppskattat alla integraler kan vi

uppskatta hela integralen 6ver v(T,d) och vi far fran ekvation (8.19) att

22 1 5+
) — | =|=— ———F(s)ds| <
‘wlm 2 27i /y(m s(s+1) (s)ds| <
22
< ex? + Cpa?=° 420 .
log x

Dela nu bada sidorna av uttrycket ovan med z2/2 och vi far att

‘21/11(17)

x2

1
logx

- 1’ < 2e + 20z ~% + 2Ch,

For stora x ser vi att de tva sista termerna i hogerledet kan uppskattas som mindre &n e, det vill
sdga for stora x har vi att
1,[}1 (I)Q 1

2

‘§25+6+6—4€.

Vi har nu visat att )

wl(x)w%, nar x — oo,

och fran Proposition 8.9 far vi att
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Kapitel 9

Tva- och fyrkvadratssatsen

I det hér avsnittet kommer huvudfokus ligga pa att studera summor av kvadrater. Sjdlva intresset
till det hér uppkom pa Pythagoras tid da man insag att for ratvinkliga trianglar kommer kvadra-
ten av hypotenusan, ¢, vara lika med summan av de kvadrerade kateterna, a och b, det vill séga
att ¢ = a? + b2. Lat siga att bade @ och b ar heltal, d& skulle detta medfora att dven ¢ = n &r
ett heltal. Fragan man da stéllde sig var for vilka n detta géller, alltsa vilka heltal kan uttryckas
som en summa av tva kvadrater? Man stéllde sig dven fragan pa hur manga olika sitt detta kan
goras for varje heltal? Det &r precis dessa tva fragor som gav upphov till de tva kénda satserna
tva- och fyrkvadratssatsen.

RAtt sa snabbt insag man att det inte gar att uttrycka alla heltal som en summa av tva kvadrater
och inte heller som en summa av tre kvadrater. Fragan som da aterstod var om alla positiva hel-
tal kan uttryckas som en summa av fyra kvadrater, vilket verkade stdmma dd man inte hittade
négot positivt heltal dar detta inte géller. Men nagot egentligt bevis for detta fick man forst langt
senare d& man hade borjat studera elliptiska funktioner, och framforallt fatt teorin for Jacobis
thetafunktion.

9.1 Bevisidé

Vi kommer mérka att bade tva- och fyrkvadratssatsen i sig dr ganska okomplicerade, men detta
géller inte for bevisen. Déarfér kommer vi punkta upp de huvudsakliga stegen man gor i bevisen,
béade for att fa en idé 6ver tankegangen och for att inse vad vi kommer behéva for teori. Men forst
skriver vi upp formuleringarna av satserna och vi borjar med tvakvadratssatsen.

Sats 9.1 (Tvakvadratssatsen). Om n > 1 gdller att
ro(n) = 4(dy1(n) — ds(n)). (9.1)

Har betecknar ro(n) antalet ganger ett positivt heltal n kan skrivas som en summa av tva kvadra-
ter. Vi later k vara ett positivt heltal eller noll och har att dy(n) definierar antalet delare till n pa
formen 4k + 1 och att d3(n) definierar antalet delare till n pa formen 4k + 3. Vi gdr nu dver till
att formulera fyrkvadratssatsen.

Sats 9.2 (Fyrkvadratssatsen). Varje positivt heltal kan skrivas som en summa av fyra kvadrater
och for alla n > 1 galler att
ra(n) = 807 (n). (9.2)
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Hir betecknar r4(n) antalet sétt n kan skrivas som en summa av fyra kvadrater och o} (n) be-
tecknar summan av delare till n som inte ar delbara med 4.

Exempel. Vi viljer att betrakta Sats 9.1 for det positiva heltalet 1. Vi borjar med vénsterle-
det 1 (9.1) och sdtter n = 1. Vi vet att talet 1 kan skrivas som en summa av tva kvadrater
enligt

(£1)2+0° =1,
eller enligt

0% + (£1)* =1.

Séledes kommer ro(1) = 4, eftersom vi kan uttrycka 1 som en summa av tva kvadrater pad fyra
olika sitt. Om vi nu istéllet betraktar hogerledet i (9.1) och séitter n = 1 far vi att

4 (1) — ds(1)) = 4(1 = 0) = 4.
Vi har nu fatt att {6r n = 1 géller (9.1), eftersom bade véinster- och hogerled ér lika med 4.

Vi véljer nu att betrakta Sats 9.2 for det positiva heltalet 1. Vi borjar med vénsterledet i ek-
vation (9.2) och sétter n = 1. Vi vet att talet 1 kan skrivas som en summa av fyra kvadrater
enligt

(£1)? 40 +0%+0* =1,
0?4+ (£1)2 +0*+0%* =1,
02 +0%+ (x1)24+0% =1,
024+ 0% +0*+ (£1)* =1.

Séaledes kommer 74(1) = 8, eftersom vi kan uttrycka 1 som en summa av fyra kvadrater pd atta
olika satt. Om vi nu istéllet betraktar hogerledet i ekvation (9.1) och sitter n = 1 far vi att

807(l) =8%1=38.
Vi har nu fatt att for n = 1 géaller ekvation (9.2), eftersom bade vénster- och hogerled ar lika med 8.

I exemplet ovan har vi nu visat att bade tva- och fyrkvadratssatsen géller for n = 1. For att
visa att dessa satser géller for alla positiva heltal n kommer vi behéva en annan tankegang och vi
delar upp detta i ett antal steg.

1. Sekvenserna ry(n) och r4(n) &r bada talfoljder som ar jobbiga att studera direkt. Déarfor
vill vi skriva om dessa sekvenser till ndgot vi kan jobba med analytiskt, s& det forsta vi
kommer behéva gora dr att hitta en si kallad genererande funktion for r9(n) respektive
ra(n). Det kommer visa sig att dessa genererande funktioner kommer bada vara en potens
av thetafunktionen 6(7).

2. Vi vill nu hitta en ny identitet som &r ekvivalent med den identitet vi har i satsen, alltsa
ekvivalent med (9.1) respektive (9.2). Denna nya identitet kommer bland annat innehalla
var generande funktion fran steg 1.

3. Nar vi har lyckats visa att var nya identitet ar ekvivalent med den i satsen récker det att
visa att var nya identitet haller. Vi delar upp beviset av den nya identiteten i tva steg.
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(a) Forst maste vi visa att vinster- och hogerled i var nya identitet uppfyller samma struk-
turella egenskaper. For att kunna ga vidare till nista steg kommer vi att visa att struk-
turella likheter récker for att identiteten ska halla. Detta kommer att f6lja analogt med
Sats 6.2, men beviset dr visentligt mer invecklat.

(b) Nu aterstar att visa att forhallandet mellan vénster- och hogerled ar konstant. Om
detta géller ar beviset av tva- respektive fyrkvadratssatsen fardigt.

9.2 Genererande funktioner

I steg 11 var steglista Gver tva- och fyrkvadratssatsens bevis ndmnde vi att sekvenserna r4(n) och
r4(n) dr jobbiga sekvenser att studera. Darfor vill vi skriva om dessa sekvenser som genererande
funktioner, vilka vi kommer kunna studera analytiskt. Att studera deras genererande funktioner
kan i sin tur leda till nya insikter om sekvenserna. Det dr detta som gor genererande funktioner till
ett valdigt kraftfullt verktyg, vilket ofta anvénds inom talteorin. I vart fall s& kommer vi definiera
en genererande funktion enligt f6ljande

Definition 9.1. Givet en sekvens av tal {F,}5, sd kan dess genererande funktion definieras som

= i F,x"

n=0

9.3 Egenskaper for 0(1)

I steg 1 i var steglista for beviset av tva- och fyrkvadratssatsen vill vi koppla ro(n) respektive
r4(n) till en genererande funktion. Denna genererande funktion kommer vara en potens av 6(7),
7 € H, och senare i steg 3a kommer vi studera de strukturella egenskaperna hos denna funktion.
Déarfor formulerar vi nu en proposition med dessa egenskaper.

Proposition 9.3. Funktionen 6 som dr definierad i det 6vre komplexa halvplanet uppfyller egen-
skaperna

(i) O(t+2)=46(r)
(i) 0(—1/1) = \/T/i0(7)
(iii) 0(t) = 1 da Im(T) = oo
(iv) O(1 —1/7) ~ \/7/i2e™7/* dd Im(T) —
ddr vi later m endast beteckna de positiva rétterna, alltsd W € H.

Bevis. Fran definitionen av 6(7) far vi att (¢) géller, detta kan ses genom att ldgga in 7+ 21 6.

For att bevisa (i) kommer vi att anvdnda oss av den ursprungliga Jacobis thetafunktion, ©.
Vi kommer férst studera hur © beter sig under transformationen 7 — —1/7 och anvinder dér-
efter relationen mellan dem, det vill sdga sdtter z = 0. For att se vad som hénder med Jacobis
thetafunktion, ©® under transformationen formulerar vi f6ljande sats.

Sats 9.4. Om 7 € H sd har vi att

O(z| —1/7) = \/jeﬂTZQ@(ZTT), (9.3)

for alla z € C.
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Bevis av Sats 9.4. Vi noterar att bade véinster- och hogerleden i ekvation (9.3) beskriver holo-
morfa funktioner i z och 7. Tack vare analytisk fortsdttning vet vi da att de bada funktionerna
kommer vara identiska i hela det komplexa talplanet om vi bevisar satsen for z = a dér a ar reellt
och fér 7 = it med ¢t > 0.

Vi borjar med att betrakta hogerledet i (9.3) med z = a och 7 = it och far att

oo oo

T rirz? _41/2 —rta? —mn?t_—2mwnat __ 1/2 77rt(n+a)2
- S} =t =t . 9.4
\/;e (z7|7) 2 E e e E e (9.4)

n—=—oo n—=—oo

Vi vill nu visa att detta kommer vara lika med vart vénsterled genom att anvédnda 2Poissions
summationsformel. For att kunna gora det studerar vi forst funktionen f(z) = e ™ . Vi vet
sedan innan att den hér funktionen &r sin egen fouriertransform eftersom

00
2 o 2
/ e~ T o 2mixé de =e g3 .

— 00
Vi fixerar viirdena pa t > 0 och a € R och ser att om vi d& dndrar i integralen sa att a — t'/?(z+a)
har vi att fouriertransformen av

g2

f(x) _ e—mﬁ(w-{-a)z Ar f(g) _ t_1/26 2 eZTri&a )

Vi anvander nu Poissons summationsformel och far att

oo ) oo R oo R
—mn . —7n .
t1/2 E efﬂ’t(n+a) t1/2 E t71/26 T eZﬂ'zna 2 efe%rzna ,

n=—oo n=—oo n=—oo

dar vi vet att
o0

—1\'712 .
> e e = 9(a] - 1/it).

n=—oo

O

Sétter vi nu z = 0 i denna sats far vi enligt relationen mellan Jacobis thetafunktion, ©, och dess
variant, 6, att (i7) i Proposition 9.3 géller.

Egenskap (ii7) fran propositionen foljer dven den direkt fran definitionen av 6, ty termen da
n =0 ar 1 och de resterande termerna gar mot noll da imaginérdelen av 7 gar mot odndligheten.

For att bevisa (iv) analyserar vi beteendet av 6(7) da 7 gar mot 1. For att visa detta kommer vi
anvanda nésta foljdsats och lata Im(7) ga mot oéndligheten.

Fo6ljdsats 9.5. Om 7 € H gdller att

9(]_ — 1/7-) = \/? Z eﬂi(n+1/2)2r )

n=—oo

Bevis av Féljdsats 9.5. Vi borjar beviset med att notera att n och n? bada antar varannan udda
och vartannat jamnt tal och far att

o0 oo

01 +7)= Y (D)™ = 3" (~1)"e™ T = 0(1/2]7).

n=—oo n=—oo
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Om vi sétter 7 = —1/7 far vi att

01 —1/7) = O(1/2] — 1/7).

Anvind nu sats 9.4 med z = 1/2, vi far da att

0(1—1/7)=0(1/2| —1/7) = \/jem/‘*@(T/zm =

oo
_\/?ﬂir/ll § e'n’inQ're'n'in'r:

n—=—oo

\/7 Z 71'z(n+1/2)2

n=-—oo
O

For att visa egenskap (iv) i Proposition 9.3 anvinder vi att termerna fran summan da n = 0 och
n = —1 summeras till 2¢™7/4, och att resterande termer ér av ordning O(e~97%/%), vilket ger att
egenskapen giller. O

Vi ska nu definiera en ny funktion Dedekinds etafunktion, n(7), som behovs i beviset av fyrk-
vadratssatsen.

Definition 9.2. For Im(t) > 0 ar Dedekinds etafunktion definierad som
n(r) = [J(1—e*m).

Funktionalekvationen for n(7) kommer vara relevant nér vi bevisar fyrkvadratssatsen, déarav for-
mulerar vi f6ljande proposition.

Proposition 9.6. For Im(t) > 0 gdller att

n-1/m) = [Tt

Denna ekvation kallas dven for n’s funktionalekvation.

Bevis. Vi vet fran Sats 7.3 att thetafunktionen kan uttryckas som en produkt enligt trippelpro-
dukten, II(z|7). Med q = €™ far vi att

q2n—1e27riz)(1 + q2n—1e—27riz) —

HES
=
|
FQ

1—|—qe 271'12 H 1 _q 1+q2n71627'riz)(1+q2n+1€727riz)’

dér forsta faktorn &r noll i punkten zg = 1/2 + 7/2. Det hir ger att vid derivering med avseende
péa z kommer alla termer i punkten zg vara noll utom termen d& vi deriverar forsta faktorn. Vi far
da att

O'(zolr) = 2miH(r), dir H(r) = [](1 - e*™7)

n=1
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Ta nu 7 = —1/7 i ekvation (9.3), detta ger oss att

O(z|r) = \/Ze_mzz/T@(—z/ﬂ —1/7).

Om vi deriverar detta uttryck med avseende pa z och sedan sétter z = zg far vi att

) i i TiT _2 )
%msz%wfuf4(”ﬁm4m.
T T

Det hér ger oss att
3/2 .
e+ H(r) = () e" T H(-1/7).

Fran definitionen av n(7) ser vi att da 7 ar rent imaginir sd kommer funktionen vara positiv. Det
hér gor att vi kan ta tredjeroten ur uttrycket ovan och far da att

n(r) = \/Zn(—l/ﬁ

Eftersom bade hoger- och vinsterled i uttrycket ovan beskriver holomorfa funktioner s& har vi med
hjélp av analytisk fortséttning att identiteten géller f6r alla 7 i det 6vre komplexa halvplanet. [

9.4 Tvakvadratssatsen

Vi har nu &ntligen tillrdckligt med kott pa benen for att kunna bevisa tvakvadratssatsen. Vi
paminner om att satsen siger pa hur manga sitt ett positivt heltal n kan skrivas som en summa
av tva kvadrater. Detta uttrycktes i satsen som

ra(n) = 4(di(n) — ds(n)), (9-5)

dér vi lat ro(n) beteckna antalet sitt ett positivt heltal n kan skrivas som en summa av tva
kvadrater och dy(n) och ds(n) betecknar antalet delare till n pa formen 4k + 1 respektive 4k + 3.

Bevis av tvakvadratssatsen. Viborjar beviset av tvakvadratssatsen med att gora steg 1 i steglistan
av beviset, det vill siga hitta en genererande funktion for sekvensen ry(n). De trevliga egenska-
perna hos just f-funktionen gor att vi kan uttrycka den genererade funktionen som en potens av
0, namligen att
o0
0(r)2 =3 ran)a”,

n=0

dir ¢ = €™7 och 7 € H. For att visa att identiteten ovan giller utgar vi fran definitionerna av
ro(n) och @ och vi har att

or) = > ¢

n=—oo
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Det har ger att

0= > ¢" > q=

ni=-—00 ng=-—00

— Z qnf—i-ng —

(n1,m2)EZXZ
00
= Z T2 (n>qn )
n=0

dér sista likheten giller ty ro(n) riknar antalet par (ny,n2) sidana att n = n? + n2.

Vi ar nu klara med forsta steget i steglistan och gar vidare till steg 2 dér vi vill hitta en funktion
som genom forhallandet till vir genererande funktion 6% uttrycker en identitet som &r ekvivalent
med den i satsen.

Proposition 9.7. Identiteten

ro(n) = 4(dy(n) — ds(n)), (9.6)
ddar n > 1 ar ekvivalent med
= 1
0(1)2 =2 _ 9.7
( ) n;m q"+q " ( )

dd q=¢€™" och T € H.

Bevis av Proposition 9.7. For att visa detta vill vi visa att vinster- och hogerleden i likheterna re-
laterar till varandra pa liknande sitt. Eftersom vi redan visat att 62 relaterar till 72(n) genom dess
genererande funktion aterstar nu att visa att hogerleden relaterar till varandra pa ett liknande satt.

Vi borjar med att utveckla hogerledet i (9.7) och vi vet att {6r positiva n s& ar

n

1 _4q
qn_i_qfn - 1+q2n’

vilket ger att

> L
2 — =144 T
nzfooqn—’_qn n:11+q”
Vidare har vi att
1 1— q2n
1+ q2n = 1— q4n ’
vilket gor att
o0 o0 oo
1 qn qn q3n )
2 —— =1+4 =1+4 ( - .
n:Z_OO qn + qfn 7;1 1 + q2n 7;1 1— q4n 1— q4n
I enlighet med geometrisk summa har vi att
1 o0
e DUBE (98)
q m=0
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Vi vet sedan innan att dy (k) betecknar antalet delare till k pa formen 4m + 1, vilket tillsammans

med (9.8) ger att
PR D DD DUAEEDIICT
n=1 k=1

n=1m=0
P4 liknande satt har vi aven att

q4n = Z dg(k)qk

0 3
>
n=1

O

Vi har nu visat att identiteten (9.6) ar ekvivalent med (9.7) och &r dirav fardiga med andra steget
i var steglista. Vi gar vidare till steg 3, dir det galler att visa att var nya identitet, (9.7), héaller.
Enligt steglistan kan detta delas upp i tva delar dir forsta delen &r att visa att vénster- och
hogerled i (9.7) har samma strukturella egenskaper.

For att kunna gora detta borjar vi med att skriva om hogerledet i (9.7) med hjélp Eulers formler
for cosinus i form av exponentialfunktionen, och far att

- 1
2 Z I Z cos(nrmr)’

n=-—oo n=-—oo

dir ¢ = €™ och 7 € H. Vi definierar summan i hogerledet som C(7). Vi vill nu istéllet visa att
0(7)? = C(7) genom att forst visa att de har samma strukturella egenskaper. Vi formulerar detta
i en proposition.

Proposition 9.8. Funktionen C(1) = >_1/cos(mnt) som dr definierad i det dvre komplexa halv-
planet uppfyller egenskaperna

(i) C(T +2) =C(7)

(ii) C(7) = (i/7)C(=1/7)

(i) C(t) — 1 da Im(t) — oo

(iv) C(1 —1/7) =~ 4(1/i)e™/? dd Im(T) — 0.

Dessa egenskaper giller dven for 0(1)2.

Bevis av Proposition 9.8. Fran Proposition 9.3 far vi att alla egenskaper i propositionen géller for

()2

Vi vill nu visa att alla egenskaper dven géller for C(7) och borjar med att visa (i), vilken f6l-
jer direkt fran definitionen av C(7).

For att visa (i) borjar vi med att vi vet att 1/coshzz dr sin egen Fouriertransform, se ekva-
tion 2.7 i exemplet i kapitel 2. Vi har alltsa att

oS] e—27rixf 1
/ dr = .
oo COSh T cosh ¢
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Detta ger att Fouriertransformen av f(x) = e=27%% / cosh(mxz/t) for t > 0 och dér a ir reellt dr
f(x) =t/ cosh(m(€ + a)t). Enligt Poissons summationsformel far vi da att

oo o0

—2mian

€ t
:ZOO cosh(mn/t) — n;@ cosh(a(n + a)t) ° (9.9)

Om vi sétter a = 0 i uttrycket ovan sa far vi att

oo

1 1 1
En;mm‘n;mm-

oo

Vi vet att for alla reella = sa &r cosix = cosh x och vi far med hjélp av uttrycket ovan att

(i/T)C(=1/7) = C(7),

for 7 = it och t > 0. Véanster- och hogerled i ekvationen ovan dr bada holomorfa funktioner och
dérfor ger analytisk fortsdttning oss att detta géller for alla 7 € H.

Vidare har vi att (ii7) foljer direkt fran definitionen av C(7).

Kvar att visa dr att (iv) géller och vi borjar med att undersoka hur C(7) beter sig dd 7 = 1.
For att gora detta studerar vi C(1 — 1/7) och later 7 gd mot oédndligheten. Vi kommer anvinda
oss av Poissons summationsformel och borjar med att sitta a = 1/2 i ekvation (9.9) och far att

oo oo 1

Z cosh 7m/t B tn;oc cosh(m(n+1/2)t)

(9.10)

Vi har att for 7 = it, dar ¢t > 0 sa géller att

o0

1
c(l-1/m)= Y cos(mn(1 — 1/7))

> 1

- Zoo cos(mn) cos(mn/7)’

n=—

dér vi i ndmnaren har anvént oss av att cos(z — y) = cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y). Vidare har vi
att

cl-1/r)= Y %:
R S G D
B ZOO cosh(mn/t)

1
tn;m cosh(m(n + 1/2)t) -

- G) n:z—oo cos(w(n1+ 1/2)r)’

dér det nést sista steget fas fran ekvation (9.10). Analytisk fortsittning ger oss att detta géller
for alla 7 i det 6vre komplexa talplanet.
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Da ¢t gar mot odndligheten kommer termerna da n = 0 och n = —1 i den héar summan vara
de termer som ger storst bidrag, vilket ger att for 7 = o + it sa ar

e —1/r) =4 (L) e /2 4 O(frle*"/2),
i
da t gar mot odndligheten. O

Vi har nu visat att 6(7)? och C(7) uppfyller samma strukturella egenskaper. Vi gar vidare till steg
3b i steglistan och vill visa att forhallandet mellan funktionerna &dr konstant lika med 1. For att
kunna géra detta behover vi foljande sats, dér i vart fall funktionen f = C/6%.

Sats 9.9. Anta att f dr en holomorf funktion i det dvre komplexa halvplanet som uppfyller
(1) f(T+2) = f(7)
(ii) f(=1/7) = f(T)

(iii) f(T) dr begrinsad.

Da gdller att f dr konstant.

For att kunna bevisa denna sats borjar vi med att definiera en delméngd av det slutna Gvre
komplexa halvplanet. Vi kallar omradet fér F och definierar det som

F={reH:|Re(r)|<1and |r| >1}.

-1 0 1

Figur 9.1: Omrddet F.

Genom att anvinda oss av det hér omradet kommer vi kunna studera hur funktionen f beter sig i
hela det 6vre komplexa halvplanet. For att inse detta kan man studera de tva transformationerna
i foljande lemma, vilka genom upprepningar och kombinationer avbildar alla punkter i det Gvre
komplexa halvplanet pa vart omrade F.

Lemma 9.10. Varje punkt i det évre komplezxa halvplanet kan avbildas pa F genom kombinationer
av féljande rationella linjdrtransformationer och deras inverser:

Th:Tt—>14+2, S:7—-1/1.
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Bevis av lemma 9.10. Vi borjar med att lata G beteckna gruppen som genereras av T och S. Vi
vet d& att ett element g € G kan skrivas som

_f(a b
g_Cd’

_ar+b
9(r) = cr+d’
Eftersom matriserna som representerar transformationerna 75 och S har heltalskoefficienter och
determinanter som &ar lika med 1, s& har alla matriser g i gruppen G samma egenskaper. Det hér
beror pa att om vi multiplicerar tva sddana matriser med varandra sa kommer produkten vara en
matris med samma egenskaper, alltsa en matris med heltalskoefficienter och med en determinant
som &r lika med 1. Notera att

dar vi har att

ar+b at+b
20m(g(7)) = er+d cT+d -

(T +d)(aT +b) — (cT +d)(aT +b)

ler + d|?
_ (ad —be)T — (ad — be)T
N ler + d|? N
T—T 2Im(7)

T ler+d?2  Jer+d?’

Sista ledet fas av att (ad — be) &r lika med determinanten som vi vet &r lika med 1. Det hér ger
alltsa att

_Im(7)

et +d)2°

Im(g(7))

Lat nu 7 € H och g € G. Vidare kan vi vélja go € G sd att Im(go(7)) blir maximal. Eftersom
translationen T3 inte dndrar imaginédrdelen, kan vi applicera den transformationen upprepade
ganger och dnda behalla den maximala imagindrdelen. Detta ger att vi kan hitta ett g; € G med
|Re(g1(7))] <1 och med maximal imaginérdel.

Vi vill nu visa att |g1(7)| > 1 for att kunna siga att g1 € F enligt definitionen for méngden.
Men om detta inte vore sant, det vill sdga om |g;(7)| < 1 sa skulle vi ha att

 Im(g:(7)
()P

och det hade motsagt att Im(g;(7)) dr maximal. Det hér innebér alltsd att |g1(7)| > 1, vilket
innebéar att g; € F. O

Im(Sg1(7)) = Im(—1/g1(7)) = > Im(g1(7)),

Vi har nu visat att alla tal i det 6vre komplexa halvplanet kan avbildas pa vart omrade F. For att
nu bevisa Sats 9.9 kommer vi anvéinda oss av den sa kallade maximumprincipen, en metod inom
komplexanalysen som sédger att om vi har en holomorf funktion sa kommer dess maximala belopp
antas pa randen till dess omrade. Om det istéllet skulle visa sig att den holomorfa funktionen har
ett maximum i det inre av omradet sa dr funktionen enligt maximumprincipen konstant. Genom
att i beviset anta att var funktion f, som vi vet &r holomorf, inte dr konstant ska vi nu underséka
huruvida den antar sitt maximala virde pa randen, om inte s& motsidger detta maximumprincipen
och vi far det vi vill, det vill sdga att f maste vara konstant.
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Bevis av sats 9.9. Anta att f inte dr konstant och 1at g(z) = f(7), dir z = €™7. Funtionen g
ar vildefinierad for z pa den punkterade enhetsskivan eftersom f &ar periodisk med perioden 2.
Vidare vet vi fran tredje egenskapen i satsen att f &r begrénsad, vilket gor att g kommer vara
begransad néra origo. Detta ger att z = 0 ar en havbar singularitet for g och att grénsvirdet

lim 0 g(2) = limpy ()00 f(7) existerar. Enligt maximumprincipen géller da att

lgol = lim [f(7)| < sup |f(7)] = sup |g(z)]. (9.11)
Im(7)—o00 TEF zeC

Vi vill nu studera hur f beter sig i punkterna 7 = £1 pa ett liknande sidtt som ovan. Egenskap

() 1 satsen siger att f(7 4+ 2) = f(7) vilket ger att f(—1) = f(1). Darfor riacker det att studera

en av punkterna och vi viljer punkten 7 = 1. For att fa argumentet i f att vara 1 da 7 gar mot

oandligheten sa véljer vi att studera F(7) = f(1—1/7). Vi pastar att foljande gransvirde existerar

och uppfyller

lim [f(1—1/7)| < sup|f(7)]. (9.12)

Im(7)—o0 reF

Det viktiga nu &ar att visa att F' &r periodisk, eftersom vi d& har som ovan, enligt det vi visade i

(9.11). Betrakta matrisen
1-n n
Un = ( -n 1+ n) ’

(I-n)T+n
T —
—n7 + (1+n)

Vi kan skriva transformationen som

vilken avbildar 1 pa 1. Lat nu p(7) = 1/(1 — 7) och notera att den avbildar 1 pd oéndligheten och
har en invers som avbildar odndligheten pa 1. Vi kan da skriva

U, = /JilTnNa

dér T,, ar avbildningen T,,(7) = 7 + n. Detta ger att U,U,, = U,+,n och att man kan uttrycka
alla U,, genom ett dndligt antal transformationer av T5, S eller deras inverser. Till exempel har vi

att
2 -1
- (2 ) -ms.

Det héar ger dven att eftersom f ar invariant under transformationerna T, och S s& kommer f inte
heller férdndras under U,,, det vill sdga

fUnT) = f(,uilTn,u(T)) = f(7).

Vi har att F(7) = f(1—1/7) = f(u~*(7)), vilket enkelt kan ses genom att invertera y. Anviinder
vi oss av identiteten ovan far vi att

F(r) = f(u™(r)) = f(u  Taplp™ (7)) = f(0™'Ta(7)) = F(Tyr),

vilket ger att F' ar periodisk med perioden 1. Genom att anvinda tidigare argument kan vi nu
se att h(z) = F(7) har en hivbar singularitet i 2 = 2™ = 0, vilket ger att olikheten i (9.12) giller.

Fran ekvation (9.11) och (9.12) kan vi dra slutsatsen att f inte antar sitt maximala vérde pa

randen till F. Detta innebér att f i sa fall har sitt maximum i det inre av det 6vre halvplanet,
vilket motsiger maximumprincipen och f maste vara konstant. O
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Vi ar nu pa slutspurten till beviset av tvakvadratssatsen och betraktar funktionen

fr)y=c(r)/6(r).

Vi vet fran Foljdsats 7.4 att 6(7) saknar nollstéillen i det dvre komplexa halvplanet, vilket ger att
f ar holomorf i H. Vidare ger Proposition 9.8 att C och 62 inte dndras under transformationerna
T, och S, vilket ger att f = C/0? inte heller gér det. Propositionen ger dven att funktionen f
kommer vara begrédnsad i F och enligt Sats 9.9 maste da f vara konstant.

Vi anviinder oss &terigen av Proposition 9.8 och ser att bade C och 62 gar mot 1 bade nér Im(7) gar
mot odindliheten och nir 7 gar mot 41. Det hir ger att f = C/6% kommer gd mot 1 och eftersom
vi vet att f dr konstant méste den vara konstant lika med ett. Vi har nu visat att 6(7)? = C(7)
och beviset for tvakvadratssatsen ar klart. O

9.5 Fyrkvadratssatsen

Vi har nu kommit till beviset av fyrkvadratssatsen. Minns att satsen sédger att varje positivt heltal
kan skrivas som en summa av fyra kvadrater och att

r4(n) =807 (n), (9.13)

dér r4(n) betecknar antalet sitt ett positivt heltal n kan uttryckas som en summa av fyra kvadra-
ter och dér o (n) betecknar summan av delare till n som inte ar delbara med 4.

Vi kommer anvénda oss av samma steglista som i beviset av tvakvadratssatsen och i sin helhet
liknar dessa tva bevis varandra.

Bevis av fyrkvadratssatsen. Vi borjar beviset av fyrkvadratssatsen med att gora steg 1 i steglistan
av beviset, det vill séiga hitta en genererande funktion for sekvensen r4(n). P4 samma sitt som i
tvakvadratssatsen vill vi uttrycka den genererande funktionen som en potens av 0(7) och vi far
att

0(r)* = ra(n)g", (9.14)
dér ¢ = €™ med T € H.

Vi &ar nu klara med forsta steget i steglistan och gar vidare till steg 2 dér vi vill hitta en funktion
som genom forhallandet till den genererande funktionen #* uttrycker en identitet som #r ekvivalent
med den i satsen. Vi gor detta genom att konstruera en enklare variant av Eisensteinserien och vi
definierar varianten som

ES(T):Z<

m

1 1

n m

déir 7 € H. Eftersom summorna ovan inte &r absolutkonvergenta &r det viktigt att man summerar
i den givna ordningen. Om vi nu anvénder oss av den férbjudna Eisensteinserien som &r definierad

1
F“):Z(meﬂz) ’

m
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far vi att
.

Ei(r)=F (5) — 4F(27). (9.15)

Foljande proposition ger oss relationen mellan 84 och Ej.

*

Proposition 9.11. For 7 i det dvre kompleza haluplanet dr identiteten r4(n) = 805 (n) ekvivalent

med )
6(1)* = 7§E;(T) . (9.16)

Bevis. Eftersom vi redan vet att 0% relateras till r4 enligt ekvation (9.14) s riicker det att visa
att 807 och —#E;‘ ar relaterade till varandra pa liknande sétt for att identiteterna ska vara
ekvivalenta. Vi utvecklar hogerledet genom att anvinda Foljdsats 6.14, som séger att den forbjudna
Eisenseinserien kan skrivas som

2 o0
F(r)= % — 872 Z o1(n)e?™nT (9.17)
n=1

dér delarfunktionen oy (n) &r summan av alla delare till n. Vi vill nu hitta ett férhallande mellan
delarfunktionen och dess variant o3 (n), som vi definierat som summan av alla delare till n som
inte ar delbara med 4. Vi observerar att

“(n) o1(n) om n inte ar delbar med 4
0- =
! o1(n) —4o1(n/4) om n ar delbar med 4.

Vi anvander nu detta och far att
By(r) = F () —4P(27) =

— 12 _ 871‘2 i o1 (n)em’rm— _ ﬁ =+ 87‘(‘2 i 4o, (n)e4m"m— —
3 n=1 3 n=1

o
_ _71_2 _ 87‘(’2 § O'T(’I’L)eﬂ-mT ,
n=1

dér sista steget fds genom att dela upp summorna pa ett sadant sitt att vi kan anvinda oss av
relationen mellan delarfunktionerna o; och of. Vi har nu att

1 * 1 - * TINnT - *
- ﬁEz (1) = - <—71'2 — 8n? Z oy (n)e™ > =1+ Z 8c1(n)q", (9.18)
n=1 n=1

vilket innebér att Fj kan relateras till 807 pa samma sitt som % kan relateras till r4. Fran detta
ser vi &van att E3 ar en genererande funktion till sekvensen o7 (n). O

Vi har nu visat att identiteten (9.13) ar ekvivalent med (9.16) och &ar dérav firdiga med andra
steget 1 var steglista. Vi gar vidare till steg 3, dar det géller att visa att var nya identitet, (9.16),
héller. Enligt steglistan kan detta delas upp i tva delar dar forsta delen &r att visa att vanster-
och hogerled i (9.16) har samma strukturella egenskaper. Vi formulerar dessa egenskaper i en
proposition.

Proposition 9.12. Funktionen E5 som dr definierad i det évre komplexa halvplanet uppfyller
egenskaperna
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(i) B3 (1 +2) = E3()
(i) B3(=1/7) = —T*E5(7)
(iii) E3(t) — —n2 dd Im(1) — 0o
(iv) |E5(1—1/7)| = O(|r%e™"|) dd Im(T) — oo

Dessutom uppfyller —m20* samma egenskaper.

Bevis av proposition 9.12. Fran Proposition 9.3 far vi att alla egenskaper i propositionen géller
for ().

Vi vill nu visa att alla egenskaper dven géller for E5. Vi ser att (i) foljer direkt fran defini-
tionen av E3, vilket tydligt ses i var utveckling av Ej i ekvation (9.18). De andra egenskaperna
ar lite krangligare att visa och for detta behdver vi féljande lemma.

Lemma 9.13. Funktionerna F och F uppfyller
(a) F(=1/7) =mF(7)
(b) F(r)— F(r) = 2mi/7
(¢) F(=1/7) = 72F(7) — 2mir,

dar

1 - 1
F(T):Z<Z(n+n”)2> och F(T):Z<Z(n+mﬂ2> ,

m n

Bevis av lemma 9.13. Egenskap (a) foljer direkt fran definitionen av F' och F genom att anvinda
att

(m(=1/7)+ n)2 = 772(—m + n7)2 .

For att visa (b) utgar vi ifran funktionalekvationen for Dedekinds etafunktion som vi introducerade
i Proposition 9.6 enligt

n(=1/7) = v/7/in(r), (9.19)
déir (1) = ¢/ T[22, (1 — ¢®) och g = ™.

Vi vill nu skriva om ekvation (9.19) genom att ta den logaritmiska derivatan av hela uttrycket.
Vi bérjar med att ta den logaritmiska derivatan av n(7) och far att

oo

/ 1 12y\7 1 n\/
(n'/n)(r) = ql/u(ql/ %) +ZW(1_(]2 ) =

n=1
. o0 2n
i , nq
== .
12 mﬂ; 1—gn

Vi skriver nu om summan i hogerledet ytterligare genom att férst anvinda formeln for geometrisk
summa och dérefter komma ihdg att o1(k) betecknar summan av alla delare till k. Detta ger att
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vi kan skriva summan som

[e's) ann oo o
> = 33
n=1 n=1 =0
0o 00
ST
n=1m=1
9]
— Z o (k,)q2k
k=1

Anvind nu att den forbjudna Eisensteinserien kan skrivas som i (9.17), vilket ger oss forhallandet

(' /n)(7) = % —2mi Y o1(k)g”" = iF(T).
k=1

Om vi istéllet tar den logaritmiska derivatan av n(—1/7), som vi har i vinsterledet i (9.19), far vi
med hjilp av kedjeregeln att den ér 7=2(n’/n)(—1/7). Vidare om vi anviinder egenskap (a) far vi
att den logaritmiska derivatan av n(—1/7) ar

og(n(~1/7))) = 72 fu)(=1/7) = 7> L F(=1/7) = - F (7).

™

Tar vi den logaritmiska derivatan av funktionalekvationen for 7, se (9.19), far vi att

1 = 1 1
Z () = — 1+ —
4 (7) 2T + 4 (7)
Det har ger att
- 271
Fr) = ===+ F(r),
och vi har att (b) géller.
Darefter foljer (¢) direkt fran de tidigare egenskaperna och lemmat ar bevisat. O

Vi atergar nu till beviset av Proposition 9.12 dar vi vill visa (i4) med hjalp av lemmat ovan. Vi
boérjar med att
Ej(t)=F(r/2) —4F(27).

Det ger oss att
Ey(=1/7) = F(=1/(27)) — 4F(=2/7) =
= (47°F(27) — 4mit) — 4 ((1/2)*F(1/2) — miT) |

vilket foljer fran (c¢) i Lemma 9.13. Vi utvecklar vidare och genom att aterigen anvinda oss av
egenskap (c) i Lemma 9.13 far vi att

E3(—1/7) = 41°F(27) — 4(7? /) F(1/2) =
= —72(F(1/2) —4F(27)) =
= _TQE; (T) )

vilket &ar precis det vi vill ha.
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For att visa (44i) minns vi fran (9.17) att F(1) = %2 — 823 7, o1(k)e?™*T dir summan gar
mot 0 d& Im(7) gar mot odndligheten. Om vi d& anvinder oss av att

B3(1) = F(r/2) = 4F(21) = =% — 87 o7 (n)e™"" ,

far vi att B3 gar mot —72 d& Im(7) gar mot odindligheten.

I beviset av propositionen aterstar nu endast att visa (iv) och vi kommer borja med att visa
att

Bi(1—1/7) =12 (F <T 5 1) - F(T/?)) . (9.20)
Genom att anvianda (9.15) far vi att
E;1-1/7)= F(% — %) —4F(2-2/7).

Fran egenskap (c) i Lemma 9.13 far vi att

och pa liknande satt far vi att
27 2
<1—T> < +1—T>
F(i5)-
1—7
2
_ 1—-7 I T—1 o T—1 .
2 2 2
Lagger vi in detta i uttrycket for F (% — %) far vi att
7 1 1 _2p T—1 _2m’27’_2m_ (27)? [(1-1 .
2 27 2 1—71 (1 —1)2 2

F(2-2/7) = F(~2/7) = TZF(T/Q) -

Vi har aven att
2T

2 )

vilket ger att

Ef(1—1/7) = F(1/2 — 1/2r) — 4F(2 — 2/7) =
— 2 <F (T;) —F(T/Q)) —omi (12_TT + fi) + dmiT =

_ (F (T - 1) _F(T/z)) ,
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vilket visar (9.20). Genom att anvinda oss av detta och att den forbjudna Eisensteinserien kan
skrivas enligt (9.17) far vi att

E3(1—1/7) =8x>7%e™"" Z o1(n)e™ D71 — g7

n=1
vilket kommer vara av storleksordning O(|72e™7|) d& Im(7) gir mot oiindligheten. O
Vi har nu visat att —726* och Ej uppfyller samma strukturella egenskaper, och ér dirmed klara

med steg 3a i var steglista. Det dr nu dags att knyta ihop sécken av beviset till fyrkvadratssatsen
genom att ge oss pa det sista steget i steglistan. Vi borjar med att betrakta kvoten

och anvénder oss av Sats 9.9 pa samma séatt som vi gjorde i tvakvadratssatsen. Vi har fran de
strukturella egenskaperna hos 0% och Ej att f inte éndras under transformationerna T och S och
att f dven maste vara begrdnsad. Detta ger att f maste vara konstant.

Vi anviinder oss av Proposition 9.12 och ser att Ej gar mot —n? och att 6* gir mot 1 nir
Im(7) gér mot odindligheten. Det hir ger att f = E%/0* kommer gd mot —m2 och eftersom vi vet
att f dr konstant maste den vara konstant lika med —7?. Vi har nu visat att —720%(t) = E3(71)
och beviset for fyrkvadratssatsen ar klart. O
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Kapitel 10

Dirichlets sats

10.1 Introduktion

I denna del av rapporten kommer vi att studera en specifik sats som &r kdnd inom talteori,
Dirichlets sats om primtal i aritmetiska talféljder. Satsen sdger att om ¢ och ¢ ar tva positiva
heltal som saknar gemensamma delare sa kommer f6ljden

bl+q, 0+2q,0+3q,....0+kq,...,

att innehalla odndligt manga primtal. Denna sats kan ses som en generalisering av Euklides sats
som sédger att antalet primtal &r odndligt. Malet med detta avsnitt ar saledes att konstruera ett
bevis for Dirichlets sats, dock borjar vi med att studera en hel del teori som kommer vara av stor
nytta innan vi tacklar sjilva beviset.

Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) var en stor matematiker som bidrog oerhért myc-
ket till manga olika grenar inom matematiken, men framst verksam var han inom talteorin och
Fourieranalysen. Han ar dven kénd for att vara en av de férsta matematikerna i modern tid till
att ge en formell definition av begreppet funktion. Med hjédlp av matematisk analys publicerade
Dirichlet satsen om artimetiska talfoljder 1837 och gav samtidigt upphov till en ny gren inom mate-
matiken: analytisk talteori. For att bevisa satsen inférde han de sa kallade Dirichlet-karaktédrerna
och L-funktionerna, vilka vi kommer att studera narmare.

10.2 Dirichlets sats

Dirichlet bevisade satsen om aritmetiska talfoljder genom att bevisa foljande starkare sats.
Sats 10.1. Om ¢ och q delar saknar gemensamma delare sd divergerar
1
> o
p={ mod ¢q p
ddr p = ¢ mod q dar alla primtal p kongruenta mot £ modulo q.

Vi inleder med att introducera en proposition som kommer hjilpa oss lite senare.
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Proposition 10.2. Serien

divergerar, ddr summan dr éver alla primtal.

Bevis. Vi forsoker uppskatta serien nedat med en serie som &r mindre, och sddan att serien
divergerar. D& foljer propositionen. Vi kan uppskatta det n:te primtalet p,, med primtalssatsen,
det vill sdga vi vet att

x L pn
> = < — = < 4nl .
m(@) = 2logx "= 2 log pn, P = Snlogn
Vi applicerar denna olikhet och far darfor

;ZZ anllhﬂogn ) (10.1)

L[
4); xlogz = 2 |loglogz|, ’

divergerar, och enligt integralkriteriet divergerar déarfér summan i hogerledet i ekvation (10.1).
Darmed foljer ocksa att Zp % divergerar. O

Vi har att

Exempel

Innan vi bevisar satsen generellt sa borjar vi med att illustrera ett exempel: finns det odndligt
manga primtal av formen 4k+17 Detta ar specialfallet d& ¢ = 4 och £ = 1. Vi betraktar karaktiren
pé gruppen Z*(4) = {1, 3} som definieras av x(1) = 1 och x(3) = —1. Denna karaktér kan utvidgas
till hela Z:
0 omn ar jamn
x(n) = 1 omn=4k+1
-1 omn=4k+3

Observera att denna karaktar ar multiplikativ, det vill sdga x(nm) = x(n)x(m) pad hela Z. Vi
definierar vidare funktionen L(s,x) = > -~ x(n)/n®, alltsa

1 1 1
L(S’X):17§+§7%+“"
Summan som utgors av L(1, x) blir d&
11 1 (=1
P R R
3T5 7T ;211—#1’

och kommer saledes att konvergera enligt Leibniz konvergenskriterium. Dessutom sa géller det att
L(1,x) # 0 da vi har en avtagande och alternerande serie. I och med att x(n) & multiplikativ

kan vi uttrycka
oo
x(n) H 1
ns 1= x(p)p—*

n=1
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Detta samband kommer vi att bevisa senare, se Sats 10.5. Vidare, om vi logaritmerar bada sidor
i uttrycket ovan far vi att

log L(s,x) = Z % +0(1).

Vi liter nu s g mot 17, vilket ger oss att > x(p)/p® ér begrinsad i och med att L(1,x) # 0.

Men vi kan skriva
SRS LY
P p p=1 p p=3 p

som &r begrénsad dd s — 17. Proposition 10.2 ger oss att > p~* dr obegréinsad da s gar mot 1T,
vilket ger att nigon av summorna ) _, p~* eller 3 _;p~* ir obegrinsad. Men da > x(p)p~° &r
begrinsad méste alltsd bada summorna vara begrinsade da s gar mot 17. Det hér ger att summan
> =1 1/p divergerar, vilket medfor att det finns oéindligt manga primtal pa formen 4k + 1.

Det generella beviset av Dirichlets sats kommer ga till pd samma sétt som exemplet ovan. Vi
kommer att utvidga karaktérerna definierade pa Z*(q) till hela Z. Med Fourieranalys kommer
Dirichlets sats att reduceras ner till ett pastaende om L—funktioner.

10.3 Dirichlet-karaktarer

Malet med detta avsnitt ar att pa den abelska gruppen Z*(q) utveckla ett nytt begrepp: Dirichlet-
karaktarer. Med hjélp av dessa karaktdrer kommer beviset av Dirichlets sats att reduceras till
pastaendet om huruvida L-funktioner har nollstillen vid s = 1.

Vi betraktar den abelska gruppen Z*(q), vilken vi framéver kommer beteckna med G. Ordningen
av G ges av Eulers phi-funktion, vilken definieras som

Definition 10.1. Eulers phi-funktion betecknas ¢(q) och dr lika med antalet heltal mellan O och
q som dr relativt prima q. Vidare galler det att |G| = ¢(q).

Vi definierar funktionen , pa G:

d¢(n) = {
Betrakta nu funktionens Fourierserieutveckling

Se(n) =Y de(e)e(n),

ecG

lomn=~/¢modq ,
0 annars.

dar

Detta ger oss att
1 -
de(n) = @l Z e()e(n). (10.2)
e

Vi kan utvidga 0, till hela Z genom att lata d;(n) = 0 da n och m €j ar relativt prima, alltsd da
de har gemensamma delare. P4 samma sitt utvidgar vi karaktérerna e € G till hela Z genom

[ e(m mod q) om m och ¢ ar relativt prima
x(m) = { 0 annars
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Dessa ar Dirichlet-karaktarerna modulo ¢q. Vi kommer att beteckna den triviala Dirichlet-karaktéren
som Yo, det vill sdga den karaktdr dér det giller att xo(m) = 1 om ¢ och m ar relativt prima och
annars 0.

Lemma 10.3. Dirichlet-karaktirerna dr multiplikativa pd hela Z, det vill siga x(nm) = x(n)x(m)
for alla n,m € Z. Dessutom gdller att

- % S X(Ox(m)

ddr summeringen gar éver alla Dirichlet-karaktdrer.
Bevis. Lemmat foljer fran (10.2) i och med att d¢(m) och x(m) ar g-periodiska. O

En konsekvens av detta lemma &ar att
R I e DI BE
pEZp p p ) X D

Vi kan i och med denna likhet reducera beviset av Sats 10.1 till en sats om hur Zp X(p)p~?° beter
sig. Vi kan till och med dela upp summan i tva delar beroende pa om x ar trivial eller inte, det
vill sdga

1_ 1 xo(p) 1 —n 5 X(@)
;1?_ w(q)g P’ +</>(q) 2 X(E)Z o

X#X0
1 1
27) E — + —

v(q T @(q)

(10.3)

;ﬁx p

Vi har frdn Proposition 10.2 att den férsta summan i hogerledet divergerar da s gar mot 11. Dessa
observationer visar pa att Dirichlets sats foljer av Sats 10.4.

Sats 10.4. Om x dr en icke-trivial Dirichlet-karaktdr forblir summan
D x(p)
p P ’
begrinsad dd s — 17.

Har vi alltsa bevisat Sats 10.4 har vi lyckats bevisa hela Dirichlets sats. Men innan vi kan bevisa
denna sats behover vi emellertid introducera Dirichlets L-funktioner, och med hjilp av dessa
reducera beviset av Sats 10.4 till ett pastdende om hur dessa funktioner beter sig.

10.4 Dirichlets L-funktioner

L-funktioner inférdes redan 1837 av Dirichlet i samband med beviset fér Dirichlets sats. L-
funktionerna delar vissa likheter med Riemanns (-funktion: funktionerna har inga nollstillen da
Re(s) > 1

Vi paminner om (-funktionen som definieras enligt

o0

¢(s) = Z % da Re(s) > 1

n=1
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Definition 10.2. Lat x vara en Dirichlet-karaktdar. Vi definierar da Dirichlets L-funktioner som

o0

Z

for Re(s) >

Man kan alltsd betrakta L-funktionerna som generaliseringar av ((s). Dessa kan utvidgas till
meromorfa funktioner 6ver hela C med en analytisk fortséttning, analogt med ((s). Att (s) har
en meromorf fortséttning visades tidigare i Sats 4.13.

Sats 10.5 (Dirichlets produktformel). For alla komplexa tal s med Re(s) > 1 gdller att

i x(n) _

dar produkten éver alla primtal.

Vi viantar med beviset till denna sats och antar att den géller. Vi ar inte d&nnu redo att bevisa
Sats 10.4, men vi kan borja motivera hur beviset skall g& till. Om vi kan ge innebord till att
logaritmera produkten i Sats 10.5 skulle vi pa sa sitt fa

log L(s,x) = — > _log(1 — x(p)p~*) =

lo)-
:zp:’ifuoa)

Hir anvinde vi oss av att log(1+z) = x + O(2?) for sma z. Om L(1, x) &r dndlig och nollskild s&
kommer log L(1, ) att vara begréinsad d& s gar mot 17, vilket ger oss att summan

x(p)

ir begrinsad dd s gdr mot 1T. Det Aterstdr nu att bevisa att L-funktionerna beter sig pé ett
sadant sitt som vi hdvdade i beviset ovan for att Dirichlets sats ska folja av Sats 10.4.

10.5 Bevis av Dirichlets sats

For att fa ett rigorost bevis av satsen finns det tre saker vi maste gora. For det forsta maste vi
visa att Sats 10.5 om Dirichlets produktformel haller.

For det andra behover vi reda ut vad det innebér att logaritmera bade vénster- och hogerled
i produktformeln. Svarigheten héir ligger i att x kan vara komplexvéird, i och med att den kom-
plexa logaritmen &r en flervird funktion. Saledes &r inte logaritmen nédvéandigtvis en produkt en
summa av logaritmerna.
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For det tredje och sista behover vi visa att da x &r en icke-trivial Dirichlet-karaktar s& géller
att log L(s, x) &r begrinsad d& s gar mot 1. Om L(s, x) &r holomorf ricker det siledes att visa
att L(s,x) # 0, men det ar just hdr svarigheten av beviset ligger.

Vi kommer dirmed att fokusera pa tre punkter nér vi bevisar satsen:

1. Komplexa logaritmer och oéndliga produkter.
2. Studera egenskaperna hos L(s, x).
3. Visa att L(1,x) # 0 om x &r icke-trivial.
Vi bérjar med att bevisa Dirichlets produktformel.
Bevis av Sats 10.5. Vi bildar den partiella summan och produkten enligt

Sy = Xvif) och II_V[:H<1—><(IWS>'

n<N p<N

Den oandliga produkten
1
1= T-TI (=)
Nooo it DL = x(p)p
konvergerar f6r Re(s) > 1, enligt Sats 3.1 da

> Ix(p)p~*| < oo

Vi vet att [[(1 — a,) ™! konvergerar om 3 |a,| < oo, vilken ger att [, konvergerar. L&t nu
M
II =11 <1+X(f) +...+X(IZM)> :
N.M  p<N p p
Fixera ¢ > 0 och valj N tillrackligt stort sa att
Sv =2,
n=1

Vi pastar att vi kan véilja M stort nog sa att

SN*H < e och H*H <e. (10.4)
N.M N

N,M

<& och

-1

N

X(n) <e€.
nS

Vi paminner hir om att varje heltal storre &n 1 dr antingen ett primtal eller en produkt av primtal.
Anvéander vi detta faktum, samt att Dirichlet-karaktérerna dr multiplikativa, ger att vi kan vélja
M sa att forsta olikheten i (10.4) géller. For att se att den andra olikheten géller utnyttjar vi att

oo x(p™)/p™* konvergerar. Da
o0
I —
M — 00
N, M

kan vi vilja M sa att den andra géller. Triangelolikheten ger nu att

)
N

I = (S s s T T+ -1 <
= 1 N,M N.M N N
och diarmed &r beviset klart. O

110



DIRICHLETS SATS KAPITEL 10

10.6 L-funktioner

Nu nér vi definierat de tva logaritmerna géar vi vidare och studerar L-funktionerna. Funktionernas
egenskaper som funktioner av s beror pa om y ar trivial eller inte. Som vi kommer att se &r fallet da
s dr néra 1 speciellt intressant. Vi borjar med fallet betréffande den triviala Dirichlet-karaktéren,

da x = xo.

Proposition 10.6. Antag att xo dr den triviala Dirichlet-karaktiren och att ¢ = p{*...p3Y dr
primtalsfaktoriseringen av q. Da gdller att

Lis,x0) = (1 =p1 ") (1 —p3°) ... (1 = pxy")¢(s),

dar p1,...,px ar alla (indligt manga) primtal relativt prima q. Alltsa har L(s, xo) en enkelpol i
s=1.

Bevis. Propositionen foljer direkt genom att jamfoéra Dirichlets och Eulers produktformler. Vi
boérjar med Dirichlets produktformel och far att

ps) = == = [l == -

1 _ —S
PR C10)]
s s s 1 —s —s —s
= (=)0 =p3")-( =) [ 1 — = = =) =P ") (L =y ().
P
Det sista pastdendet géller eftersom ((s) har en enkelpol i s = 1. O

En viktig observation dr att vi alltsa kan betrakta ((s) som en L-funktion med Dirichlet-karaktiren
xo modulo 1. De resterande L-funktionerna, det vill sdga da x # Xxo, ar aningen snéllare. En
anmarkningsvird egenskap hos dessa funktioner &r att de nu &r holomorfa da Re(s) > 0. Vi vet
dessutom &nnu mer om funktionerna, vilket sammanfattas i en proposition.

Proposition 10.7. Om x dr en icke-trivial Dirichlet-karaktdr sa konvergerar féljande serie for

Re(s) > 0,
f: x(n).

n=1

och vi betecknar dess summa med L(s, x). Vidare gdller ocksa att
(i) Funktionen L(s,x) dr holomorf pa Re(s) > 0
(ii) Det existerar konstanter a,b > 0 sadana att

L(s,x) = 14+ O(e~*Re(®*))  dd Re(s) — oo,
L'(s,x) = O(e bRe() dd Re(s) — 0.

Innan vi bevisar denna proposition behéver vi ett lemma som demonstrerar en mycket viktig
egenskap hos de icke-triviala Dirichlet-karaktirerna, som star for beteendet av L(s, x) som intro-
ducerades i propositionen ovan.

Lemma 10.8. Om x dr en icke-trivial Dirichlet-karaktir sa gdller att

k
> x(n)

<q, for alla k.
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Bevis. Vi paminner om att

> x(n)=0.
n=1

fran 5.3. Lat nu k = aq + b s att 0 < b < ¢. Vi noterar att

k aq
doxm)= Y xm)+ >, xtn= Y,  xn).

aqg<n<aq+b ag<n<aq+b

I summan till hoger har vi inte fler &n ¢ termer. Vidare eftersom |x(n)| < 1, foljer lemmat. O

Bevis av Proposition 10.7. For att bevisa att L-funktionen &r holomorf for Re(s) > 1 och x # xo
anvander vi oss av partiell summmering. Lat {a, } och {b,} vara sekvenser av komplexa tal sidana
att partialsummorna Ay = 22;1 a, ar begransade och att by gar mot 0. Med Ag = 0 har vi
séledes att

Z anby = Z(An - Anfl)bn = Z Anbn - Z Anbn+1 = Z An(bn - bn+1) .
n=1 n=1 n=0 n=0 n=0

Vi later nu a,, = x(n) och b, = n~*%. Detta ger oss att

L) =Y (ix(@) (2 o) - nﬁ_ojo ()

n=0 \/=1

vilket ger oss att L(s, x) &r holomorf f6r Re(s) > 0.

Det aterstar nu endast att visa (i7). Vi noterar att om vi véljer Re(s) tillriackligt stort far vi
att

> X(n) - 1 — e(s - 1 — el s
L) = U< Y |5 S0 ey =27 0+ D ey =27 Y00,
n=2 n=2 n=3

(3)
Vilj nu a = log2 i Proposition 10.7 och se att L(s,x) = 1 + O(e ¢®e(®)) di Re(s) gar mot
oandligheten. Helt analogt foljer att L'(s, x) = O(e~*R¢(*)) d4 Re(s) gar mot oindligheten.  []

Vi har nu gatt igenom tillrdckligt mycket teori for att definiera tva logaritmer.

Definition 10.3. Fir z < 1 gdller det att
1 2*
1 = —.
o (1) =25
Definition 10.4. Om x # xo och Re(s) > 1 definierar vi

oy Lis) == [

Vi vet att L(t, x) # 0 for alla Re(t) > 1 eftersom den ges av en produkt (Proposition 3.1). Vidare
s& &r integralen konvergent eftersom

LX) _ o
ity o€

vilket foljer fran Proposition 10.7. Vi kan nu visa ett samband mellan de tva logaritmerna i en
proposition:
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Proposition 10.9. For Re(s) > 1 gdller det att
082 L0 — [(s, y).

Dessutom gdller att

loga L(5.2) = 2_logy ( o )

Bewvis. Vi borjar med att derivera e~ 1082 L(S*X)L(s, Xx) med avseende pa s. Detta ger oss att

L)
L(s,x)
— ¢~ logs L(s,x)(L (5,x) — L’(s X)) =0.

emlos2 L (5 y) e L0 L (5, x) =

I och med att derivatan ar identiskt lika med noll har vi att e~ 1982 LX) (s, y) = ¢, dér ¢ &r en

konstant. Vidare ser vi att ¢ = 1 om vi later Re(s) ga mot odndligheten. Vi har siledes bevisat
forsta pastaendet.

For att bevisa det andra pastaendet fixerar vi s och exponentierar bada led. Vénsterledet blir
siledes e'°82 L(:X) = [ (s, x) och hogerledet blir

>, logs (=7 log, (r=xt775+) ( 1 )
eL—p x(p)/p® e x(p)/p = J— L(S, X) ,
H 1;[ 1 —x(p)/p*

vilket fas genom att anvinda Sats 10.5 om Dirichlets produktformel. Darav existerar det for varje
s ett heltal M(s) sidant att

log, L Zlogl < ) = > = 2miM(s).

D4 vénsterledet dr holomorft for Re(s) > 1 medfor detta att funktionen M(s) ocksa &r holomorf.
Déremot dr M(s) en heltalsvird funktion och maste alltsd vara konstant. Genom att lata Re(s)
ga mot odndligheten ser vi att denna konstant maste vara 0, och ddrmed ar beviset klart. O

Sammanfattningsvis har vi att da log, 72 = z + O(|2?|) &r
1 x(®) 1
o (L) ]
zp: "\1-x()/p zp: p° 2 p2Re®)
-y X o0
» P

Om nu L(1, x) # 0 for en icke-trivial Dirichlet-karaktar géller att log, L(s, x) fran sin integralre-
presentation kommer fortsdtta vara begransad da s gar mot 1. Ddrmed medfor identiteten mellan
logaritmerna att Zp X(p)p~* fortsitter vara begransad da s gar mot 1, vilket ar vad vi 6nskade.
Det aterstar saledes att visa att L(1,x) # 0 d& x ar icke-trivial for att avsluta beviset av Dirichlets
sats. Vi formulerar detta i en sats.

Sats 10.10. L(1,x) # 0 for alla icke-triviala Dirichlet-karaktdrer x.
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Denna sats gar att bevisa med hjalp av komplexanalytiska metoder, vilket vi kommer att gora
genom att betrakta funktionen definierad som

=[] LG

Vi definierar nu ett begrepp vi kommer att ha anvindning for.

Definition 10.5. En Dirichletserie dr en funktion pa formen

Hs)=3 ",

dar summan konvergerar for Re(s) > p.
Vi noterar att Riemanns zeta-funktion ar en Dirichletserie med a,, = 1 for alla n.

Lemma 10.11. Antag att en Dirichletserie f(s) med a, > 0 konvergerar for Re(s) > p. Antag
vidare att den har en analytisk fortsatining till ett halvplan Re(s) > a. Da konvergerar Dirichlet-
serien pa halvplanet Re(s) > a.

Bevis. Vi gor beviset for p = 0 och visar att Dirichletserien stimmer 6verens med sin Taylorut-
veckling kring s = 1, vilken ar giltig fram till s = —e > «, for ett godtyckligt a. D& Y a,/n®
konvergerar likformigt pa varje halvplan Re(s) > p > 0 &r f holomorf for Re(s) > 0. Vi kan allts&
Taylorutveckla f runt 1 och boérjar med att derivera termvis k ganger for att fa

o0

f(k) Z logn - Re(s) > 0.

Taylorutvecklingen av f(s) runt s = 1 blir darfor

F(=e) =33 i (—logn)f(—e = 1)F = 373" St (log ) (= + 1)¥

Vi utnyttjar har att alla termerna i summan &r positiva, och byter dérfér summationsordning
vilket leder till att den ena summan summerar till e(6+1)1087  Allgsa har vi att

0o an 0o 1 00 “ 00 a
Zzzzk—logn (e + 1)k Z;” 8+1)lognzz L Za"
n=1 k=0 n=1 n=1

O

Vi introducerar nu ytterligare tva lemman som kommer att behovas for att visa att L—funktionerna
faktiskt ar nollskilda i s = 1.

Lemma 10.12. (,(s) kan skrivas som en Dirichletserie med icke-negativa koefficienter.
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Bewvis. Vi borjar med att visa polynomidentiteten

[T =x@)a) =1 —2/@)@ p g, (10.5)
XGG‘

dar f(p) ar ordningen pa p i gruppen Z*(q) och f(p)g(p) = ¢(q). For att visa likheten réacker det
att visa att vinster- och hogerled har samma rétter och ledande koefficient. Vi har att

f()
(x(lm) =) =X = XD = 1.

Alltsd ar x(p) en f(p)-rot till enheten. Lat X vara méngden av alla f(p)-rotter till enheten. Vi
har ocksa att

H(l—gx) =1—2/®,

€ex

Alla rétter till vénsterledet finns i X eftersom x(p) € X for alla x € G. Vidare har alla rtter
samma multiplicitet da det existerar g(p) karaktérer x(p) € G sddana att x(p) = &, vilket foljer
av symmetriskal.

Genom att nu byta ut varje L-funktion med dess produktutveckling och genom att anvanda (10.5)
med x = p~° kan vi utveckla produkten som definierar (, till

1 1
Go(s) = I;IL(S, X) = 11) 1—x(p)p—* - H (1 —p=sf@)ap) -

X p

= H(l +ps @) 4 pm2f ) 4 yee)
P

vilken &r en Dirichletserie med icke-negativa koefficienter och som konvergerar fér Re(s) > 1. 0O
Lemma 10.13. Dirichletserien for (,(s) divergerar i s = 1/¢(q) ddr ¢ dr Eulers funktion.

Beuvis. For att visa att Dirichletserien f6r (,(s) divergerar visar vi att den kan uppskattas nedat
med en divergent serie.

Vi gor detta genom att betrakta

Z 1 H(l + po2(@) 4 p=2s0(@) 4 ),

nse(a) —
n=1 P

som &ar ekvivalent med Riemanns zetafunktion i punkten sp(q). Vi vill alltsa visa att

H(l +psf®) 4 p=2sF(0) 4 .__)g(p) > H(1 +psela) = 2s0(0) 4 ),
P P

Men eftersom ¢(q) = f(p)g(p) ricker det att visa att

H(l +psIP) 4 p=2sF () 4 “_)g(p) > H(1 + p s P9() 4 py=25f(P)ap) 4 ).
P P
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Vilket innebar alltsa att vi vill visa att produkten till hoger blir mindre &n den vénstra om man
flyttar in potensen g(p) och istéllet upphdjer varje enskild term. Detta kan formuleras for ett
allmént fall for godtyckliga tal a,, > 0 och ett tal n € N enligt

(ao +a; +as + )n > (ag + a? + ag + ) .
Denna olikhet foljer dock direkt utav binomialsatsen. Darmed géaller det att

H(l +psI®) 4 =25 ) 4 _“)g(p) > H(1 + p5e(@) 4 p=2se(a) 4 L) = answ(Q) .
P P

Notera att fér s = 1/¢(q) far vi den divergenta summan Y n~! i hogerledet. Enligt jimforelsek-
riteriet for summor divergerar darfor da

H(l +psf®) 4 p=2sF(0) 4 .__)g(p) ,
P

vilket skulle visas. 0

Bevis av Sats 10.10. Om det hade funnits en karaktir x sddan att L(1,x) = 0, skulle detta
innebéra att (,(s) &r holomorf pa halvplanet Re(s) > 0, enligt Sats 10.13 och da L(s, xo) har en
enkelpol i s = 1. Detta hade i sin tur medfért att Dirichletserien for (,(s) konvergerade i detta
halvplan, enligt Lemma 10.11 och 10.12. Men, vi vet att Dirichletserien for ,(s) inte konvergerar
enligt Lemma 10.13, alltsa kan det ¢j finnas ett y sddant att L(1,x) = 0. O

Bevis av Sats 10.4. Vi har alltsd lyckats visa att L(1,x) # 0, samtidigt som vi har gett betydelse
at den komplexvérda logaritmen och bevisat Dirichlets produktformel. Proposition 10.9 ger da att

tog, L(s. ) = — Yoy (1= x(o)p~*) = 1 X2+ 01,

Alltsa géller det att > x(p)p~* forblir begransad och séledes divergerar
1
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