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Sammanfattning

Ofta rapporterar medier om underliga samband som upptéckts i olika studier och
undersokningar. Man hénvisar d& till statistiska metoder och siger att ett signifikant
samband pavisats. Dessvérre dr dessa samband inte alltid att lita pa &ven om studien
ar genomford med goda statistiska metoder, speciellt om det finns osidkerhet i data.
Maétfel paverkar resultaten av de metoder som anvinds, vilket kan leda till att ett sig-
nifikant samband mellan en utfallsvariabel och en icke-orsakande variabel péavisas, trots
att hinsyn tagits till de sanna orsakande faktorerna. I rapporten studeras detta feno-
men djupare inom regressionsanalys med hjialp av simuleringar. I regressionsmodeller
beskrivs en utfallsvariabel som en funktion av ett antal férklarande variabler. For att
undersoka hur de forklarande variablerna paverkar utfallsvariabeln skattas effekterna
av dessa. Simuleringar som genomfors syftar till att illustrera hur métfel och bristande
modellering paverkar skattningar och signifikans av de férklarande variablernas effekter
pa utfallsvariabeln. De visar att &ven sma métfel leder till forsvarade mojligheter att
dra korrekta statistiska slutsater. En teoretisk studie i hur osdkerhet i data péaverkar
de skattade effekterna i linjéra regressionsmodeller genomfors. De teoretiska resultaten
styrker resultaten av simuleringarna och visar att métfel ger skattningar som inte &ar
vantevardesriktiga, dvs. som systematiskt avviker fran de sanna effekterna.

Abstract

It is not unusual for media to report strange and outrageous findings, citing studies
and surveys. Usually there’s a reference to statistical methods indicating a significant
association. Even though the study was carried out using good statistical methods
these findings are not always trustworthy, a lot of uncertainties in the data should be
a large source for concern. Errors in measurements can have large effect on the results
of statistical methods. These errors can lead to a significant association between a
response variable and a non causal predictor, even if the effect is adjusted for confounded
variables. This report strives to shed light on this phenomenon in regression analysis by
the use of simulations. It furthermore delves into the basic theory of regression analysis.
In regression models, a response variable is described as a function of a number of
predictor variables. The predictor variable’s influence on the response is analyzed by
studying their estimated effect. In this report simulations are used to illustrate how
errors in measurement as well as inadequate models affect the estimation and significance
of the predictor variables. It is shown that even small errors in measurement lead to
difficulty making correct inferences. A theoretic study is carried out and shows that
uncertainty in data affects the estimated effects in linear regression models, resulting in
biased estimations.
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Forord

Denna rapport syftar till att aterge resultaten av ett kandidatprojekt inom matematisk sta-
tistik som genomfordes av Fredrik Sangberg, Henrik Imberg, Love Carlson och Tobias Mi-
kaelsson. Gruppen har fort dagbok och tidslogg under kursens gang. I dagboken har gruppen
sammanfattat projektets utveckling vecka for vecka, och i tidsloggen har en individuell tidrap-
portering forts.

Hela gruppen har tillsammans skrivit och sammanstéllt projektrapporten, och alla har
mer eller mindre varit delaktiga i samtliga delar av projektet. Fredrik och Henrik har haft
ansvar for programmering och den férdjupning i teorin som ges i kapitel 4. En &versiktlig
beskrivning av gruppmedlemmarnas bidrag till rapporten ges i tabellen nedan.

Avsnitt Huvudansvar
Sammanfattning, Abstract Alla

1 Inledning Alla

2 Teori Alla

3 Simuleringar Alla

4 Osékerhet i variabler Fredrik, Henrik
5 Diskussion Tobias, Henrik
Appendix A - Teoretiska hirledningar Fredrik
Appendix B - Alternativa regressionsmetoder | Henrik

Avslutningsvis vill vi tacka var handledare Staffan Nilsson samt handledare pa Avdelning-
en for Facksprak och Kommunikation for all hjalp under kandidatprojektet och rapportskri-
vandet.



1 Inledning

Vid regressionsanalys forséker man att bygga upp en modell som beskriver en utfallsvariabels
variation som en funktion av ett antal forklarande variabler. Utfallsvariabeln kallas dven for
responsvariabel och de forklarande variablerna for prediktorer.

Nar man dgnar sig at statistiska studier dér linjara regressionsmodeller anvénds ar ju-
stering en viktig men problematisk fraga. Antag att man i en modell inkluderar endast en
variabel for att beskriva en utfallsvariabel. Med linjar regression kan man pavisa associa-
tion mellan dessa variabler, men detta beh6ver inte visa pa ett orsakssamband. Variabeln i
modellen kan i sjélva verket vara relaterad till en annan variabel som orsakar utfallet.

Lat sdga att man vill pavisa ett samband mellan konsumtion av alkohol och férekomst
av lungcancer. Har kan antal liter konsumerad 6l fungera som prediktor medan férekomst
av lungcancer ar utfallsvariabel. Vi kinner till att rokning 6kar risken for lungcancer och att
manga som roker ocksé dricker mer &n vanligt. Det &r darfor troligt att en modell som endast
inkluderar alkohol och lungcancer kommer att visa pa ett tydligt samband. For att justera
bort den effekt som alkoholkonsumtion har p& lungcancer enbart genom dess samvariation
med rokning utokas modellen till tva prediktorer, rékning och alkoholkonsumtion. Det &r
detta som kallas justering, ndmligen att i en modell inkludera ytterligare variabler relaterade
till bade respons och den studerade prediktorn. Om alkohol inte har nagon verklig inverkan
pa lungcancer borde detta synas i den nya modellen och man kan ddrmed undvika att dra
den felaktiga slutsatsen att alkohol medfor lungcancer. Justering ar darfor viktigt vid studier
av orsakssamband. Att finna de sanna orssakssambanden kan i praktiken vara svart, speciellt
nér det rader stor osédkerhet i observationer av den orsakande variabeln.

Brus i data kan vara av varierande karaktdr och ha olika ursprung. Den mest uppenbara
orsaken ar maétfel i instrument. Det &r mojligt att métningar varierar i tid, for olika platser
eller nar olika personer utfor ett forsok, vilket leder till brus i data. Vid studier dar delta-
gande individer far svara pa frageformuldr uppstar en annan typ av brus. Det kan handla
om svarigheter att svara korrekt pa vissa fragor, vilket ger tendenser till 6verdrift eller un-
derdrift. Om det stélls fragor av kénslig karaktér kan felaktiga svar ges med avsikt. Slutligen
kan brus uppsta av att en latent variabel, vilken dr omdjlig att observera, ersétts av en sa
kallad proxy-variabel som paminner om den sanna variabeln. Exempelvis anvinds BMI som
proxy-variabel for fetma och BNP for livskvalitet inom ett land. I sjdlva verket existerar
osdkerhet i data vid alla typer studier och det dr mdjligt att olika variabler observeras med
varierande precision. Det &r déarfor av intresse att undersoka hur statistiska metoder paverkas
av brus i data.

Syftet &r att studera olika typer av regressionsmodeller da det finns osdkerhet i data eller i de
modeller som ansétts, samt hur det paverkar prediktorernas skattade effekter och signifikans.

Rapporten begrinsas till att endast diskutera additiva linjdra och logistiska regressionsmo-
deller. I en additiv modell antar man att det inte finns nagon samverkan mellan prediktorer.
Effekten av en prediktor pa utfallsvariabeln &r alltsd oberoende av 6vriga prediktorer. I en
linjar modell beror responsvariabeln linjart av prediktorerna. Det &r givetvis vanligt forekom-
mande i praktiken icke-linjara samband mellan variabler, samt att prediktorer samverkar.
Forfattarna har dnda valt av avgrédnsa rapporten fran icke-linjara modeller. Detta eftersom
linjéra modeller &r av mer grundliggande karaktdr och det dr naturligt att i en forsta studie
fokusera pa dessa. Vidare ar linjdra modeller vanligt forekommande i praktiken, och med
hjalp av variabeltransformationer kan mer komplicerade samband ofta beskrivas med linjéara
termer.

Metoder som har anvénts ar litteraturstudier och simuleringar. Med hjélp av ldrobécker och
artiklar har olika regressionsmodeller studerats, déar fokus varit pa enkel och multipel lin-
jar regression samt logistisk regression. Artiklar som diskuterar mer specifika &mnen inom
regression har anvénts for att studera hur métfel i data paverkar linjara modeller.

Med hjalp av simuleringar studerades situationer d& det fanns osékerhet i data. Simu-
lering och teori samverkar och flera av de resultat som gavs med simuleringar styrktes av
teoretiska resultat. I dessa fall fyller simuleringarna &nda en funktion eftersom de illustrerar



teorin och pa sa vis underlittar forstaelsen. Aven det som ér omdjligt att rikna pa analytiskt
gar ofta att studera med hjélp av simuleringar. Darfér har simuleringar en central roll i rap-
porten. En mer detaljerad beskrivning av metod vid simuleringar ges i kapitel 3. Simuleringar
genomfordes med R, ett programspréak utvecklat for statistik och dataanalys. Spraket valdes
péa grund av dess breda anvdndning inom statistik och rika méngd av funktioner anpassade
for regressionsanalys.



2 Teori - en oversikt i linjar regression

I detta kapitel diskuteras grunderna i linjér regression 6versiktligt. Fokus ligger inte pa mate-
matiska hirledningar av de formler som presenteras utan pa att lyfta fram de begrepp som &r
nodvandiga for rapportens kommande delar. Lasaren antas vara bekant med grundlaggande
sannolikhetsteori och inferens. For en mer detaljerad genomgéang hénvisas till litteratur inom
dmnet och referenser ges i slutet av varje delkapitel.

Linjar regression handlar om att undersoka samband mellan en responsvariabel y och en
eller flera andra variabler, sa kallade prediktorer. En enkel regressionmodell med endast en
prediktor x; ges enligt

y = Bo+ frz1 + €y (2.0.1)

dar €, ar ett slumpartat brus, det vill séiga variationen i y som inte kan foérklaras av prediktorn
1. En modell med endast en prediktor kallas &ven for en univariat regressionsmodell.

Utifran stickprov dér = och y observerats vill man anpassa en linje som sa bra som mojligt
beskriver sambandet mellan dem. Flera olika metoder kan anvéndas till detta, men vanligast
ar minstakvadratmetoden som géar ut pa att minimera féljande summa

n

> Wi — (Bo + rwni))’ (2.0.2)

i=1

genom att vélja By och 1 pa ett optimalt sdtt. Har betecknar y; och x1; observationer av y
respektive z1 och n betecknar antalet observationer. Skattningarna av koefficienterna skrivs
Bo och 1 och den skattade regressionslinjen ges av:

j=Po+ Pras (2.0.3)

Bo beskriver linjens skdrning med y-axeln och 1 beskriver linjens lutning. Till varje obser-
vation y; svarar en punkt ¢; pa linjen. Avstandet mellan observerat virde y; och predikterat
varde g; kallas residual och betecknas e;:

ei =Yi — Ui (2.0.4)

Ekvivalent med att minimera (2.0.2) &r att minimera kvadratsumman av residualerna:

n

Z(yi — )% = Zef (2.0.5)

i=1

Da modellen innehaller tva prediktorer vill man istéllet minimera residualkvadratsumman

ifran ett plan:
n

Z(yi — (Bo+ Brm1i + Pawa;))? (2.0.6)

i=1
Exempel pa linjir regession med en respektive tva prediktorer ges i figur 1 for att illustrera
metoden.

Med p variabler z1, ..., x, fas skattningarna av de p+1 regressionskoefficienterna 3y, 81, B2, . . .

genom att minimera kvadratsumman av residualerna ifran ett p-dimensionellt hyperplan

n

Z(yz —(Bo + Zﬁjﬂfji))z- (2.0.7)

i=1 j=1
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Figur 1: Exemepel pa linjér regression. Till vinster: y mot x med skattad regressionslinje.
Till hoger: y mot tva prediktorer x; och o med skattat regressionsplan. Har visas &dven
residualerna med grona och réda linjer. Punkter ovanfor planet har grona residualer och
punkter under planet har roda.

2.1 Enkel linjar regression

Utgangspunkten i detta avsnitt &r en enkel linjir regressionsmodell:

y=PBo+ Bz +ey (2.1.1)

y antas hir vara kontinuerlig medan x kan vara antingen kontinuerlig eller kategorisk. Kate-
gorisk innebér att variabeln antar diskreta viarden. Det kan ofta rora sig om olika grupper i
en population, exempelvis rokare/icke-rokare, man/kvinna eller indelningar i olika &lderska-
tegorier. En variabel kallas binér eller dikotom om den endast antar tva viarden vilka ofta
betecknas 0 och 1. Modeller da y &r bindr diskuteras i avsnitt 2.3.

Vid linjar regressionsanalys ar det viktigt att y verkligen beror linjart av x. Om ett icke-
linjart samband verkar gélla &r det ibland m&jligt transformera nagon variabel och pa sa
vis fa ett linjart samband. Man kan da utféra linjir regressionsanalys pa de transformerade
variablerna. I annat fall kan icke-linjara regressionsmodeller anvindas, d4 man exemepelvis
kan inkludera z-termer av hogre grad. Teorin kring detta &r ett stort &mne i sig och kommer
inte att diskuteras vidare.

Vid formulering av teorin for linjir regression betraktar man ofta observationerna z; av
x som fixa. Samtliga resultat i detta avsnitt haller dock &ven i fallet da prediktorn betraktas
som en stokastisk variabel 2 under antagandet att E[Y|X] = By + 51 X.

Bruset i modellen antas vara oberoende och likafordelat for samtliga observationer x; av
x. Mer specifikt antas €, ~ N (0, 0y ), detta pa grund av de manga fordelar som normalférdel-
ningsantagandet ger vid hypotestest. Vid regressionsanalys &ar det viktigt att noga undersoka
om dessa antaganden verkar rimliga. Om sa inte &r fallet kan variabeltransformationer i vissa
fall leda till att ovanstaende antaganden ar uppfyllda, varpa linjir regression kan anvindas.
Om problemen kvarstar kan generaliserade linjdra regerssionmodeller anvindas. Logistisk
regression ir ett exemepel pa en generaliserad modell och diskuteras i kapitel 2.3.

LAt oss nu anta att y beror linjart av x och att ovanstaende antaganden géllande bruset
i modellen ar uppfylda. D& kan minsta-kvadratmetoden anvéndas for att skatta regressions-
koefficienterna, och skattningarna fér 8y och 5y ges av

Bo =17~ P (21.2)

i1 (@i —@)?
dar  och y betecknar medelvirden av observationerna i x respektive y. Metoden ger vén-
tevirdesriktiga skattningar, dvs. E[fy] = Bo, E[51] = B1. I sjélva verket kommer fj inte att




vara av stort intresse i denna rapport eftersom 3y inte bidrar med information om forhallan-
det mellan prediktor och respons annat &n med en forskjutning i y-led. Foljande diskussion
kommer dérfor i forsta hand att behandla skattningen av §;. Om prediktorn x ar kontinuerlig
tolkas 31 som den forvintade fordndringen i responsen y vid en enhetsforindring i . Om x
ar dikotom &r tolkningen istéllet den férvintade skillnaden i y mellan de grupper som x re-
presenterar. Om x ar diskret med mer &n tva kategorier anvénds ofta en av kategorierna som
referens. For var och en av de 6vriga kategorierna skattas en regressionskoefficient. Om = har
k kategorier skattas alltsa k — 1 regressionsparametrar (31, ... [r—1 som beskriver skillnaden
mellan de olika kategorierna och referenskategorin.
Variansen for den skattade lutningsparametern 31 ges av

. o2 o2

Var(p] = Z@_l(qi I _yl)g2 (2.1.4)

diir 02 betecknar variansen av x. Stabila skattningar med liten varians fas alltsa vid stor
spridning i observationer, stora stickprov och litet brus i modellen. Detta illustreras i figur

2-4 dar ett antal linjer anpassats efter olika data dér 05, o2 och stickprovsstorleken n har
varierats.
g

Figur 2: Variation i B vid stoérningar i data. n=50 och 02 = 1 i bada fallen. Till viinster: 05
= 0.1. Till hoger: 03 = 1. Regressionslinjen visar en storre variation for olika stickprov da
modellbruset ar stort.

Figur 3: Variation i Bl vid stoérningar i data. o2 = 1 och 0?21 = 0.1. Till vanster: n=10. Till
hoger: n=100. Regressionslinjen visar en storre variation for olika stickprov da stickprovs-
storleken &r liten.



Figur 4: Variation i 3; vid stérningar i data. n=50 och 05 = 0.1 i bada fallen. Till vénster:
02 = 0.1. Till hoger: 02 = 1. Regressionslinjen visar en storre variation for olika stickprov da
spridningen i z ar liten.

Det &r ofta av intresse att specificera hur bra en modell forklarar relationen mellan vari-
abler. Ett matt pa detta &r 'R-squared’:
~ S8Sr 857 —-S5Sp 1 SSE

5SS, SSo - SSp

vilken tolkas som hur stor andel variationen i y som foérklaras av x. Har betecknar

SSr=3 (wi—9?% SSp= (yi—9) SSr=) (59> (2.1.6)

Summationsindex ¢ uteldmnas i utrycken ovan men det dr underforstatt att ¢ = 1,...n dar
n &r antalet observationer.

SSt, ’total sum of squares’, ger variationen kring medelvirdet av observationerna av
y. SSE, ’error sum of squares’, ger variationen kring den skattade regressionlinjen. SSg,
‘regression sum of squares’, ger de skattade virdenas variation kring .

Om prediktorn beskriver utfallsvariabeln vl kommer residualerna att vara smé, sa att
SSE ~ 0 och dirmed R? ~ 1. P4 samma siitt giller i en modell dir sambandet mellan
prediktor och respons #r svagt att SSg ~ SSr och dirmed R? =~ 0. I denna situation
med endast en prediktor #r R? samma som kvadraten av korrelationen mellan prediktor och
respons.

Eftersom SSg beskriver variationen kring den skattade regressionslinjen anvinds denna
for att skatta variansen for bruset i modellen

>i(yi—9i)*  SSk

2 _
Ty = n—2 n—2

R2

(2.1.5)

dér (n—2) i nimnaren &r lika med ’antalet observationer’ minus ’antalet skattade parametrar’.

2.1.1 Inferens

Antag att man vill testa nollhypotesen Hy : 1 = 0 mot alternativet Hy : B # 0. Att By &ar
signifikant skild fran noll vid signifikansnivd « innebér att det med (1 — )% konfidensgrad
finns ett linjart samband mellan x och y. Observera att detta inte nédvandigtvis innebér att
x orsakar y. Fallet kan lika gérna vara det motsatta, att y orsakar x, eller sa kan bade x och
y vara relaterade till en tredje variabel vilket ger upphov till ett signifikant samband. Om
antagandet att e, ~ N(0,0,) stdémmer fas foljande teststatistika:

Tpo= 00y (2.1.7)
SE[B1] Ho:pr=0

Standardfelet, dvs. den skattande standardavvikelsen, for Bl ges av:

. &2 &2
SE[p] = \/E(ari T \/(n ~ sz (2.1.8)




Antalet frihetsgrader, n — 2, kommer fran det faktum att det &r tva parametrar som skattas i
modellen, ndmligen By och f3;. Utifran detta kan man riikna ut p-virdet for den observerade
teststatistikan, P(|T| > |Tops| | Ho), dvs sannolikheten for en lika eller mer extrem obser-
vation under forutsattning att Hy ar sann. Hy forkastas om detta p-vérde dr mindre &n en
vald signifikansniva a som typiskt viljs till 0.05. En mer ingéende introduktion till linjira
regressionsmodeller med en prediktor ges av Alm och Britton [1].

2.1.2 Exempel

Flera olika statistiska datorprogram som kan anvéndas for att utfora linjar regression och
inferens for regressionskoefficienterna. I detta arbete har programspraket R anvéints och ne-
danfor ges ett exempel pa hur informationen kan se ut. Motsvarande data och estimerad
regressionslinje visas i figur 5.

Call:
Im(formula =~ x)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-3.2135 -0.5797 -0.0476 0.5963 2.1643

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 0.02941 0.21061 0.140 0.89
X 1.08987 0.21933 4.969 3.02e-05 *x*xx*

Signif. codes: 0 ‘**x> 0.001 ‘*%> 0.01 ‘x> 0.05 ¢.” 0.1 ¢ * 1

Residual standard error: 1.139 on 28 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.4686,Adjusted R-squared: 0.4496
F-statistic: 24.69 on 1 and 28 DF, p-value: 3.017e-05

I sammanfattningen fran R ges bland annat skattningen av lutningen (3, = 1.08987)
och dess tillhérande standardavfel (SE[B;] = 0.21933) och test-statistika (T' = 4.969). I
detta exempel &r lutningen signifikant skild fran noll med p-virde 3.02 x 10~° < 0.05. Data
genererades fran en modell med By = 0 och 81 = 1 och vi ser att bada skattningarna stammer
val med de sanna véirdena, samt att den sanna nollhypotesen att 5y = 0 inte kan férkastas.
R? = 0.4686, vilket innebér att 47% av variationen i y kan forklaras av = enligt modellen.
Fran sammanfattningen far man dven ut residualernas standardfel och antalet frihetsgrader.
Tillsammans med R? ger de en F-statistika med tillhérande p-viirde, som testar nollhypotesen
att ingen regressionskoefficent dr skild fran noll mot att nagon koefficient har lutning skild
fran noll. Detta diskuteras mer i kapitel 2.2. I fallet da bara en variabel ingar i modellen blir
p-vardet for T-statistikan och F-statistikan samma.
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Figur 5: Scatterplot med anpassad regressionslinje efter data fran exemplet pa féregaende
sida.

2.2 Multipel linjar regression

En enkel linjér regressionsmodell kan utvecklas till att inkludera flera prediktorer, savil konti-
nuerliga som kategoriska. Antag att man med p—1 prediktorer! vill beskriva en utfallsvariabel
y enligt en linjar modell

y=Po+ frx1+ -+ Bp_1xp_1 + €y (2.2.1)
Laty = {y1,...,yn}? vara en n x l-vektor med observationer av utfallsvariabeln y, 8 =
{Bo,--.,Bp—1}" en p x l-vektor med regressionsparametrar och €, = {€,1,...,€y,}’ enn x

1-vektor med normalférdelade feltermer, €,; ~ N(0,0,). Lat vidare X vara den si kallade
designmatrisen given av:

1 z1 - wpoan
1 210 -+ Tp_12

x=|. 7 . (2.2.2)
1 Tin - Tp-1mn

Detta &r alltsd en n x p-matris bestdende observationer. Det forsta indexet for elementen i
matrisen betecknar variabel och det andra betecknar observation. Den forsta kolonnen mot-
svarar g och i kolonn den j+1 aterfinns observationer av ;. Med ovanstaende beteckningar
kan den multipla linjéra regressionsmodellen skrivas:

y=XpB+e (2.2.3)
For att minimera kvadratsumman av residualerna anvénds normalekvationerna
XTXp =XTy (2.2.4)
vilket leder till minstakvadratskattningen fér vektorn 3
f=(XTX)'XxTy (2.2.5)

forutsatt att det(XTX) # 0. Prediktorerna i modellen far alltsa ej vara linjirt beroende.
Matrisen (XTX) beskriver relationen mellan prediktorerna, dvs. deras varians och kovari-
anserna mellan dem. Om en prediktor z; &r oberoende av de 6vriga kommer dess skattade
lutningskoefficient enbart att bero av observationerna av x;, medan korrelerade prediktorer

1p — 1 eftersom det ger p regressionskoefficienter da Bg inkluderas.



kommer att paverka varandra. Kraftig korrelation medfér att det(XTX) a 0, s& invertering
av XTX blir d& en instabil operation och skattningarna blir kénsliga fér storningar i data.
B; beskriver nu den foérvéntade fordndringen i y vid en enhetsférandring i x;, d& Svriga

variabler halls konstanta. Skattningen av vektorn § &r vintevirdesriktig, dvs. E[S] = 5, och
kovariansmatrisen for regressionskoefficienterna ges av

o(XTX)™1 (2.2.6)

med varianser for koefficienterna pa diagonalen. Statistikan for att testa om skattningen av
en regressionskoefficient 3; &r skild fran noll ges av

Tops = ﬁj — Bj

SB[ 5" 227

SE[B;] = «/&Z(XTX)(‘j}j) = \/(1 ) ;(il m—yF=) (2.2.8)

6925], betecknar variansen for x; och Rij dr 'R-squared’ nér regression utférs med z; som
utfallsvariabel och 6vriga prediktorer som férklarande variabler. Termen

1
- R2,

dar

VIF(z;) = (2.2.9)
kallas for 'variance inflation factor’ och férklarar hur variansen for en regressionsparameter
paverkas av Ovriga variabler. Skattningar av regressionskoefficienter for prediktorer som ar
starkt korrelerade kommer alltsa ha stor varians eftersom Rg{i ~ 1, vilket medfor att VIF
blir stor.

For att testa nollhypotesen Hy : 81 = ... = B,—1 = 0 mot alternativet H; : 8; # 0 for
nagot 3;, j =1,...p— 1 anvinds ett F-test med test-statistika:

Fobs _ SST - SSE/(pf 1)

SS5/(n—p) oy Fpinp (2.2.10)
For regressionsmodeller med korrelerade variabler ar det mojligt att F-statistikan blir sig-
nifikant skild fran noll &ven om ingen av t-statistikorna &r signifikant. Detta beror pa att
modellen foérklarar utfallsvariabeln, vilket F-statistikan visar, men att det &r omdjligt att
avgora vilken av prediktorerna som orsakar utfallet.

I avsnitt 2.1 introducerades R? som ett matt pa hur ’bra’ en modell forklarar responsva-
riabeln. D& fler prediktorer adderas till modellen kommer R? att forbéttras, Aven om dessa
ar orelaterade till yy. Detta eftersom anpassningen efter data alltid blir minst lika bra om en
ny variabel inkluderas. For att kompensera for antalet variabler definieras

_1
R2, —1-22E (I . 2.2.11
adj SST (n—p) ( )

som alltsi liknar R? men straffar da variabler som inte tillfér information inkluderas i model-
len. For en mer djupgéende genomgang av multipel linjir regression hénvisas till Rawlings
m. fl. [2].

2.3 Logistisk regression

I detta avsnitt antas y vara dikotom och kan exempelvis sta for férekomst av en viss sjukdom
hos en individ. Prediktorn = kan vara antingen kontinuerlig eller kategorisk och &r en faktor
vars inverkan pa y skall understkas. Situationen da z &r kategorisk med k kategorier kan
illustreras med en 2 x k-tabell och sambandet mellan x och y och testas vanligtvis med ett
Xz—test.

Vid modellering d& y &r dikotom vill man dels kunna uttala sig om utfallet i y givet = med
s stor sdkerhet som mojligt, men dven att uppskatta sannolikheten for y som en funktion av
. En mojlighet ar givetvis att utfora vanlig linjar regression enligt en modell y = Sy + S1x+¢,
fér nagot brus €, och anpassa en linje efter data enligt minstakvadratmetoden. Ett sadant
exempel illustreras i figur 6.
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Figur 6: Ett exempel pé nér linjdr regression anvédnds trots att utfallsvariabeln &r binér.
Regressionslinjen kan inte anvéndas for att beskriva sannolikheten att y = 1 eftersom linjen
antar varden utanfor intervallet [0,1] for |x|>2.

Utifran modellen i figur 6 gar det inte att uttala sig om sannolikheten f6r y eftersom den
skattade regressionslinjen antar viirden utanfor [0,1]. Ytterligare ett problem med modellen &r
inferens for regressionskoefficienterna. I detta fall verkar det svart att uttala sig om huruvida
x och y &r relaterade da utfallet i y inte visar pa tydliga variationer for olika x. Det verkar
dock som att sannolikheten for y = 1 tenderar att minska for sma z. Med ett t-test fran
vanlig regression ér f; signifikant skild fran noll. Problemet #r att samtliga hypotestest som
diskuterats tidigare bygger pa antagandet att bruset ar likafordelat for alla observationer
med €, ~ N(0,0,) vilket inte haller i denna situation eftersom avvikelserna mellan linje och
data ar beroende av x.

Det man i allménhet &r intresserad av ndr y &ar dikotom &r att kunna uttala sig om
sannolikheten att y = 1 givet . Man vill alltsa hitta en funktion som for samtliga  returnerar
virden mellan noll och ett. Med linjar regression kan i princip vilka virden som helst ges,
varfor logistisk regession anvénds istillet. Vi skall boérja med att introducera den logistiska

funktionen

_ 1
T 147’

p(2)

vilken antar véirden i (0,1) och alltsa uppfyller kravet som beskrivits ovan. Genom att vidare
lata

zeR (2.3.1)

z=Po+ Pz (2:3.2)

fas
1 1

p(z) = 1+e= - 1+ e—(Bo+pBrz) " (2.3.3)

Hér betecknar p(x) sannolikheten att y = 1 givet x, och z kallas den linjira prediktorn.
Formel (2.3.3) beskriver den logistiska regressionsmodellen for en prediktor. Aven i logistiska
regressionsmodeller kan flera prediktorer ingé genom att inkludera fler termer i den linjira
prediktorn:

z= o+ Bix1 + Poxo + ... (234)

En formulering ekvivalent med (2.3.3) ar
P_\_
log(1— p) = fo + frx (2.3.5)

dér véansterledet beror linjart av x.
En logistisk regressionsmodell anpassad efter data illustreras i figur 7. Vid prediktion
klassificerar man observationer efter ett valt troskelvirde. Detta kan exempelvis géras genom
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att lata observationer med predikterad sannolikhet P(y) > 0.5 tilldelas véirdet 1 och 6vriga
véirdet 0. Observationer i figur 7 som har tilldelats vérdet 1 har i den hégra bilden marke-
rats med rott. Det &dr svarare att ge en intuitiv tolkning av skattningen av 7 dn vid linjar
regression, men om Bl > 0 forvintas sannolikheten att y = 1 6ka for en positiv fordndring i
T.

En skattad regressionsyta for en modell med tvéa prediktorer visas i figur 8. En alternativ
framstédllning dr att plotta den logistiska funktionen mot den linjéra prediktorn z = Bo +
Biz1 + Bows enligt uttryck (2.3.3), vilket visas i samma figur.

Det finns ingen explicit formel for att skatta parametrarna i logistiska regressionsmo-
deller, utan skattningar fas vanligtvis numeriskt med maximum likelihood-metoden. Aven
metoder for inferens dr annorlunda. Att diskutera dessa mer ingaende faller dock inte in-
om ramen for rapporten utan hénvisas till litteratur som behandlar generaliserade linjira
regressionsmodeller, se exempelvis Kleinbaum och Klein [3].
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Figur 7: Logistisk regression. Vénster: Logistiska funktionen ges av den s-formade kurvan,
vilken beskriver sannolikheten att y = 1 som funktion av z. Hoger: Observationer med
P(Y) > 0.5 har tilldelats virdet y = 1 och markeras med rétt. Ovriga har predikterat véirde
y=0.
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Figur 8: Logistisk regression med tva prediktorer. Vénster: Skattad yta for tva prediktorer i
3 dimensioner. Hoger: Logistiska funktionen mot den linjira prediktorn z = £y + S121 + [S222.
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2.4 Justering for samvarierande variabler

Lat oss betrakta en utfallsvariabel y och en prediktor x5 med lutningskoefficient £5. Beteck-
ningarna ar valda for att situationen skall stimma 6verens med kommande kapitel. Antag att
det inte finns nagot orsakssamband mellan dessa variabler, dvs. 82 = 0. P-véirdet for 32 visar
sannolikheten for en minst lika extrem observation av s under nollhypotesen att Sy = 0.
Trots att det inte finns nagot orsakssamband mellan z9 och y &dr det mdjligt att skattningen
blir signifikant. Man riskerar da ledas till slutsatsen att xs har en inverkan pé responsvaria-
beln y. Det kan dock finnas andra omstédndigheter som leder till att BQ blir signifikant. Lat
oss anta att xo samvarierar med en annan variabel x1, som i sin tur orsakar y. Det existerar
da ett indirekt samband mellan x5 och y, vilket leder till att f35 blir signifikant nér regression
utférs med enbart xo som forklarande variabel. I sddana situationer ar det viktigt att ta
hénsyn till samvariationen mellan x; och zq, vilket astadkoms med justering.

Kort beskrivet s& innebér justering att inkludera ytterligare variabler i en modell. Man
sdger sig d& ha justerat for dessa variabler. Istdllet for att skatta en linje y = By + Boxo
inkluderas &ven x; i modellen, y = By + B1x1 + Baxa, vilket ger ett skattat regressionsplan.
Nér parametrarna har estimerats uppstar fyra olika fall.

1. Bara x; blir signifikant. Eftersom 83 = 0 i exemplet ovan innebér detta att juste-
ringen har lyckats och nollhypotesen att x5 saknar inverkan pa y kan inte forkastas.

2. Bara x3 blir signifikant. Om det tidigare var kéint att x; orsakar y bor man forhalla
sig kritiskt till sddana resultat, eftersom de antyder att det &r xs och inte z; som
orsakar y.

3. Bada variablerna blir signifikanta. Detta antyder att det finns ett samband mellan
béada prediktorerna och utfallsvariabeln, och att sambandet mellan z2 och y inte enbart
kan forklaras av samvariationen mellan x; och xs.

4. Ingen av variablerna blir signifikant. I dessa fall kommer F-statistikan troligtvis
att vara signifikant, vilket visar att det finns ett signikant samband mellan prediktorer
och respons, men det &r omdjligt att avgora vilken av prediktorerna som orsakar y.

Y T DGT y Jé’:
o I
Tl %

Figur 9: Vénster: Regression med y mot enbart xo. Hoger: Regression med y mot enbart z;.
Bade x1 och x5 verkar visa pa ett signifikant samband med y nér de studeras var och en for

sig.

Ett exempel pa data som illustrerar detta visas i figur 9 - 11 och skall nu diskuteras.
Som vi ser i figurerna ovan verkar det som om bade x; och x5 har en signifikant inverkan
pé responsvariabeln y eftersom de skattade parametrarna Bl och ﬁ} ar signifikant skilda
fran noll i regressionsmodeller som endast inkluderar en variabel &t gangen. Vi later som
exempel y std for forekomst av lungcancer i en population, x; och zo for konsumtion av
tobak respektive alkohol. Enligt den vénstra figuren ser f6ljande samband ut att vara bevisat:
Ju mer alkohol du konsumerar, desto storre risk 16per du att drabbas av lungcancer. Den
hogra figuren visar det vedertagna sambandet mellan rokning och lungcancer. Det finns dock
en dold problematik i det hela, ndmligen att rokning och alkoholkonsumtion &r korrelerade.
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Att x1 och x5 ar korrelerade visas i figur 10. Det skulle alltsi kunna vara sambandet mellan
konsumtion av alkohol och tobak som gor att alkohol verkar ha en inverkan pa lungcancer.
Detta underskos genom att studera en modell dér bada variablerna ingar och skatta ett
regressionsplan, vilket illustreras i figur 11. I och med detta justerar man alltsa for rokning
nir man studerar sambandet mellan alkohol och lungcancer.
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Figur 10: 21 och x5 &r tydligt korrelerade.

o

X

Figur 11: Planet y = By + f1x1 + B2x2, dvs den justerade modellen

Genom att betrakta planets lutning pa bilden kan vi férsta vad som hént. Den justerade
modellen ger ett plan som verkar oka langs med xi-axeln. Férandring i x5 leder déremot
inte till mérkvérd forandring i y-led. Justeringen har i detta fall lett till att zo inte lingre ar
signifikant och har alltsa lyckats.

Det bor papekas att ovanstaende exempel med alkoholkonsumtion, rékning och lungcancer
inte &r hdmtat fran nadgon genomférd studie. Data har simulerats utifran hur det skulle kunna
se ut i en verklig situation.
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3 Simuleringar

Simuleringar har anvénts for att identifiera problem vid regressionsanalys déa det finns méatfel
och osidkerhet i data. Detta eftersom slutna analytiska 16sningar till de problem som uppstar
saknas for exempelvis logistisk regression. For linjar regression visar det sig vara mojligt att
beskriva resultaten analytiskt, men de simuleringar som genomfors ger &nda en forstaelse for
problemen och illustrerar teorin. I féljande avsnitt ges en genomgéang av tillvigagangssatt
i simuleringar samt diskussioner kring resultat av simuleringar. Endast modeller med tva
prediktorer, x1 och x5, studeras. x; betecknar genom hela kapitlet den kausala variabeln, det
vill sdga den variabel som har en sann inverkan pa utfallsvariabeln y. zo har ingen inverkan
pa y men ar korrelerad med z;. x5 samvarierar alltsd med x;, och denna samvariation ger
upphov till en skenbar effekt av att ett orsakssamband skulle rdda mellan x5 och y. Bade x
och x5 antas métas med viss osékerhet och de observerade variablerna betecknas Z; respektive
Z9.

For att gora simuleringar mer realistiska och jamférbara mellan olika situationer véljs
stickprovsstorlek och brus i modell pa lampligt satt. Namligen s& att (81 blir signifikant i 90%
av fallen i d& endast Z; ingar som prediktor i modellen, och d& det inte finns nagot métfel i
x1. Man siger d& att styrkan for testet att 81 # 0 dr 90%, dér styrkan for ett test definieras
som P(Forkasta Hy|Hy falsk). Styrkan beskriver alltsid hur bra ett test &r pa att forkasta en
falsk nollhypotes, och en styrka néra 1 &r onskvért. Hog styrka fas genom en god design for ett
experiment eller en studie. Det &r vanligt att anpassa stickprovsstorlek i studier sa att 6nskad
styrka fas, da okad stickprovsstorlek ger 6kad styrka. I praktiken &r det ofta dyrt med stora
undersokningar och det finns ekonomiska och praktiska begrasningar till hur stora stickprov
som kan fas, och en styrka mellan 0.8 och 0.9 &r vanligt. En styrka pa 0.9 vid simuleringar
ar alltsa vald for att ge realistiska resultat. Genom att vidare utga fran samma styrka vid
samtliga simuleringar blir resultaten jamforbara. I simuleringarna géller att nollhypotesen
Hy : f1 =0, i modellen y = By + S121, ar falsk. Om styrkan for testet dr 0.9 forvintas alltsa
H, forkastas och 31 bli signifikant i 90% av fallen. Teori kring hur parametrar skall viljas for
att ge 6nskad styrka ges i appendix A.

Bada de univariata modellerna dér y forklaras av antingen ; eller Zs, samt den justerade
modellen dar y forklaras av bade x; och Zy studeras. Syftet med simuleringarna ar att
uppticka nér I, visar pa ett signifikant samband med y som inte kan forklaras av dess
samvariation med Z;. Detta ar alltsa de fall da Zo &r signifikant &ven efter justering for Zq,
vilket vi kallar for ofullsténdig justering. Antalet fall med ofullsténdig justering forvintas cka
da brusets storlek 6kar i observationer av x1. Detta eftersom T, dé riskerar att forklara y
béattre an 2,. Matfelet i 1 kommer darfor att varieras medan métfelet i xo kommer att hallas
fixt. Kvoten mellan dessa métfel kommar att utgora x-axeln i de figurer som presenteras.

3.1 Studerade modeller

De modeller som anvands vid simuleringar skall nu presenteras. Sambanden mellan variabler
och de modeller som ansétts ar valda for att pa ett enkelt sdtt kunna askadliggora resultaten.
Mer komplicerade samband och modeller skulle givetvis kunna anvindas, men dessa enkla
modeller récker for att belysa effekterna av oséikerhet i data pa resultaten av regressionsana-
lys.

Genomgaende i kapitel 3 antas y orsakas av x; enligt

y=po+Piz1+¢€,, € ~N(0,o0y) (3.1.1)

dér e, betecknar variation i y till f6ljd av okénda faktorer och individuell variation. Modell
(3.1.1) visar hur det verkliga forhallandet mellan de studerade variablerna ser ut. Det rader
inget verkligt orsakssamband mellan x5 och y, men kunskap om hur dessa variabler forhaller
sig ar oként.
Antag att man i en studie férséker pavisa ett samband mellan x5 och y enligt en linjir
modell:
y = Bo + Baz2 (3.1.2)

Modell (3.1.2) forsoker beskriva ett samband som inte finns. Antag att det visar sig att BQ
ar signifikant skild fran noll. Antag vidare att det &r kint att z; har en inverkan pa y samt
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att 1 och x, samvarierar. For att forsékra sig om att det signifikanta sambandet mellan o
och y inte beror pa samvariationen med z; studeras &ven en modell som inkluderar bada
prediktorerna:

y = Po + Six1 + Pax2 (3.1.3)

I denna modell borde S5 inte bli signifikant eftersom S = 01 (3.1.1). Som kommande simu-
leringar visar dr sa inte alltid fallet, speciellt inte om det finns métfel i data. Modell (3.1.3)
kallas for ’den justerade modellen’ eftersom man hér har justerat for det samband som rader
mellan x5 och y via samvariationen med 7.

Da z1 och zo méts med brus observeras tva variabler, Z; och s, vilka kan skrivas

I =x1+ €1 (3].4)

To = X9 + €9 (315)

dér €; och ez betecknar métfelen i respektive variabel. Vidare ersétts modell (3.1.1) och
(3.1.2) med

y = Po+ 121 (3.1.6)
och
y = Po + B2 (3.1.7)

I figur 12 visas férhéllanden mellan de variabler som studeras. x; orsakar y med effekt 5. z
och x5 samvarierar, vilket gor att x5 far en skenbar inverkan pa y med effekt 5. I sjélva verket
ar B = 0, dvs. z2 har ingen inverkan pa y. Prediktorerna méts med brus och tva relaterade
variabler Z1 och Iy observeras, fran vilka effekterna av de sanna variablerna estimeras.

Figur 12: Samband mellan variabler vid simulering. Effekterna av variablerna i den gra zonen
skattas med de observerade variablerna &, pch Zs.

3.2 Simulering med linjir regression

I detta delkapitel studeras modeller diar samtliga variabler &r kontinuerliga. 1 och x5 gene-
rerades fran en bivariat normalférdelning

(w1,72) ~ N(fay s fays Oy s Oy s P) (3.2.1)
dér p,, och p,, betecknar de teoretiska medelvirdena for x, respektive zo, 0., och o, de-
ras standardavvikelser och p korrelationen mellan variablerna. Detta kan ocksa uttryckas som

To =g+ a1r] +9 (322)

for nagra koefficienter g, a1 och nagot normalférdelat brus §. En bivariat normalférdelning
valdes eftersom forhallandet mellan x7 och x5 da blir linjart, och y kan skrivas som en linjar
funktion av en eller bada prediktorerna. D& x1 och zo samvarierar linjart siger man att de
ar korrelerade, men &ven kvadratisk samvariation diskuteras i kapitel 3.4.
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Aven miitfelen genererades fran en normalférdelning och de observerade variablerna kan
skrivas
.fl = +€17 €1 NN(O,O'l) (323)

.’EQ =29 + €2, €9 v N(O, 0'2) (324)

dér o1 och oy ger storleken pa métfelen i respektive variabel. Brusen har alltsé vantevarde noll
och genereras fran en normalférdelnig, vilken dr symmetrisk och har en stor del av massan
koncentrerad néira véintevirdet. Ett normalférdelat brus dr darfor lampligt for att beskriva
brus dér man i genomsnitt méter data korrekt och det finns risk for fel med bade positivt
och negativt tecken, samt dér extrema fel dr ovanliga. Vilket stdmmer vdl med manga typer
av matfel, men det &r givetvis &ven mdjligt med brus av annan karaktér.

Tabell 1 visar viarden pa parametrar vid de simuleringar som genomfordes. Stickprovsstor-
lek, 31, brus i modellen samt spridning i x; valdes s& att styrkan for testet att 5; # 0 modell
(3.1.1) blev 90%. Den konstanta termen [y sattes lika med noll eftersom den inte har nagon
inverkan pa starkt sambandet mellan prediktor och respons ar. Vidare valdes pg, = iz, =0
och 05, = 05, =1, vilket alltid dr mojligt att astadkomma i praktiken genom att standardi-
sera data. Simuleringarna genomférdes med olika korrelation mellan x; och x4, bada med en
tydlig positiv samvariation. Tecknet pa korrelationen spelar i sjélva verket inte nagon roll,
eftersom motsatt tecken pa korrelationen kan fas genom att byta tecken pa den ena variabeln.
Slutligen varierades o1 men oy var konstant i varje simulering. Simuleringar med olika véirden
for p och oy genomfordes.

Tabell 1: Varden for parametrar vid simulering. o7 varierades mellan 0 och 1.

n Bo | B1 Oy | Hzqy | My | Oxq | Oxg P 09 o1
30 0 1 1.5 0 0 1 1 0.6 och 0.8 | 0.20ch 05 | 0-1

I figur 13 visas relationen mellan prediktorer och respons for ett stickprov med parametrar
valda enligt tabell 1 med p = 0.8. Det syns ett tydligt samband mellan x; och y i figur 13a,
men relationen mellan x5 och y i figur 13b ar nagot svagare. Detta eftersom s egentligen inte
har nagon inverkan pa y men dnda visar viss association pa grund av dess samvariation med
1. Sambandet mellan den sanna variabeln x; och den observerade variabeln #; for samma
stickprov visas i figur 13d. Métfelen &ar relativt sma och relationen mellan x; och y beskrivs vil
av I, vilket ses eftersom figur 13a och 13c inte visar nagra stora skillnader. I figur 13e visas
relationen mellan Z; och y for ett storre matfel i 1. Lutningen for regressionslinjen har avtagit
kraftigt jamfort med situationen med ett litet métfel. Detta eftersom brus i observationer ger
en systematisk underskattning av lutningen, vilket diskuteras vidare i kapitel 4 och appendix
A. Det framgar av variationen kring linjen i figur 13f att det rader stor osdkerhet vid métning
av Iq.
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(e) y mot %1 med 6kad varians av brus, o1 = 1. (f) 1 mot z1 med 6kad varians av brus, o1 = 1.

Figur 13: Utfallsvariabel y mot prediktorer och observationer av dessa med brus. Sambandet
mellan prediktor och respons blir mindre tydligt da bruset okar.
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Med situationen som forklarats ovan som utgangspunkt simulerades ett stort antal stick-
prov da bruset i observationerna av den orsakande variabeln z; varierades. Ovriga parametrar
inklusive brus i den icke-orsakande variabeln x5 holls konstanta. Resultatet av simuleringarna
visas i figur 14. Skalan pa x-axeln ges av férhallandet mellan standardavvikelserna i métfelen
féor ;1 och x5. I bilderna till vénster visas hur stor andel av de simulerade stickproven
blev signifikant foére justering (svart heldragen linje) och efter justering (svart streckad linje),
samt andelen d& Ty blev signifikant fore justering (rod heldragen linje) och efter justering
(rod streckad linje). I bilderna till hoger visas andel signifikanta efter justering enligt de fy-
ra fall som diskuterades i kapitel 2.4. Har visas alltsd andel simulerade stickprov dé& endast
Z1 (svart), endast o (rod), bada (gron) eller ingen (bla) blev signifikant i den justerade
modellen.

I de fall som visas i figur 14a och 14b &r x; och xo starkt korrelerade och métfelet i x5
relativt litet. Figur 14a visar andel signifikanta fore och efter justering for bada variablerna.
Vid 01/02 = 0 méts x; med full precision. Den heldragna svarta linjen visar da att Z; ar
signifikant i 90% av fallen, vilket stimmer med vald styrka. Typexempel for ett stickprov i
denna punkt visades i figur 13a och 13b. Linjen avtar sedan, till en f6ljd av 6kande brus i
x1. Den streckade svarta linjen visar hur ofta z; blir signifikant efter justering. Linjen gar
betydligt ldgre &n den heldragna, vilket beror pa att den starka korrelationen mellan x; och
ro gor det svart att avgora vilken av prediktorerna som bast forklarar y.

De réda linjerna visar hur ofta Zo blir signifikant. Den heldragna roda linjen &r néstan
konstant eftersom inga faktorer som paverkar o varieras. Att linjen inte &r helt konstant beror
pa slumpmaéssig variation i de stickptov som genererats. Vid sma métfel lyckas justeringen vl
och o blir bara signifikant ca 5% av fallen, vilket ar forvantat for den sanna nollhypotesen
att B2 = 0 eftersom den valda signifikansnivan o = 0.05. I takt med att bruset i z; 6kar blir
I oftare signifikant. D& o1 /09 = 2.5 &r andelen ca 10%, vilket dr dubbelt s& méanga som vid
situationen utan métfel i z1. Annu stérre brus i z; resulterar i att & blir signifikant oftare
dn T1, och darmed ger intryck av att vara den orsakande variabeln.

Figur 14b visar resultat av samma simulering efter justering. Da o1/02 = 0 resulterar
justeringen oftast i att endast &; (svart) eller ingen av variablerna (bld) blir signifikanta. I
fallen da ingen blir signifikant géller att F-statistikan, som testar om variablerna tillsammans
forklarar y, ar signifikant. Stickprov d& bara Zo (réd) eller bada variablerna (gron) blir sig-
nifikanta &r séllsynta. Fér de grona och blaa linjerna sker inga stora forandringar da bruset i
x1 Okar. Liksom i figur 14a framgar att sambandet mellan Z; och y blir allt svagare d& bruset
Okar, vilket leder till att Zo oftare blir signifikant.
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(e) Stark korrelation mellan x1 och z2: (f) Stark korrelation mellan 1 och xa:
p = 0.8. Stort métfel i x2: o2 = 0.5. p = 0.8. Stort métfel i z2: o2 = 0.5.

Figur 14: Resultat av simulering. Till vanster: andel fall Z; (svart) respektive Zy (réd) blev
signifikanta fore (heldragna) och efter justering (streckade). Till hoger: andel signifikanta
efter justering for fyra olika fall: endast Z; (svart), endast Zo (rod), bada (gron) eller ingen
(bla) av variablerna blev signifikanta. Simuleringar genomfordes med olika korrelation mellan
prediktorer och olika brus i xs.
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Aven situationer da sambandet mellan prediktorerna var svagare, samt da métfelet i zo
var storre, simulerades. Resultaten av simuleringarna illustreras i 14c-14f. Observera att de
svarta heldragna linjerna bilderna till vanster ser likadana ut i samtliga fall. Detta eftersom
endast faktorer som paverkar Zo har varierats mellan simuleringarna. Mark &ven att skalan
pé x-axeln i figur 14e och 14f skiljer sig fran de 6vriga. Métfelet i x1 har varierats pa samma
sitt som tidigare, men métfelet i x5 &r storre.

I figur 14c och 14d visas resultaten fér p = 0.6, dvs. for ett svagare samband mellan x;
och z5. Ett svagare samband mellan prediktorerna leder till att &ven sambandet mellan x4
och y blir svagare. I bilderna syns det genom att Z; oftare blir signifikant efter justering,
och att o mer séllan blir signifikant. Risken att dra den felaktiga slutsatsen att zs har en
inverkan pa y ar darfor liten. Situationer med svarigheter att avgora vilken prediktor som
bést forklarar y ar sdllsynta vid sma métfel. Denna typ av problem 6kar dock da osékerheten
i 21 blir storre.

Simuleringar med ett stort matfel i x5 visas i figur 14e och 14f. Situationen paminner om
det ursprungliga fallet, men det 6kade bruset i den icke-orsakande variabeln gor att risken
for felaktiga slutsatser &r nagot mindre.

Ett annat sétt att illustrera resultaten ges i figur 15. Har visas forhallandet mellan skatt-
ningarna av (o fore och efter justering. Varje punkt representerar ett stickprov fran de si-
muleringar som genomfordes och punkterna markeras med olika farg i enlighet med bilderna
till hoger i figur 14. En regressionslinje har anpassats efter de punkter som genererats, vars
lutning &r nagot mindre &n ett. Skattningen av S kommer alltsé i regel att vara mindre efter
justering dn i den modell som endast inkluderar Zs. For punkter under regressionslinjen har
B2 skattats ldgre efter justering &n vad det genomsnittliga sambandet visar, medan punkter
ovanfor linjen skattats hogre &n forvantat. I det fall som visas &r prediktorerna starkt kor-
relerade med lika stora métfel. Majoriteten av fallen visar att Z; blir signifikant, eller att
ingen blir det. Den skattade regressionslinjen utgor en tydlig grins mellan de bada fallen.
Situationer d& endast Zo blir signifikant uppstar nér B, &r stor efter justering, vilket kan
intréffa &ven om skattningen innan justering inte var sa stor. Néar bada variablerna blir sig-
nifikanta &r B2 < 0 i den justerade modellen. Eftersom korrelationen mellan z; och y samt
mellan x; och x5 ar positiv dr det orimligt att xo enbart via samvariationen med x; har
en negativ inverkan péa y. Darfor leder stora negativa skattningar av By ofta till signifikans i
bada variablerna. I sjilva verket hoér detta samman med estimeringsproblem som uppstar da
korrelationen mellan prediktorerna &r stark, vilket gor att skattningarna blir instabila och
till och med kan variera i tecken.

© Bada
* Ingen

A
szust

Figur 15: Skattningar av By fore och efter justering for stark korrelation mellan prediktorer
och litet brus i zs: p = 0.8, 01 = 02 = 0.2. Varje punkt representerar ett simulerat stickprov
markerad med farg enligt fyra olika fall: endast #; (svart), endast &2 (réd), bada (gron)
eller ingen (bla) av variablerna blev signifikanta. Streckad linje visar regression utférd med
52]u5t mot f5. De stickprov diir den skattade lutningskoefficienten avtar kraftigt i storlek
efter justering har justeringen lyckats vél.
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3.3 Simulering med logistisk regression

Foregaende delkapitel behandlades modeller med kontinuerlig utfallsvariabel. Vi skall nu
studera motsvarande problem for logistiska regressionsmodeller, vilka anvénds da y ar binér.
I de modeller som presenterades i 3.1 ersétts y med

p
log(—— 3.3.1
og(2-) (3:3.1)
dér p betecknar sannolikheten att y = 1. F6r en given observation av z; genereras y fran en
Bernoulli-férdelning dar sannolikheten &r beoende av x; enligt:

1

= e EE (3.3.2)

Ply=1)
Det &r mojligt att tva observationer med samma véirde i z; far olika vérden i y, vilket pa ett
naturligt satt ger upphov till slumpmassiga avvikelser fran modellen.

For att skapa ytterligare kontrast till de simuleringar som genomforts tidigare i detta
kapitel s& antas dven prediktorerna vara bindra. I en population skulle dessa exempelvis
kunna std for icke-rokare/rokare, man/kvinna etc. Har dr z; och zo dr relaterade, vilket
innebér att om x; ar kind, sa gar det med viss sannolikhet att uttala sig om utfallet i .
Det finns dock vissa avvikelser mellan variablerna, och hur stor sannolikheten att férutsiaga
den ena givet den andra avgor hur starkt relaterade variablerna ar. Métfelen i prediktorerna
uppstar i denna situation av att vissa observationer klassificeras i fel kategori. Istéllet for oq
och o9 anvinds hér p; respektive ps for att beteckna sannolikheten att en observation av
x; eller zo felklassificeras. Aven i detta avsnitt skrivs de observerade variablerna #; och Zs.
Stickprovsstorlek, 81 samt proportionerna i grupperna i z; valdes sa att styrkan for testet
B1 # 0 blev 90% i den univariata modellen med endast x;, d& denna variabel observerades
utan brus. Avvikelsen mellan x; och zo sattes till 10%, vilket svarar mot korrelation 0.8.
Sannolikheten for felklassificering i xs, betecknad po, valdes till 0.05 och sannolikheten att
felklassificera z; varierade i simuleringen.

Tabell 2: Varden for parametrar vid simulering. p; varierades mellan 0 och 0.2.

n | Bo|Bi| p | D2 P1
200 | O 1 0.8 1 005]0-0.2

1.0
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1.0
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Figur 16: Simulering med logistisk regression. Till vinster: andelen signifikanta z1 och x4 fore
och efter justering. Till hoger: Andel signifikanta efter justering for fyra olika fall. Resultaten
paminner om de som presenterats for linjar regression.

Resultatet av simuleringen visas i figur 16. x-axeln utgor hir férhallandet mellan antalet
felklassificerade x1 och antalet felklassificerade xo. Den svarta linjen i bilden till vanster ser ut
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som i figur 14. De statistiska slutsater som kan dras om relationen mellan Z; och y stdmmer
alltsa med tidigare simuleringar, vilket styrker jaimforbarheten mellan dem. Aven hér &r risken
for felaktiga statistiska slutsatser sma vid litet brus. Okad felklassificering leder dock ganska,
snabbt till svarigheter att avgora vilken variabel som bést forklarar utfallsvariabeln, samt att
T ofta blir signifikant.

Simuleringen bygger pa en logistisk regressionsmodell dér samtliga variabler dr dikotoma.
Motsvarande skulle &ven kunna genomforas fér kontinuerliga variabler. Det hiander &ven att
man har méatningar fran kontinuerliga variabler men véljer att kategorisera observationer.
Man kan exempelvis vélja att klassificera individer efter olika viktklasser enligt 70-80kg,
80-90kg etc. Har &r det mdjligt att finheten i de kategorier som anvénds bidrar till att de
statistiska slutsatserna paverkas. Om z; och x5 &r kontinuerliga och korrelerade och z; delas
in i tva grupper, men x5 delas in i fler kategorier, finns risk att den flexibilitet som fler
kategorier medfor, gor att xo blir signifikant istillet for z;. Aven sidana fall simulerades,
vilket gav liknande resultat som i figur 16 och presenteras dérfér ej mer ingaende.

3.4 Simulering da modell och data ej 6verensstammer

Simuleringar i avsnitt 3.2 och 3.3 belyser problem d& prediktorer observeras med maétfel. I
detta avsnitt visas att liknande problem kan uppsta dven om samtliga variabler méts med
stor noggrannhet. Antag att y orsakas av x; enligt

y = Po+ Bz + 23 + €y (3.4.1)

dér v bestdmmer storleken pa den kvadratiska termen. Antag vidare att
Ty = o+ a17; + 0 (3.4.2)

for nagra koefficienter g, oy och brus 6 ~ N(0, 0s). Liksom tidigare undersoks sambandet
mellan x5 och y. Den modell som ansétts vid justering med x; &r linjér i bada variablerna:

y = Bo+ Brx1 + Paza + €y (3.4.3)

Det finns enligt (3.4.1) en kvadratisk term i relationen mellan z; och y vilken inte &r inklu-
derad i den studerade modellen men som fangas upp av x3. Om det &r uppenbart att y inte
endast beror linjart av z; bor man givetvis genomfora lamplig variabeltransformation eller
inkludera x1-termer av hogre grad. Detta &r dock inte alltid 1&tt i praktiken och icke-linjéra
forhallanden kan vara svara att skilja fran brus och slumpmaéssigt avvikande observationer.

Tabell 3 visar virden péa parametrar for denna simulering. Stickprovsstorlek, g1, spridning
i z1 och brus i modellen valdes sa att ett signifikant samband mellan 1 och y identifierades
i 90% av fallen da v = 0.

Tabell 3: Vérden for parametrar vid simulering. v varierades mellan 0 och 2.

n | fo|pfr|a|ar|oy|os| o Y
30l o1 lo 1111 T]o0-2

Figur 17 visar resultatet for simuleringar vid situationen som presenterades ovan. Aven
denna géng géaller att andelen stickprov d& x; &r signifikant i den univariata modellen stam-
mer vil med tidigare simuleringar. I 6vrigt ser man att vissa skillnader gentemot tidigare
simuleringar blir tydliga. En avvikelse i den vénstra figuren ar att bade z; och o oftare
blir signifikanta efter justering &n fore justering. Detta beror pa att variablerna tillsammans
forklarar y battre d4n vad de gor var for sig. En annan skillnad ar att zo okar snabbt i andel
signifikanta, bade fére och efter justering, da den kvadratiska termen i modell (3.4.1) dkar i
storlek. I den hogra bilden framgér det &ven att det &r en stor andel dar bada variablerna visar
ett signifikant samband med y. Detta beror pa att den linjéra z;-termen och den kvadratiska
zo-termen forklarar olika delar av y. Det behover dock inte vara sjélvklart att ett kvadratiskt
férhallande mellan x7 och y existerar &ven om -y &r stor, vilket figur 18 visar. Slutligen blir x5
oftare signifikant &n 7 da v > 1, dvs. da den kvadratiska termen &r storre &n den linjira. zo
har alltsa ingen inverkan pa y och bada prediktorerna observeras utan brus, men bristerna i
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den modell som ansédtts gor att xo verkar ha en inverkan pa y. I verkligheten rader ofta mer
komplicerade samband och simuleringen belyser vikten av att ansétta en modell som pa ett
korrekt sétt beskriver aktuell data.
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Figur 17: Till vanster: andelen signifikanta x; och x5 fore och efter justering. Till hoger:
Andel signifikanta efter justering. Bada variablerna blir ofta signifikanta &ven efter justering,
eftersom den linjéra z;-termen och den kvadratiska zo-termen forklarar olika delar av y.
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Figur 18: Utfallsvariabel y mot prediktorer. y = Byx +va? for f; = v = 1. y ser ut att bero
linjart av bade x1 och x5. Det dr ddrmed inte sjalvklart att en kvadratisk z1-term borde inga
i modellen.
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4 Osakerhet i variabler - teori for skattningar vid maétfel
i prediktorer

I kapitel 3 simulerades situationer dar problem med att skatta och dra slutsatser om koeffici-
enter i olika regressionsmodeller blev uppenbara. Detta beror i sjélva verket pa att grundlag-
gande antaganden for minstakvadratmetoden inte haller da det finns métfel i data. Orsakerna
till detta skall hir beskrivas teoretiskt.
4.1 Matfel i utfallsvariabeln

Antag forst att utfallsvariabeln y observeras med matfel 6, sa att
g=1y+dy (4.1.1)

dér métfelet 6, ~ N(0,054) &r likaférdelat och oberoende av y for olika observationer. Antag
vidare att man vill beskriva y med en prediktor x; enligt

Yy =P+ b1+ ¢y (4.1.2)

for e, ~ N(0,0,). Eftersom man inte har tillgang till y, utan den observerade variablen g,
ges den studerade modellen av:

g=bBo+pix+tey, & y=Po+pLix1+ey—0y =00+ Biz1+ Yy (4.1.3)

Eftersom bade bruset i modellen och métfelet i y dr oberoende av 1 &r &ven det nya bruset -,
oberoende av x;. Dessutom &r v, ~ N(0,0,) eftersom summan av tva normalférdelade sto-
kastiska variabler med vantevarde noll &r normalférdelad med véntevirde noll. Métfelet vags
alltsa in i bruset i modellen och antaganden fér minstakvadratmetoden &r uppfyllda. Detta
innebér att métfel i utfallsvariabeln inte orsakar nagra problem om dessa har vanteviarde 0
och ar oberoende av varandra samt av x7.

4.2 Matfel i prediktor vid enkel linjiar regression

Antag att vi har en enkel linjéar regressionsmodell
y=Po+ Pz + ¢y (4.2.1)
med €, ~ N(0,0,) och att z; observeras med métfel
Fl=a1+6 (4.2.2)

dar Z; betecknar den observerade variabeln och ¢; ~ N(0,07). Genom att 16sa ut z1 i uttryck
(4.2.2) och substituera i modell (4.2.1) fas foljande modell dir y forklaras av &:

y = Po+ b1%1 + €y — Prer (4.2.3)

dar e, — B1€; ar det nya modellbruset. Minstakvadratmetoden ger skattningar av 3; som inte
ar vantevardesriktiga

N o? 1
E =82 =p—"— 4.24
[51] 510%1 —‘rU% Bll_i_o_%/o_%l ( )
vilket beror pa att bruset inte ar oberoende av Z1:
Cov[Z1, ey — Pr€1] = —Bio? (4.2.5)

Det visar sig dven vara omdjligt att skatta regressionskoefficienterna med maximum-likelihood-
metoden utan att gora ytterligare antaganden [4]. T vissa fall kan man dock bortse fran de
problem som orsakas av métfel i prediktorer, exempelvis om maétfelen ar sma i relation till
spridningen i data eller om modellen skall anvéndas till prediktion och métfelen férvintas
vara av samma storleksordning vid framtida observationer. Mer detaljerade hérledningar till
uttrycken ovan ges i appendix A.
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4.3 Matfel i prediktorer vid multipel linjar regression

Vi betraktar den multipla linjara regressionsmodellen
y=Xb+e (4.3.1)

dér y, B och € &r vektorer och X designmatrisen med observationer av de ingaende predikto-
rerna.

I fallet med en prediktor visade vi att vintevardet av Bl avtar mot noll da det finns
brus i métning av z;. Med flera prediktorer &r det dock svart att ge en generell regel da
vintevirdesfelet beror pa korrelationen mellan prediktorerna och storleken pa de ingaende
métfelen samt hur de ar korrelerade.

Lat matrisen E beteckna métfelen i prediktorerna. Element E;; ger méatfelet for obser-
vation i av prediktor? j + 1. Lat X beteckna designmatrisen for de observerade variablerna
enligt:

X=X+E (4.3.2)

Med minstakvadratmetoden skattas alltsa

g =(XTX)"'Xy (4.3.3)
om det finns métfel i data, men i sjdlva verket &r man intresserad av

B =(XTX) 'Xy. (4.3.4)

Antag nu att métfelen i varje variabel adr oberoende av varandra, att métfelen for olika
variabler dr oberoende och att métfelen &r oberoende av ¢, samt att de har medelvirde 0

och varians o2, for i = 1,...,p — 1 diir p-1 éir antalet prediktorer. Da ges viintevirdet for 3
av
E[f] =8 —(n—p)(XTX)"'sp (4.3.5)
dar
0 0 0
0 o - 0
S={. . . . (4.3.6)
0o 0 --- 03—1

och skattningen av S-vektorn ar alltsa inte vintevardesriktig om det finns métfel i prediktorer.
S1,1 = 0 svarar mot ) som inte paverkas av méatfel. Matrisen S &r séllan kéind men kan
approximeras genom att uppskatta brusen i variablerna, vilka i vissa kan fall fas genom
upprepade observationer av samma individ. Genom att vidare approximera XTX a XTX
kan en uppskattning av vantevérdesfelet fas. Den vanliga skattningen fér variansen av B

Var[B] ~ 62(XTX) (4.3.7)

stimmer vil om mitfelen inte dr alltfor stora. Aven hér approximeras XTX med XTX.
Hérledningar till ovanstéende uttryck ges av Hodges [5].

I praktiken ar det dock inte alltid mojligt att fa en uppskattning av métfelen i variablerna.
Det kan vara kostsamt och ibland omdjligt att skatta brus genom upprepade observationer.
Situationer dar en latent variabel ersétts med en proxy-variabel forsvarar det hela ytterligare
eftersom felet inte beror pa mitfel utan pé osdkerhet i relationen mellan variablerna. Det
giller #ven att approximationen XTX ~ XTX stdmmer daligt for stora brus, vilket ger
daliga uppskattningar av vantevardesfelet.

Under forutsdttning att inga variabler observeras med métfel ges den multivariata nor-
malférdelningen for skattningarna av regressionskoefficienterna av

B~N(B3X). (4.3.8)

2j 4+ 1 eftersom den forsta kolonnen svarar mot (o och mitfelen i den forsta prediktorn star i andra
kolonnen.
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medan mitfel i prediktorer enligt ovanstaende diskussion ger foljande fordelning:
B~ N (/3 — (n—p)(XTX)"188, 2) (4.3.9)

dar kovariansmatriserna estimeras med

Y=o (XTX)? (4.3.10)

respektive
¥ =o2(XTX)™ (4.3.11)

Fordelningarna for 5 i (4.3.8) och (4.3.9) illustreras i figur 19. De observerade variablerna
betecknas som tidigare Z; och Zs. Aven har dr x; den orsakande variabeln och x5 den icke-
orsakande men samvarierande variabeln. For fordelningen med brus géller att o1 = 0.6,05 =
0.2. Punkterna markeras med olika férger i enlighet med figurer i tidigare kapitel. De tur-
kosa punkterna markerar medelvirden av -vektorerna. Béda foérdelningarna visar en tydlig
negativ korrelation mellan 51 och ﬁg For stora skattningar av §; ar alltsa 62 liten eller har
motsatt tecken, och vice versa. I fordelningen utan métfel dominerar dem gangerna dé& Z, ar
signifikant, samt da ingen ar signifikant. Ganska vanligt forekommande &r dock fall da Zo ar
signifikant.

Det syns en tydlig skillnad i vinteviardena i de bada férdelningarna. I férdelningen med
métfel underskattas 81, och 8 Gverskattas. Det framgar dven att signifikansen av skattning-
arna skiljer sig at. Med métfel 4r det med séallsynt att endast T, ar signifikant eller att bada
ar signifikanta. Fallen dar ingen &r signifikant, samt dir endast xo &r signifikant har Okat
markant. I den ideala situationen utan méatfel &r det mojligt att felaktiga slutsatser dras,
men situationen dr tydligt forsimrad da det finns maétfel.

® X1 @7 ° X1
® X ° X
B Bz»glda . Bzéda
~ 4 « Ingen ~ 4 « Ingen
o 5.4 e
a
-+ A .
N
< Q
.
© o
- oo
T
o N
1 1
T T T T T T T T T T
-2 -1 on 1 2 3 -2 -1 on 1 2 3
B By

Figur 19: Fordelning av |31, 82] utan brus enligt (4.3.8) till viinster och med brus enligt
(4.3.9) till hoger. Aven i fordelningen utan brus i prediktorer héinder det att #9 blir signifikant
efter justering. Situationen forvarras dock da det finns brus i x1, eftersom skattningarna av
regressionskoefficienterna ej langre ar vantevérdesriktiga. Detta leder till fler fall dar Zo blir
signifikant.
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4.4 Metod for att hantera méatfel i prediktorer

Eftersom vantevardesfelet for skattningarna av regressionskoefficienterna ges av
—(n—p)(XTX)"18p (4.4.1)

ar det mojligt att fa vintevardesriktiga skattningar da S &r kind. Genom att addera ovansta-
ende till de skattningar som fas med minsta kvadratmetoden erhalls féljande:

Bleiv) = glels) 4 (p — p)(XTX)~183) (4.4.2)

givet en observerad designmatris X. I praktiken approximeras XTX med XTX, vilken beskri-
ver relationen mellan prediktorerna. OLS star for ’ordinary least squares’ och anvénds for att
beteckna minstakvadratskattningen. EIV star for ’errors in variables’; vilket ar ett samlings-
namn for teori om regression med métfel i prediktorer. Skattningen som ges i (4.4.2) kallas
fortsdttningsvis for EIV-skattningen av 3 eller EIV-metoden. Flera andra metoder finns, som
tar hansyn till métfel i prediktorer vid skattning av regressionskoefficienterna. Nagra sddana
diskuteras for regressionsmodeller med en prediktor i appendix B.

En jaémforelse mellan EIV-metoden och minstakvadratmetoden gjordes med hjélp av simu-
leringar och illustreras i figur 20 och 21. Situationen &r som i kapitel 3.2, med p = 0.8 och g5 =
0.2. Brusen i prediktorerna antogs vara kiinda. De streckade linjerna i figur 20 visar genom-
snittliga EIV-skattningar av 51 och Bg vid simulering. Heldragna linjer visar minstakvadrat-
skattningarna. Redan vid sma maéatfel uppstar vantevirdesfel med minstakvadratmetoden,
medan EIV-metoden ger goda skattningar. Da métfelet 6kar ger dven EIV skattningar som
inte ar vantevéirdesriktiga, vilket beror pa att approximationen (XTX) ~ (XTX) stimmer
daligt.

Skattade varden
00 02 04 06 08 1.0

o 1 2 3 4 5
01/02

Figur 20: Skattningar av 57 och f2 med minstakvadratmetoden respektive EIV. Med EIV
fas skattningar som &ar vantevirdesriktiga for sma brus. For stora brus dr EIV-skattningarna
inte viantevardesriktiga, men metoden ger mindre vantevérdesfel &n minstakvadratmetoden.

Signifikans av de skattade effekterna efter justering illustreras i figur 21. Till vénster
i figuren visas andelen signifikanta ndr EIV-metoden anvénts. Till héger ges motsvarande
resultat for minstakvadratmetoden. Det framgar att EIV-metoden ger ett béttre resultat
med mindre risk for felaktiga slutsatser.

Om man har god kiinnedom om storleken pa brusen i prediktorerna, eller har mojlighet
att uppskatta dem, &r séledes (4.4.2) en mycket bra metod att anvinda sig av. Den ger
da béattre resultat 4n minstakvadratmetoden, eftersom hénsyn tas till brusens inverkan pa
skattningarna och vantevirdesfelet &r mindre. Minstakvadratmetoden lampar sig battre da
ingen eller liten kinnedom om bruset i métningar existerar.
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Figur 21: Justering med EIV (vénster) och minstakvadratmetoden (hoger) for stark korrela-
tion mellan prediktorer och litet brus i xo: p = 0.8, o5 = 0.2 Vid jamforelse mellan bilderna
framgar att EIV ger betydligt battre resultat &n minstakvadratmetoden med avseende pa
antal lyckade justeringar (svart linje).

5 Diskussion

Rapportens syfte var att belysa hur matfel i prediktorer paverkar statistiska resultat vid olika
typer av regressionsmodeller. Situationer med tva samvarierande prediktorer studerades med
simuleringar, dar endast den ena hade en sann inverkan pa utfallsvariabeln.

Forst gjordes simuleringar med varierande brus i den orsakande prediktorn. Aven korrela-
tion mellan prediktorer och brus i observation av dessa varierades for att kunna dra mer ge-
nerella slutsatser. Bade linjar regression med kontinuerliga variabler samt logistisk regression
med dikotoma variabler studerades. Da den orsakande variabeln méttes med full precision
lyckades justeringen val. Ett fatal ganger blev den icke-orsakande variabeln signifikant, vilket
genom slump &dr mojligt dven fér en sann nollhypotes. Stark korrelation mellan prediktorer
gjorde det svart att avgora vilken som bést forklarar utfallsvariabeln. Vidare bidrog brus i
den orsakande variabeln till att sambandet med responsvariabeln blev svagare. Detta ledde
i sin tur till att den icke-orsakande variabeln oftare blev signifikant. Aven for relativt sméa
maétfel i den orsakande variabeln 6kade andelen fall med ofullsténdig justering. I extrema fall
hénde det att variabeln som inte hade nagon inverkan pé utfallsvariabeln oftare blev signi-
fikant &n den orsakande variabeln. Vid stark korrelation mellan prediktorer och stort brus
i den variabel som har en inverkan pa responsvariabeln, bor man vara uppmérksam pa att
justeringen kan vara ofullstdndig.

Daérefter simulerades situationer dér den modell som ansattes mellan orsakande variabel
och utfallsvariabel stdmde daligt 6verrens med data. Bristerna i modellen fangades i detta
fall upp av en prediktor utan sann inverkan pé utfallsvariabeln. Har var det vanligt att
bada prediktorerna blev signifikanta eftersom de férklarade olika delar av utfallsvariabeln.
Simuleringen understryker vikten av att alltid kontrollera att ansatt modell pa ett korrekt
séitt beskriver férhallanden mellan prediktorer och respons.

Resultaten fran simuleringarna motiverades sedan med teoretiska resonemang. Det visades
att minstakvadratmetoden ger skattningar som inte dr vintevirdesriktiga om det finns brus
i prediktorer. Orsaken till detta &r att modellbruset inte &r oberoende av den observerade
variabeln, vilket ar ett grundldggande antagande fér minstakvadratmetoden. I modeller med
en prediktor leder det till att skattade effekter underskattar de sanna effekterna. I modeller
med flera prediktorer visar det sig vara svart ge generella forklaringar till hur skattningarna
paverkas, d& saval korrelation mellan prediktorer samt storlek pa métfel och relationen mellan
dessa spelar in. Man kan dock bortse fran métfel om de &r smé i relation till spridning i data.
Maétfel spelar inte heller stor roll om modellen endast &r avsedd for prediktion och méatfelen
antas vara av samma storlek vid framtida observationer. Motsvarande teoretiska resonemang
ar svara att genomfora for logistiska regressionsmodeller, men simuleringar visade att liknande
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problem uppstar.

Slutligen visades att det d&r mojligt att forbattra de statistiska resultaten nagot vid god
kdnnedom om bruset i prediktorer. Metoden bygger pa kdnnedom om hur brus paverkar
skattningarna av prediktorernas effekter. Det visade sig att skattningar med mindre vinte-
vardesfel gick att astadkomma, vilket minskade risken for felaktiga statistiska slutsatser.

Bade teori och simuleringar som presenterats bygger pa antaganden och férenklingar av verk-
ligheten. Endast ett fatal fall simuleras, vilka knappast kan ségas ge en representativ bild
av verkligheten. Inadekvata modellansatser och brus i variabler behandlades separat, men i
tillampningar &r det inte orimligt att bada problemen existerar samtidigt. Vad géller teori for
skattningar vid brus i prediktorer antas exempelvis att brusen &r oberoende for olika obser-
vationer samt att de &r oberoende for olika variabler. I tillimpningar &r det mojligt att mer
komplicerade samband mellan dessa rader, vilket ytterligare forsvarar for statistisk analys.
Resultatet begrédnsas dédrmed till de nagot enklare fall som studerats, men liknande problem
férviantas uppsté dven for mer komplicerade modeller.

En fordjupning i hur osdkerhet i data paverkar icke-linjdra och generaliserade linjéara
regressionsmodeller vore ett intressant &mne for framtida studier. Analytiska resultat i likhet
med de som presenterades i kapitel 4 dr troligtvis svara att astadkomma, da de mer kom-
plicerade modellerna saknar explicita 16sningar. Simuleringar kan anvdndas for att studera
de problem som uppstéar, och brus i data leder troligtvis till att sanna effekter underskattas
samt att de variabler med bést precision gynnas.

Matfel och brus i variabler &r vanligt forekommande i manga fall dér regressionsanalys an-
vands. De statistiska resultaten paverkas av detta, men med god kiinnedom om problematiken
ar det mojligt att minimera riskerna for felaktiga statistiska slutsatser. Det ar dock langt ifran
alla ganger som det ar mojligt att uppskatta och hantera brus enligt de metoder som presen-
terats, och inte heller de ger perfekta resultat. Om det finns oséikerhet i data bor man darfor
vara aktsam pa att det finns risk for ofullstdndig justering.
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A Teoretiska Harledningar

I foljande avsnitt diskuteras metoder som anvénts i avsnitt 3 och 4 med matematiska hér-
ledningar.

A.1 Styrka av test

Styrka av test definieras i kapitel 3. Har ges en en teoretisk bakgrund till hur olika parametrar
valts vid simuleringar for att ge dnskad styrka. Styrkan av ett test definieras som sannolik-
heten att férkasta en falsk nollhypotes, som saledes bor forkastas. En hog styrka for ett test
ar efterstrivansvirt, eftersom man inte vill godta en falsk hypotes for sanning.

Fortsattningsvis ar det styrkan av testet att 81 # 01 den univariata modellen y = Sy+ 5121
som avses och nollhypotesen Hy : 81 = 0 &r alltsa falsk. Nar simuleringar utforts har en styrka
pa 0.9 efterstrévats som utgangspunkt i fallet da inget brus adderats till ;. Detta for att fa
jamforbara resultat mellan olika typer av simuleringar. Nar bruset i x; sedan Okat i storlek
s& minskar styrkan av testet. Standardavfelet for 5, ges av

. o? o2
= \/ e, \/ (102, D) (LD

da det finns miitfel i data, dir 52 , betecknar variansen i den observerade variabeln ;. Enligt
nollhypotesen ar vantevirdet

E[f1] =0 (A.1.2)

Utifran detta kan man berdkna féljande teststatistika:

_ BL—0
SE[p]

obs

~ by (A.1.3)

Lat T/, vara sadan att P(|T| > T,/2) = 1 — a far for nagon signifikansniva a. Da kan vi
skriva sannolikheten att forkasta Hy nér den &r sann som:

P <§;{ﬂ?} > Ta/2> (A.1.4)

Men eftersom nollhypotesen &r falsk, det vill siga 51 # 0, kan vi subtrahera 5, /SE [31] och
fa sannolikheten att férkasta Hy ndr den &r falsk enligt

Bl - 61 Bl 61 51
P L, ) =1-Fypooy [ Tapo— —22 | = Fyppoy | —— — T},
(smﬁl] - e smm) 2 ( /2 SE[61]> Hn=2) (smm ”)
(A.L5)

dér Fi(,—2) betecknar fordelningsfunktionen for en t-férdelning med n-2 frihetsgrader. Ju
storre arumentet till Fy, oy dr, dvs. uttrycket innanfor parentesen, desto nérmare 1 blir

styrkan. Efter omskrivningar forviintat virde for 8y vid mitfel, samt uttrycket for SE[8;] i
(5.0.3) fas.

8 o2, \/(n —1)(0%, +01) (A.1.6)

=5
(02, + %) oy

SE[G]

Nér viardet pa detta uttryck blir storre sa okar ocksa styrkan, och nir det blir mindre sa
minskar styrkan for testet. Intuitivt kan man dock utlasa att om bruset i y eller x; 6kar, sa
avtar styrkan. En stor utspridning i 1 och ett storre stickprov bidrar & andra sidan till 6kad
styrka. Eftersom vi i utgangspunkt fér vara simuleringar vill ha en viss styrka da bruset i 1
ar obefintligt, o7 = 0, samt utgér fran att 81 = 1 s& kan vi férenkla uttrycket:

o2, \/(n —1)(02, +01)  (n—1)os, (A.1.7)

(03, +0%) o - Ty

o)1
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Detta innebédr att dndast tre parametrar behover varieras for att fa onskad styrka. Dessa
valdes sa att 5
Fin-o) (=5 = Tays) = 0.9 (A.1.8)
SE(f1)
dvs ungefér da:
(n—1)oZ,

Oy

—Topp~ 1.3 (A.1.9)

Har fas 1.3 genom normalapproximation. 10% av massan ligger till hoger om vérdet 1.2816
standardavvikelser men eftersom vi har en t-férdelning sa blir det ett ungeféarligt virde kring
1.3 beroende pé antal frihetsgrader. Styrkan &ar alltsa 0.9 om

(n B 1)0$1

Oy

~ 1.3+ Zuo (A.1.10)

A.2 Egenskaper for skattningar vid métfel i prediktor

Som tidigare diskuteras ger minstakvadratmetoden vantevirdesriktiga skattningar fér regres-
sionskoefficienterna. Detta bygger pa att obervationerna av prediktorerna betraktas som fixa,
och situationen blir annorlunda d& det finns métfel i observationerna. Nedan beskrivs olika
egenskaper for skattningen av 81 da det finns brus i x1. Héar later vi 21; beteckna observation
i av @1 och #; medelvirdet av observationerna.

Vanteviarde av (5

Vintevirdet av 3, ges av

5 Cov[Zy, Y]
FE = — A2.1
(5] Var|z1] ( )
och eftersom observerade &1 = x1 + €1, dir €1 ~ N(0,01), ger det att
OO’U[i’l,y] _ CO"U[:L’l +€17y} (AQQ)

Var[t1]  Var[z: + €]

Eftersom y &r okorrelerad med bruset for x; sa blir bara kovariansen mellan z; och y kvar i
taljaren. Namnaren kan skrivas som summan av varianserna, eftersom x; och €; ar oberoende:

Cov[ry +€1,y] Covlz1,9]
Varlzy +e]  Var[zy] + Vare]

(A.2.3)

Vidare &r y en linjér funktion av x1 + €, dir y = By + B171 + €,. Genom att sitta in detta
uttrycket ovan fas:
Covlxy, Bo + fr1 + €]
o3, ot

(A.2.4)

Och da z; &r okorrelerad med modellbruset €,, och By &r en konstant, aterstar foljande
uttryck:
Covlzy,Biz1]  Pio3,

= A.2.5
o2 + o? o2 + o2 ( )

Foljande forviantade viarde pa (p, som en funktion av storleken pa bruset i x1, har alltsa

harletts ovan:

~ o2

Elf] = 15— (A.2.6)

2 2
0.111 + 0’1
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Variansen av ,5’1
Variansen for Bl kan vi skriva pa foljande sétt:

. o2 o2

Varlth] = (n— 1)5("[:51} O 1)(;31 +o?) (A-27)

Dar vi alltsa ser att en hog varians i bruset pa y ger en stor varians i Bl, det vill sdga
en stor osikerhet skattningar av ;. Storre stickprovsstorlek, savil som storre utspridning i
observationer av x1 bidrar till att variansen blir mindre, helt i enlighet med situationen utan
métfel.

Kovarians mellan Z; och brus i modell
I kapitel 4.2 visade vi att métfel i 21 leder till en modell
y=Bo+ 171 + €y — B1er (A.2.8)

dar Z; star for den variabel som observeras och e; maétfelet i x1. Vi skall hir visa att I
och modellbruset €, — B1€; inte &r oberoende, vilket innebér att villkoren fér att minsta
kvadratmetoden skall ge véntevirdesriktiga skattningar inte dr uppfyllda. Eftersom z; =
x1 + €1 har vi att

CO’U[.’El, €y — 5161] = COU[I’l + €1,€y — 5161] (A29)

vilket enligt rdkneregler for av kovarians av summor av stokastiska variabler ger:
Cov[z1 + €1, €y — Bre1] = Cov[z1, ] + Covizy, fre1] — Covler, €] — Covler, fre1] (A.2.10)

Vidare géller enligt antagande att z1, €, och ¢; &r oberoende och darmed &r Cov[z1,¢€,] =
Cov[z1, Bre1] = Covler, €y] = 0. Detta innebér att

Covlry + €1,¢, — fre1] = —Covler, Brer] = —B1oF (A.2.11)
och sammanfattningsvis géller alltsé att

CO'U[.’fl, €y — 5161] = 7610’%. (A212)
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B Metoder for att hantera matfel i en prediktor

Situationen &r som i kapitel 4.2 med en enkel linjar regressionsmodell dér y forklaras av en
prediktor z;. Det finns métfel i 1 och den observerade variabeln betecknas ;. Vi later som
tidigare o2 , beteckna varians i xy, o2 varians i méitfel och 05 varians av brus i modell.

B.1 Skattningar vid antaganden om kinda brus

Om man har tillgang till skattningar av o2 s o? och 05 eller férhallanden mellan dessa uppstar

olika fall dér det &r mojligt att astadkomma goda skattningar av 3. Givet 3 fas sedan
Bo = — i1 (B.1.1)

d&r ¢ och Z; betecknar medelviirden for observationer av y respektive &;. For att underlitta
framstéllningen infors foljande beteckningar:

Syy = Z(yz -9)° (B.1.2)

Sxx = Z(flz - .’i‘li)Q (B13)
Spy = Z(iu —Z1:)(yi — ) (B.1.4)

dér summering sker 6ver observationer av y och Zp. I foljande tre fall &r det mojligt att fa
vantevardesriktiga skattningar av [1:

I: Antag att variansen, o2, av mitfelet i x; fr kiint:

B = — (B.1.5)

Sgz — NOY

%y &r kiind:

q
=l N

II: Antag att ’error-ratio’, A =

)

. Syy — ASza \/(syy — A8z )? + 4)\592@

= B.1.6
B 25ey ( )
0_2
III: Antag att 'reliability-ratio’, 51—, &r kiind. Da féljer direkt av (4.2.4):
z, T
2 2
. , 2 4
5, — e (U s Ul) (B.1.7)
Swa o2

eftersom minsta kvadratskattningen av (5, ar

s (@ —T) (Wi —Y) Say
51 B Z(ilz - 3:71)2 - Sxx (B18)

Uppskattningar av o2 kan ibland fas genom upprepade observationer av samma individ, vilket
kan mojliggdra anvindning av metod 1. I vissa tillampningar kan ’error-ratio’ eller 'reliability-
ratio’, eller approximationer av dessa, finnas till hands. Det &r da mdjligt att anvinda metod
IT eller ITI. Ovanstéende &r beskrivs mer ingdende av Mandansky [6].

Ett fjarde alternativ ar att géra upprepade métningar for varje observation och beridkna
medelvirdet av dessa. Medelvardet forvintas ligga néra det sanna virdet och minsta kvadrat-
metoden kan da anvindas med goda resultat. I praktiken kan detta dock vara kostsamt och ar
ofta omdjligt att genomfora. I situationer dér en latent variabel ersétts med en proxy-variabel
hjalper det inte att upprepa métningar da felet beror pa att det finns brus i relationen mellan
variablerna.
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Ytterligare ett alternativ ar att anvinda SIMEX3, vilken i likhet med fall I kréver god
kdnnedom om storleken av variansen miétfelet. Enligt (4.2.4) ger minsta-kvadratmetoden en

vantevardesriktig skattning av:

0,2

——z B.1.9
f1 0320 + O’% ( )

Med SIMEX simuleras ny data fran observerad data med viktat métfel (1 + n)o?. For dessa

nya observationer kommer minsta-kvadratmetoden att ge vintevidesriktiga skattningar av:

2

o,
=" B.1.1

n = 0 ger skattningen fér ursprungsdata. Da n ckar avtar Bn och fran de skattningar av som
fas vid olika vikter erhéalls en slutgiltig skattning av 81 genom extrapolation till n = —1. Det
ar dven mojligt att uppskatta varians for skattningarna, vilket gor det mdjligt att genomfora
hypotestest. Det kréavs dock att kinnedomen om métfelen &r god for att metoden skall ge goda
resultat. Rawlings m. fl. ger en mer detaljerad forklaring till SIMEX-metoden [2]. Punkterna
i figur 22 visar skattningarna av 3y och 8 da n varierar. Punkten 1 pa x-axeln svarar mot
A = 0 vilket ger minstakvadratlosningen for ursprunglig data. De svarta heldragna linjerna
har anpassats efter dessa punkter. Den streckade linjen visar extrapolation till punkten 0 pa
x-axeln, vilken svarar mot A = —1. Om man foljer de streckade linjerna aterfinns SIMEX-
estimatet for regressionskoefficienterna léngst upp till vénster i figurerna. I detta exempel ar
ﬁgim” = 0.055 och Bf“"” = 0.81. De sanna vérdena for koefficienterna ar Sy = 0 och g = 1.
Skattningen av 31 har forbéttrats avsevirt med SIMEX jamfort med minstakvadratmetoden,
viket gav 51 = 0.53.
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Figur 22: SIMEX iterationer vid skattning av By (vanster) och 8 (hoger). De svarta punk-
terna markerar skattningar for simulerad data med ckande brus. En kvadratisk kurva har
anpassats efter data och genom extrapolation till (1 4+ \) = 0 fas SIMEX-estimatet.

B.2 Skattningar utan antaganden om kinda brus

Vi skall nu ge en sammanfattning av metoder som inte kréver ytterligare antaganden. For
flera av dessa saknas enkla metoder for inferens men bootstrap kan anvéndas for att berdkna
konfidensinterval och genomféra hypotestest.

Instrumentella variabler (IV)

Idén med denna metod bygger pa att observera en variabel relaterad till z; som inte paverkas
av samma métfel som z1, ett s& kallat instrument. Utifrdn denna kan man sedan skatta

3SIMulation EXtrapolation
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B1. Denna metod lampar sig dock inte vid justering eftersom syftet med de modeller som
studeras ar att understka orsakssamband mellan x; och y, och variabler relaterade till bada
dessa anvénds for justering. Instrumenten till z; borde alltsa inga i den justerade modellen
och kan dérfor inte anvindas som instrument.

Total least squares regression (TLS) & Ortogonal regression (OR)

I minstakvadratmetoden minimeras residualerna i y-led eftersom man ténker sig att z; ar
fix och variation endast finns i y-led. D& x; observeras med métfel finns det brus i bada
riktningar och séledes borde &ven residualer i x-led minimeras, vilket TLS gor. Skattningar
for regressionkoefficienterna fas genom att hitta den linje som minimerar:

Z(yi -9 + Z('jlz — 1) (B.2.1)

dér (#1; — 21;) betecknar residualer i x-led. Detta #r det samma som att hitta den linje som
minimerar det ortogonala avstandet mellan punkter och linje och metoden kallas darfor dven

for ortogonal regression (OR). Under antagandet att A = % =1 ger (B.1.6) samma losning
1

som TLS/OR, som alltsd ar vintevirdesriktig. Denna metod har dock den stora nackdelen
att vara skalningsberoende. Detta eftersom en skalning med en faktor & i exempelvis y medfor
att man vill minimera

Z(kyz — ki) + Z(i’u —a1)? = k? Z(yl — 9%+ Z(i“lz — &1;)? (B.2.2)

och vikten for residualerna i y-led har alltsa #indrats med en faktor k2. TLS ger alltsi olika
skattningar beroende pd om man maéter langd i meter eller kilometer.

Geometric mean regression (GMR)

Denna metod paminner om TLS da hénsyn tas till bade horisontella och vertikala residualer.
Med denna metod skattas regressionlinjen med den linje som minimerar arean av trianglarna
som uppstar mellan linjen och de vertikala och horisontella residualerna. Skattningen for
lutningen ges av
Br= 4,20 (B.2.3)
S{L’LL'
vilket &ven ar det geometriska medelvirdet av lutningarna som fas da regression utfors med
y mot Z; samt &1 mot y. Tecknet for skattningen ér samma som tecknet for s;,. Jimfort med
TLS har GMR den stora férdelen av vara oberoende av skalning. Linjen &r &ven symmetrisk;
samma linje fas om Z; betraktas som utfallsvariabel och y som prediktor, vilket inte &r fallet
2
fér den linje som fas med minsta kvadratmetoden. Under antagandet att A = % = zﬂ ger
2 va
(B.1.6) samma l6sning som GMR och &r da vantevirdesriktig. Nackdelen med denna metod
ar att den ofta visar pa ett tydligt linjart forhéllande &ven om inget samband mellan z1 och y
existerar. Skattningen jamfor ndmligen bara spridningen i x-led och y-led. Om spridningen i
bada variablerna ar lika stora kommer s,, ~ s;, och ddrmed 3; ~ £1, oavsett hur relationen
mellan variablerna ser ut. GMR ldmpar sig dérfor inte for att undersdka orsakssamband. I
figur 23 illustreras TLS, OR och GMR.
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(c) ’Geometric Mean Regression’ (GMR).
Arean av trianglar som uppstar mellan residualer
och linje minimeras.

Figur 23: Alternativa metoder for att skatta (8; vid linjir regression. De streckade linjerna ér
enbart exempel och ej nédvéndigtvis optimala for ndgon av metoderna.
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Grupperade variabler (GV)

I denna metod sorteras obervationerna efter ; och delas in i tre grupper. For grupp 1 och
3 beridknas medelvirden (Z1, 1) och (Z3,ys). Skattningen for 81 ges av

B (B.2.4)
T3 — T1

dvs. lutningen mellan mittpunkterna i grupp 1 och 3. Observera att gruppen i mitten inte
anvinds for att skatta ;. Vanligt &r att dela in observationerna i tre lika stora grupper
eller enligt proportioner 1:2:1. En forutséttning for att denna metod skall ge goda resultat
ar ordning efter £, skall vara samma som ordning efter x,, vilket géller vid sma méatfel. Om
s& ar fallet 4r grupperna oberoende av €; och metoden ger bra skattningar. De metoder som
presenterats i detta avsnitt &r hiamtade fran Sprent och Dolby [7] samt Gillard [8].

I figur 24 visas skattade regressionslinjer for nagra av de metoder som diskuterats. Bade
minstakvadratmetoden och metoden med grupperade variabler underskattar lutningen gans-
ka kraftigt som en f6ljd av métfel i ;. Linjen som skattades med SIMEX stdmmer ddremot
val med den sanna modellen.

-~ Modell °
0 -- glnsta—kvadrat S
---- Gruppering S
O SIvEX R
o S
S 4 o

-05 00 05

15

Figur 24: y mot Z; samt skattade regressionslinjer fér minstakvadratmetoden, grupperade
variabler och SIMEX. Obervationer som anvéinds vid gruppering har markerats med gront.
SIMEX ger en regressionslinje som stdmmer vil med den sanna linjen, men kréver ocksa
god kiinnedom om storleken péa bruset i prediktorn. Bade GV och minstakvadratmetoden
underskattar linjens lutning, till f6ljd av brus i x.

Metoderna som presenterats ovan har visat sig ldmpliga inom vissa tillimpningar och
bygger pa en god idé om det finns métfel i data eftersom hénsyn tas till residualer i bada
riktingar. De ger dock i allménhet inte vantevardesriktiga skattningar och saknar alltsa teo-
retiska garantier. I de situationer som TLS och GMR ger vintevirdesriktiga skattningar ar
det ocksd mdjligt att anvinda nigon av (B.1.5), (B.1.6) eller (B.1.7). D& de senare géller i
mer allména situationer &r de ofta att féredra.
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