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Sammanfattning

Malet med den hér rapporten &r att presentera tre bevis av Riemanns avbildningssats. For att kunna
presentera dessa bevis pa ett sa begripligt sdtt som mojligt krdvs det dock en hel del teori. Déarfor
behandlar rapporten viktiga grundliggande satser inom komplex analys och en omfattande diskussion
om Dirichletproblemets l6sbarhet. Det andra bevis vi genomfér 6ppnar dérren for att simulera
avbildningar i MATLAB. Fran ndmnda bevis far vi ndmligen en sekvens av funktioner som konvergerar
mot den avbildning som existerar enligt Riemanns avbildningssats. Vi anvénder oss dven av en annan
algoritm kallad Schwarz-Christoffel avbildningar.

Abstract

The aim of this report is to present three proofs of the Riemann mapping theorem. To be able to
present these proof in a comprehensible manner we need quite a bit of theory. This report, therefore,
also contains fundamental theorems in complex analysis as well as a discussion about the existence of a
solution to the Dirichlet problem. The second proof paves the way for MATLAB-simulations. This proof
gives a sequence of functions which converge towards the mapping, which existence is guaranteed by
the Riemann mapping theorem. We also use a second algorithm called Schwarz-Christoffel mappings.



Forord

Inledningsvis riktas ett stort tack till vara handledare Richard Léarkdng och Hossein Raufi for deras
engagemang och talamod, som vida overtriffade det som forviantades av dem.

Under arbetets gang har bade tidslogg och dagbok forts, i vilka det framgar hur arbetet har fortgatt.
I tidsloggen presenteras vad den enskilde individen har jobbat med en viss dag och i dagboken framgar
det vad gruppen har astadkommit en viss vecka samt vad malen fér veckan var.

I tabellen nedan framgéar vilken gruppmedlem som #r huvudforfattare till de olika avsnitten.

Johan Karlsson: Avsnitt 1.1, 1.4, 2.3, 3.1, 3.2, 4.1, 4.2, 4.3
Johan Sirnbratt: Avsnitt 1.2, 1.3, 2.1, 2.2, 3.3, 5.1, 5.2

Notera dock att samtliga avsnitt har bearbetats och ldsts igenom av samtliga medlemmar.
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Del 1

Riemanns avbildningssats och
Dirichletproblemet






Kapitel 1

Introduktion

1.1 Inledning

Ar 1851 introducerade Bernhard Riemann den sats som senare kom att kallas Riemanns avbildningssats.
Beviset han presenterade for satsen var enkelt och byggde pa det som Riemann kallade Dirichletprinci-
pen. Det hir beviset mottes dock av invandningar, fran bland andra Weierstrass, eftersom man ansag
att det inte var bortom all tvivel att Dirichletprincipen alltid var sann. Det skulle mycket riktigt visa
sig att Dirichletprincipen inte géllde sa allmént som Riemann och Dirichlet trott.

Ett annat bevis av Riemanns avbildningssats presenterades av Paul Koebe 1914. Detta bevis ger
oss en helt annan syn pa satsen d&n Riemanns ursprungliga bevis. Denna sats forser oss ndmligen inte
bara med ett bevis utan ocksa en algoritm for att kunna hitta avbildningarna (mer om detta i del II av
rapporten).

Vi kommer #ven komplettera dessa bada bevis med det bevis som #r vanligast idag och kanske
elegantast av de tre. Det finns ytterligare bevis av Riemanns avbildningssats men i den hér rapporten
kommer vi att dgna oss at dessa tre bevis och den teori som de bygger pa.

En naturlig klass av avbildningar att studera &r konforma avbildningar. En konform avbildning &r
en funktion f: U — V, déar U och V ar 6ppna delméngder av det komplexa talplanet C, som uppfyller
att f'(z) # 0. Anledningen till denna definition &r att villkoret f’(z) # 0 ger oss att avbildningen
bevarar vinklar, det vill siga om vi har tva kurvor i mingden U som nér de korsar varandra bildar en
vinkel 8 sa kommer vinkeln att vara 3 dven i V. Vinkeln mellan dessa kurvor definieras som vinkeln
mellan dess tangenter i den punkt zg dér de korsar varandra. For att se att en konform avbildning &r
vinkelbevarande later vi v1(z) och ~,(z) beskriva tva kurvor i C. Vinkeln mellan dem kan skrivas som
arg(v1(z0)) — arg(v4(20)). Om f nu dr en konform avbildning till ett omrade Q far vi att vinklarna
beskrivs av arg(f’(z0)) + arg(vi(z0)) respektive arg(f’(z9)) + arg(v4(z0)), med andra ord &r skillnaden

fortfarande arg(y](z0)) — arg(~4(z0)).
Vi kommer dock titta pa sa kallade biholomorfa avbildningar.

Definition 1.1. En avbildning dr biholomorf om den &r en bijektiv (injektiv och surjektiv), holomorf
funktion f:V — U, dér U och V dr 6ppna delméngder av det komplexa talplanet C.

Man kan visa att om en holomorf funktion f &r injektiv, sa dr f'(z) # 0 och alltsa &r biholomorfa
avbildningar ocksa vinkelbevarande.

Riemanns avbildningssats sédger att det finns en biholomorf avbildning mellan varje ppet, enkelt
sammanhingande omrade i C (som ej ir hela C), och enhetsdisken. Om det 6ppna, enkelt sammanhéng-
ande omradet har en tillrickligt snéll rand, utvidgas avbildningen kontinuerligt till en bijektion mellan
omradets rand och enhetsdiskens rand (detta #r dock inte en konsekvens av Riemanns avbildningssats,



den behandlar endast 6ppna méngder!). En anledning till varfor satsen &r intressant &r att det ofta
ar enklare att losa problem av olika slag pa enhetsdisken. Detta gor att man som en konsekvens av
Riemanns avbildningssats kan 16sa problem som é&r enkla i enhetsdisken och som &r invarianta under
holomorfa avbildningar, pa andra mindre enkla omraden. Detta genom att avbilda sitt problem pa en-
hetsdisken, 16sa problemet dér, och sedan anvinda den inversa avbildningen for att fa tillbaka losningen
pa sitt ursprungliga omrade. Ett exempel pa detta presenteras i nésta avsnitt dir vi undersoker hur
man pa detta sitt kan 16sa Dirichletproblemet pa ett omrade med tillrickligt snéll rand.

1.2 Tillampning av Riemanns avbildningssats pa Dirichletpro-
blemet

Dirichletproblemet definieras som: Hitta en funktion w : Q — R sadan att

u=f paodf. (1.1)

{Au =0 iQ,
Har &r Q ett 6ppet omrade i C, 92 &r randen till Q, f &r en given kontinuerlig funktion pa 02, och A &r
Laplaceoperatorn (i tva dimensioner A = §2/02? 4+ 9% /9y?). Fysikaliskt kan u tolkas som en stationér
16sning till véirmeledningsekvationen, dir v da ar temperaturférdelningen i rummet €2 och f beskriver
temperaturen pa randen.
Om Q &r enhetsdisken, kan man visa att (1.2) nedan 15ser Dirichletproblemet. Integralen kallas
Poissonintegralen och (1.3) kallas for Poissonkérnan till D

s

utre) = 5 [ R0 - 9) (o). (12)

_ 1—1r2
1 —2rcos(f) +r2’

Att detta dr en 16sning till Dirichletproblemet &r ett vilkant faktum inom analys men for ett fullstdndigt
bevis se Ransford [3]. For ett mer allmént omrade  kan vi nu hitta en 16sning till (1.1) genom att, som
nidmnts ovan, avbilda Dirichletproblemet biholomorft pa D med en funktion F' : Q — D, 16sa det med
hjilp av Poissonintegralen, och sedan anviinda den inversa funktionen F~1 : D — Q for att aterfora
l6sningen till det ursprungliga omradet. For att denna metod skall fungera behover vi forst och framst
visa att wo F~! #r en sa kallad harmonisk funktion.

P.(0) (1.3)

Definition 1.2. En funktion u :  — R"™ kallas for harmonisk pa £ om den ar tva ganger deriverbar
samt uppfyller att
Au =0 pa Q.

Foljande sats sikerstéller nu att u o F~! verkligen &r harmonisk.

Sats 1.1. Lat V och U wvara éppna omraden i C och lat F' : V. — U wvara en holomorf funktion. Om
u:U — R dr en harmonisk funktion sa dr uo F harmonisk pa V.

Bevis. Det ar ett vilkant faktum inom komplex analys att varje harmonisk funktion &r realdelen till en
holomorf funktion och omvént att real- och imaginérdelarna till en holomorf funktion &r harmoniska.
Antag darfor att U &r en 6ppen disk och att G &r en holomorf funktion i U med u som realdel. Lat
H=GoF =u(F)+iv(F), dir v & Im(G) och notera att Re(H) = wo F. Alltsa &r uo F en harmonisk
funktion pa V ty den &r realdelen av H som é&r holomorf. O



For att reduceringen av Dirichletproblemet pa 2 till enhetsdisken ska fungera behover vi dértill att
den biholomorfa avbildningen F': Q — D utvidgar till en bijektion F': Q — . Vi illustrerar metoden
med ett exempel. Antag att vi vill 16sa Dirichletproblemet

Ay = i H
u=0 1 5, (1.4)
uw=f paJdH,
ddr H betecknar det 6vre halvplanet och f &r en given kontinuerlig funktion sadan att f(x) — 0 da
x — *00. Precis som vi har beskrivit ovan, vill vi nu éverfora detta problem till enhetsdisken. Det forsta
vi maste gora ar att hitta en biholomorf avbildning F' : H — D och dess invers G : D — H. Dessa ser ut
pa foljande sétt
11—z 1—w
F(z) = h Gw)=1 .
(2) . O (w) T
For att 6verfora problemet till enhetsdisken definierar vi en ny funktion u(w) = u(G(w)). Man kan visa

att G : 9D — OH, dir —1 avbildas pa oo, och eftersom f(x) — 0 da z — +oo far vi att f(w) = f(G(w))
dr en véldefinierad funktion pa dD. Dirichletproblemet

AU=0 iD,
i=f paoD,
vet vi enligt (1.2) och (1.3) har losningen
o1 1— 72 _
Tretfy — Y doo.
(re™) 27 / 1—2rcos(9—<p)+7“2f(e Jd¢

—T

For att kunna transformera tillbaka l6sningen till 6vre halvplanet borjar vi med att notera att en
godtyckligt punkt i enhetsdisken kan uttryckas med hjilp av polira koordinater som z = re® dir 6 € R
och r < 1. Att forsoka hitta ett allmént uttryck for dessa punkter i det 6vre halvplanet kan bli mycket
krangligt, sa till att borja med bestdmmer vi l6sningen pa den positiva imaginiraxeln, och véntar till
slutet av avsnittet med att visa hur vi reducerar det allménna fallet till detta fall.

Vi bestammer da 6 och r genom att 16sa F(iy) = re®,
. 1— Y
0 .
re = —= for y>0. 1.5
1+y Y (L1.5)

Vi noterar att vi maste dela upp berdkningen av (1.5) i tva intervall 0 < y < 1 och 1 < y < oo da
den forsta delen av imaginiraxeln transformeras till den positiva realaxeln (6 = 0) och resten till den
negativa realaxeln (6 = 7). Detta ger oss

1—
r:{”z’ 0<y<l,

-1
Zil-‘,-y’ 1<y <oo.

Nu nér vi har ett uttryck fér bade r och 6 stoppar vi helt enkelt in dessa i Poissonkdrnan for 16sningen
i D och forenklar. I bada fallen blir den nya Poissonkérnan

Py(p) = 1412+ (42 —1)cos(p)

Da blir 16sningen pa imagindraxeln
s

_ 1 2y 7o
u(0.y) = 27 / T+y2+ w2 —1) cos(cp)f(e *)dep.

—T




Det sista vi gor #r att utfora variabelbytet t = G(e?) eller F(t) = e'. Detta ir faktiskt ett reellt

variabelbyte, vilket kan kontrolleras genom att verifiera att G(e?) = G(ei). For att kunna utfora
variabelbytet maste vi ha ett uttryck for cos(¢) och dy. Om vi skriver ut F(t) = e'® ser vi att

el = ‘= t.
i+t
Genom att identifiera realdelarna far vi att
1—t2
cos = —.
W) =175

Om vi dédremot logaritmerar och sedan deriverar far vi efter lite rikning att

2

= ——dt.
241

dp

Vi noterar att de nya grinserna blir —oo respektive oo, ty G(e'¥) — 0o di ¢ — +m. Efter variabelbytet
erhaller vi foljande 16sning for Dirichletproblemet pa positiva imagindraxeln

oo

u(O,y):% / tg];(ty)zdt. (1.6)

— 00

Vi kan nu anvénda translation for att erhalla 16sningen pa resten av 6vre halvplanet. For att inse detta
borjar vi med att konstatera att u(x,y) dr en 16sning till (1.4) om och endast om u,, := u(z + xo,y) dr
en l6sning till motsvarande translaterade problem

(1.7)

Augy, =0 iH,
ulo = fl‘o pé‘ 8H?

vilket ses med hjélp av kedjeregeln och det faktum att H &r invariant under translation i z-led. Om u
loser (1.4) sa géller (1.6). Om vi anvénder denna losning pa differentialekvationen

Av=0 i H
) L (1.8)
v=fz paoH,
sa far vi givetvis
L[ yfa(t)
0,y) = — o dt
oo == [ e
—00
men enligt ovan sa har (1.8) losningen v = ug,, sa
NG
20 (0,7) = — =2 dt.
uay(0.9) = = [ Bl

Men eftersom u,, (0,y) = u(zo,y) och fu,(t) = f(t + xo) sa far vi

17 yf(t+ o)
u(zo,y) = p / Wdt



Slutligen erséitter vi &g med x och utfér variabelbytet ¢ — —t. Da erhaller vi den allménna l6sningen

oo
Yy [ fla—1)

—0o0
Pa liknande séitt kan man 16sa Dirichletproblemet i alla 6ppna, enkelt sammanhéingande omraden 2
som dr delméngder av C och har en tillrackligt snéll rand.

1.3 Introduktion till programmering

Riemanns avbildningssats garanterar att det finns en biholomorf avbildning f : U — V {6r alla 6ppna
enkelt sammanhéngande omraden U och V', men redan for vildigt enkla omraden kan dessa avbildningar
inte beskrivas med elementédra funktioner. Som vi kommer att se i avsnitt 5.2 om Schwarz-Christoffel
avbildningar ges avbildningar fran enhetsdisken till enkla polygoner av avancerade integraler. Dessa dr
svara att ta fram och evaluera for hand, men kan beskrivas algoritmiskt och ddrmed har vi kunnat ta
fram sadana i MATLAB.

Vi har dven studerat en alternativ algoritm i avsnitt 5.1 som fungerar béttre for polygoner med flera
hundra horn. Denna algoritm bygger pa ett av bevisen i kapitel 2 och ger en avbildning till enhets-
disken om man later antalet iterationer ga mot o#indligheten. Déarfér ger denna endast approximativa
avbildningar.

1.4 Innehall

Det andra kapitlet i rapporten, Forberedande teori, tar upp viktiga grundlaggande resultat inom komplex
analys. De viktigaste delarna hér dr Schwarz lemma, automorfier av enhetsdisken samt Montels sats.
Ovriga resultat (avsnitt 2.3) bestar friimst av kéinda satser som lisaren antas kiinna till, men de radas
upp hér for fullstindighetens skull.

Tredje kapitlet behandlar den egentliga huvuddelen av rapporten, ndmligen de tre olika bevisen for
Riemanns avbildningssats. Hela kapitel tva och kapitel tre grundar sig frimst pa Stein och Shakarchi
[1].

Kapitel 4 behandlar existensen av en 16sning till Dirichletproblemet samt den teori som detta bygger
pa (detta behovs for tredje beviset av Riemanns avbildningssats). Teorin som presenteras ér indelad i tva
avsnitt dir det forsta behandlar Hilbertrumsteori, da frémst pre-Hilbertrum och ortogonalprojektioner.
Det andra avsnittet behandlar harmoniska funktioner och innehaller en rad begrepp och satser som ér
viktiga for oss: Svagt harmonisk, Medelvirdesegenskapen och sekvenser av harmoniska funktioner. Det
sista avsnittet i kapitel tre &r sjélva beviset av existensen av en 16sning till Dirichletproblemet. Hela
kapitel 3 bygger till stor del pa Stein och Shakarchi [2], men avsnitt 4.2 bygger delvis pa Ransford [3].

Andra delen av rapporten behandlar simuleringar i MATLAB. Algoritmen i avsnitt 5.1 bygger i
princip helt och héllet pa bevis tva av Riemanns avbildningssats medan avsnitt 5.2 handlar om Schwarz-
Christoffel avbildningar och teorin bakom denna algoritm bygger pa Driscoll och Trefethen [4].



Kapitel 2

Forberedande teori

For att kunna bevisa Riemanns avbildningssats maste vi forst ha en hel del teori utéver den man lar
sig i en kurs som behandlar grundlaggande komplex analys. I detta avsnitt har vi samlat ihop den teori
fran komplex analys som vi kommer att anvinda oss av i beviset. Har diskuterar vi frimst Schwarz
lemma och automorfier av enhetsdisken.

2.1 Schwarz lemma och automorfier

Forst vill vi paminna ldsaren om maximumprincipen som vi hir formulerar utan bevis.

Sats 2.1. (Maximumprincipen) Antag att Q dr ett omrdde med kompakt slutet hélje Q0 (det vill siga
omradet tillsammans med dess rand dr kompakt). Om f dr holomorf pa Q och kontinuerlig pa 0 sa
gdller att

(i) sup.eq |f(2)] < sup,cqq | f(2)]-
(i) Om Q dr sammanhingande och om likhet gdller i (i) for nagot z € Q, sa dr f konstant.

For ett fullsténdigt bevis se [1] kapitel 3 Theorem 4.5.

Schwarz lemma #r en vildigt viktig sats inom komplex analys och speciellt viktig for vara syften.
Dels for att den spelar en central roll i beviset for Riemanns avbildningssats, dels for att den ocksa ar
viktig vid klassificeringen av alla automorfier av enhetsdisken (mer om detta senare i avsnittet), vilka i
sin tur ocksa anvinds i beviset av Riemanns avbildningssats.

Sats 2.2. (Schwarz lemma) Lat f : D — D vara en holomorf funktion sadan att f(0) = 0. Da gdller
att:

(i) |f(2)| < |z| for alla z € D.

(i) Om |f(z0)| = |z0| for nagot zo # 0 sa dr f en rotation, det vill siga det finns ett 6 € R sa att
f(z) = ez,

(ii) |f(0)| < 1. Om likhet gdller sa dr f en rotation.

Bevis. f &r holomorf pa I och kan dérfor utvecklas i en potensserie,

f(2) =ao+ a1z + a2 + ...



Eftersom f(0) = 0 sa &r ap = 0 och dérfor dr singulariteten i z = 0 hdvbar och alltsa f(z)/z en holomorf
funktion pa ID. Lat D,-(0) vara en 6ppen disk med radie r < 1 och centrum i origo. Om vi later |z| =r < 1
far vi att
49 L
z r

ty | f(2)] < 1. Da f &r holomorf pa D och r < 1, far vi att f dr holomorf pa D,.(0) och déirmed kontinuerlig
pa randen. Da far vi enligt maximumprincipen (Sats 2.1) att olikheten ovan géller sa liange |z| < r. Om
vi later r — 1 sa &r (¢) bevisad.

For (ii) kan man konstatera att f(z)/z antar sitt storsta virde i D eftersom |f(z9)/2z0] = 1 enligt
antagandet och zg € D. Fran detta kan man genom att aterigen anviinda sig av maximumprincipen se
att f(z)/z = ¢, diir ¢ dr en konstant. Alltsa far f formen f(z) = cz. Evaluering av funktionen i punkten
20 ger:

|f(20)| = [czo| = |c]]20]-
Fran detta och antagandet i (i7) kan vi dra slutsatsen att |c| = 1, s& det existerar ett § € R sa att

c=¢e". Alltsa &r f en rotation och (7i) dr bevisad.
Slutligen observerar vi att om vi later g(z) = f(z)/z sa foljer av det tidigare att |g| < 1 och da

z—0 2—0

= f'(0),

medfor detta att |f'(0)| < 1. Nér likhet géller, det vill siga da |f'(0)] = 1, &r dven
lg(0)| = 1, vilket leder till att g enligt maximumprincipen &r konstant. Med samma resonemang som i
beviset for (ii) implicerar detta att f(z) = ez for niagot 6 € R. O

Vi kan nu utan storre svarighet generalisera Schwarz lemma till att gélla for godtyckliga diskar. Om
D, (z) &r en disk med radie r och centrum i z sa har vi foljande sats.

Sats 2.3. Lat f : D, (z1) — Dy, (22) vara en holomorf funktion sadan att f(z1) = z2. Da gdller att:

(Z) |f(2)_22‘ S |Z_21|

ir all D, .
rg o for alla z € Dy, (21)

(“) Om |f(20)722| _ |20721|
T2 1

siga det finns ett 0 € R sa att f(z) = %’ew(z — z1) + 22.

for magot zg # z1 sa ar f en translaterad och skalad rotation, det vill

(iti) |f'(z1)| < 2. Om likhet gdller sa Gr f en skalad och translaterad rotation.

Bevis. Lt f(z) = (f(riz 4 21) — 22)/ro. Dé gller att f:~]D) — D ér en holomorf funktion och f(0) = 0.

Sats 2.3 foljer nu av att vi tillimpar Schwarz lemma pa f.
O

Schwarz lemma &r vildigt viktigt, och vi kommer att anvinda det manga ganger i kommande kapitel,
var forsta tillimpning &r en fullstéindig klassificering av alla automorfier av D.

En biholomorf avbildning f : Q@ — Q av ett omrade € pa sig sjilv kallas for en automorfi. Vi
betecknar méingden av alla sidana avbildningar med Aut(2). Exempel pa automorfier av D &r rotationer:

f(z) = ez, for nagot @ € R. Andra exempel dr funktioner av formen
a—z
$al2) = 1—az’



dar o € D. Vi observerar att

a— eiG
62’0(6—1'0 _ a)

|ba(e”)] =

_ip W
= ‘e 7,(9:‘ = 1,
w

for w = a—e?. Tillsammans med maximumprincipen ger detta att |¢4(2)| < 1 for alla z € D. Dessutom
kan man verifiera att ¢, (¢a(2)) = 2, for alla z € D sd att ¢! = ¢,. Hirmed vet vi att ¢, dr en automorfi
av D.

Det visar sig att dessa exempel pa automorfier av D riacker for att beskriva alla automorfier.

Sats 2.4. Om f dr en automorfi av D sd finns det @ € R och o € D sd att f(z) = e pu(2).

Bevis. Antag att f dr en godtycklig automorfi av D. Da existerar det ett unikt tal o € D sa att f(«) = 0.
Lat g(z) = f o ¢a(2). D& har vi att g : D — D &r en automorfi och att g(0) = 0, och g=1(0) = 0. Med
Schwarz lemma (Sats 2.2) far vi att

l9(2)] <],

och
lg™! (w)] < |wl.

Om vi later w = g(z) i den senare olikheten sa far vi att |z| < |g(z)|. Tillsammans med den forsta
olikheten ger det oss att

l9(2)] = |z].
Enligt Schwarz lemma #ir dirmed g en rotation, g(z) = ¢z for nagot # € R. Alltsa har vi att fops(z) =
€%z och eftersom z = ¢, 0 ¢o(2) far vi att f(2) = ePpq(2). O

2.2 Montels sats

Nista verktyg vi behover till beviset for avbildningssatsen dr Montels sats, men innan vi kan ge oss i
kast med den maste vi ha ett antal definitioner. De tre forsta handlar om delméngder, av C, och de tre
sista om familjer (méngder) av holomorfa funktioner.

Den forsta definition som behandlar delméngder av C ar en ekvivalent definition till det vélbekanta
begreppet kompakt. En vanlig definition dr att en méngd K C C kallas kompakt om den &r bade sluten
och begriansad.

Definition 2.1. En méngd K C C ar kompakt om det for varje odndlig méngd av 6ppna méngder
{U;}52, som ticker K, det vill siga K C |J;2, Uy, ricker det med ett dndligt antal av dessa méngder

for att téicka K, alltsa K C UjV:1 U; for nagot heltal N.

Att dessa bada definitioner dr ekvivalenta &r inte alls uppenbart men ar ett vilkdnt faktum inom
topologi och méngdlira.

Definition 2.2. Vidare kallas en sekvens av kompakta delméngder {K,,}5°; av Q for uttdmmande om
K, ligger i K41 for alla n = 1,2.3,... och om varje kompakt méngd K C € ligger i K,, fér nagot n.
Speciellt siger detta att Q@ = J7—; K.

Notera att samtliga 6ppna delméngder 2 av C har en uttémmande méngd. Lat namligen K, besta av
alla z € Q sa att |z| < n och avstandet mellan z och randen till 2 &r storre &n 1/n. Detta #r anvindbart
da man (som vi kommer mirka) ofta ér intresserad av hur funktioner uppfor sig pa kompakta delméngder
till .

Den tredje definitionen behandlar sa kallade tdta méngder och dessa ér vildigt anvindbara nir man
i en 6veruppriknelig méngd vill hitta ett upprikneligt antal punkter i denna méngd som fortfarande
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ligger godtyckligt nédra alla andra punkter i médngden. I beviset f6r Montels kommer vi utnyttja tathet i
kombination med kompakthet for att motivera att ett dndligt antal diskar med centrum i punkter som
ligger i en tét méngd técker hela 2.

Definition 2.3. En méngd A dr tdt i en méngd B om A C B och det f6r varje € > 0 och varje element
x € B existerar ett element y € A sadant att |x — y| < e. Ett exempel pa en tidt méngd dr méngden av
alla rationella tal i méngden av alla reella tal.

De tre ndstkommande definitionerna handlar om familjer (méngder) av holomorfa funktioner ef-
tersom det &dr just sadana (eller egenskaper hos sadana) som Montels sats behandlar. De tre begrepp
som behandlas i Montels sats &r likformigt begrdnsad familj, normal familj och ekvikontinuitet. Ekvi-
kontinuitet dr en motsvarighet till likformig kontinuitet, fast fér en hel familj istéllet for bara en funktion
(kom ihag att en funktion f kallas likformigt kontinuerlig pa €2 om det fér varje e > 0 finns ett 6 > 0 sa
att for alla z,w € Q sadana att |z — w| < § géller att |f(z) — f(w)| < €).

Lat nu F vara en familj med holomorfa funktioner:

Definition 2.4. F ségs vara ekvikontinuerlig pa 2 om det for varje e > 0 finns ett 6 > 0 sa att for alla
z,w € Q sadana att |z —w| < § och alla f € F, giller att |f(z) — f(w)| < e.

Med andra ord innebér ekvikontinuitet att alla funktioner i familjen &r likformigt kontinuerliga pa
Q med samma 9.

Definition 2.5. F kallas for en normal familj av funktioner om det for varje sekvens av funktioner i
F finns en delsekvens som konvergerar likformigt pa varje kompakt delméngd av 2.

Definition 2.6. F sigs vara likformigt begrinsad pa  om det for varje kompakt delméngd K C 2
finns ett tal B > 0 sa att |f(z)] < B for alla z € K och f € F.

Notera att likformigt begrénsad inte dr nagot annat &n en utvidgning av begreppet begréansad funk-
tion. Vi begéir nu inte bara att | f(z)| < B for en enstaka funktion, utan att samtliga funktioner i familjen
F skall vara begransade av samma tal B > 0.

Slutligen vill vi d&ven paminna om f6ljande fundamentala egenskap hos komplexa (och reella) tal.

Sats 2.5. (Bolzano-Weierstrass sats) Varje begrinsad sekvens av kompleza tal har en konvergent
delskevens.

For ett fullstindigt bevis se Walter Rudin [5] kapitel 2 Theorem 2.42. Nu kan vi dntligen formulera
och bevisa Montels sats.

Sats 2.6. (Montels sats) Lat Q vara en dppen delmingd av C och antag att F dr en familj av
holomorfa funktioner pa ). Antag vidare att F ar likformigt begrinsad pa kompakta delmdngder av Q.
Da gdller att:

(i) F dr ekvikontinuerlig pa alla kompakta delmdingder av ).
(ii) F dr en normal family.

Bevis. Lat K vara en kompakt delméngd av © och lat » > 0 vara sa litet att disken Ds,(2) C Q for
alla z € K, dér D3, (2) dr en disk med radien 3r och centrum i punkten z. Lat « vara randen till Dy, (2)
och vilj w € K sadant att |z — w| < r. Cauchys integralformel ger nu att

=1t = 5 [ 100 (75 - 25 ) %
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Eftersom ¢ € v och |z — w| < r far vi att | — z| > r och | — w| > r vilket i sin tur medfor att

1 ‘_‘ zZ—w ‘ |z — w|
(=2 ¢—w| [((-2)(¢-w) >

Tillsammans med att f dr begrénsad av nagot B > 0 (kom ihag att F antas vara likformigt begrénsad
pa kompakta delméngder av §2) ger detta att

r

1 2mrBlz — w|
- 2

() - / roEac< L = Clz—ul,

27 r
ddr C &r oberoende av f,z och w. Detta visar att F &r ekvikontinuerlig pa K och déirmed &r (i) bevisad.

For att visa (i) kommer vi att anviinda oss av ett sa kallat diagonaliseringsargument. Lat {f,,} vara
en sekvens av funktioner tillhérande JF. Lat ocksa {w;}32, vara en sekvens av punkter som &r tat i Q
(vi vet att en sadan existerar eftersom till exempel mangden av alla tal z = a + bi med a,b € Q &r
uppriknelig och téit i C).

Eftersom funktionerna f,,, n = 1,2,3... &r likformigt begrinsade pa kompakta delméngder, och dérfor
speciellt punktvis begrinsade, kan vi ta en delsekvens av {f,} som konvergerar {6r w; enligt Bolzano-
Weierstrass sats (Sats 2.5), ty fn(w;) &r bara en 6ljd av komplexa tal. Vi kallar denna sekvens for
{fn1} Vikan nu ta en delsekvens av {f, 1} som konvergerar i wq, och kalla denna sekvens for {f, 2}.
Vi kan med upprepade appliceringar av Bolzano-Weierstrass pa detta sétt alltid hitta en sekvens {f,, 1}
som &r en delsekvens av {f, x—1} som konvergerar i alla punkter w; dér j = 1,2,...,k.

Om vi later g, = f,, kommer sekvensen {g,} konvergera i alla punkter w;. Detta eftersom for en
godtycklig punkt w; ur den téta mingden dr {f, ,} for n > i en delsekvens av { f,,;}. Fixera ¢ > 0. Fran
ekvikontinuiteten vet vi att det finns ett § > 0 sa att for alla z,w € Q sadana att |z —w| < § och f € F
géller att |f(2) — f(w)| < e Da {w;}32, &r tit i Q, kommer {]D)(;(wj)};?';l for detta val av 0, att técka
Q, och dérigenom ocksa K. Da K &r kompakt vet vi att ett dndligt antal av dessa méngder kommer att
tacka K. Alltsa finns det ett J sadant att

K C ID)5(w1) U...u ]D)(S(’LU]).

Eftersom dndligt manga diskar técker K och {g,} konvergerar i alla punkter wj;, finns det nagot N sa
att |gn(w;) — gm(w;)| < e for alla j € {1,2,...,J} om n,m > N.
Om vi nu har z € K kommer z € Ds(w;) for nagot j € {1,...,J}. Triangelolikheten ger att

19n(2) = gm (2)] < 19n(2) = gn(w))] + gn(w)) = gm ()] + |gm(w;) — gm(2)] < 3¢,

dér vi har anvént oss av ekvikontinuitet. Alltsa har vi att {g,} konvergerar likformigt pa en given
kompakt delméngd K av €2, eftersom e > 0 var godtyckligt.

Nu vill vi ta fram en serie som konvergerar likformigt pa alla kompakta delméngder av Q. Lat { K, }
vara nagon uttommande méngd av €, och lat {g, 1} vara en delsekvens av {f,} som konvergerar pa
K. Vidare 1at {g, 1} vara en delsekvens av {gn r—1} som konvergerar likformigt pa Kj. Nu kan vi ta
sekvensen { gy }, som &r en delsekvens av { f,, }, som kommer att konvergera likformigt pa alla kompakta

delméngder av Q.
O

2.3  Ovriga resultat

Forutom Montels sats behéver vi dven fem andra resultat for att kunna bevisa Riemanns avbildningssats.
De fyra forsta &r grundlidggande och vélkdnda inom komplex analys och presenteras darfér utan bevis.

Sats 2.7. En holomorf funktion pa en enkelt sammanhdngande mdngd Q har en primitiv i §2.
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For ett fullstéindigt bevis se [1] kapitel 2 Theorem 2.1 och den f6ljande diskussionen.

Sats 2.8. Om {fn}52, dr en sekvens av holomorfa funktioner som konvergerar likformigt till en funktion
f pa varje kompakt delmdingd av 2, sa dr f holomorf pa Q.

For ett fullstéindigt bevis se [1] kapitel 5 Theorem 5.2.

Sats 2.9. (Argumentprincipen) Antag att f dr en holomorf funktion pa elt dppet omrdade som in-
nehaller en disk D och dess rand . Antag vidare att f inte har nagra nollstillen pa randen till D. Da
gdller att:

!
L[PG (Antatet notistatien till £ i D)
2mi ), f(2)

For ett fullstéindigt bevis se [1] kapitel 3 Theorem 4.1.

Sats 2.10. (Rouchésfsats) Lat Q vara ett oppet omrade vars rand ~y dr en enkel, sluten kurva. Om f
och g dr holomorfa pa Q samt uppfyller att |f(2)| > |g(2)| pd -y, sa har f och f+g lika manga nollstillen
i Q.

For ett fullstéindigt bevis se [1] kapitel 4 Theorem 4.3.
Den femte satsen &r inte fullt lika vilkdnd och vi inkluderar darfor dven ett bevis.

Proposition 2.11. Lat Q vara en dppen sammanhdingande delmdingd av C, och lat {f,}22, vara en
foljd av holomorfa och injektiva funktioner pa Q. Om {f,}°2, konvergerar likformigt pa varje kompakt
delmdngd av Q till en holomorf funktion f, sa dr f antingen injektiv eller konstant.

Bevis. Antag att f inte &r injektiv, det vill siga att det existerar tal z; # 2o i Q2 sadana att f(z1) = f(22).
Definera nu den nya féljden g, (z) = fn(2)— fn(z1). Vivet att g, (z) inte har nagra andra nollstéillen &n 21,
da f, enligt antagande &r injektiv. Funktionerna g,, konvergerar likformigt pa varje kompakt delméngd
av Q, till g(2) = f(2) — f(z1). Om g(z) inte dr identiskt noll (i sa fall dr f(z) konstant och beviset
ar fiardigt) vet vi att zo dr ett isolerat nollstélle till g eftersom g &r holomorf pa ett sammanhiingande
omrade och f(z1) = f(z2). V&lj darfor r sadant att g endast har nollstéllet 25 i disken D, (2z2) med rand
~. Om vi tillampar argumentprincipen (Sats 2.9) erhaller vi:

1 [4d©
2mi )., g(C)

¢ =1. (2.1)

Eftersom ¢ inte blir 0 nagonstans pa v sa konvergerar 1/g, likformigt till 1/g pa . Eftersom &ven
gl — ¢’ likformigt far vi att:

1hO, 1 [dQ,
ori / Q)™ 7 2 / g(¢) % dan = oo

Men vi vet att g, har sitt enda nollstélle i z; och detta ligger inte innanfor cirkeln v sa:

L A (S
W/Vgn(C)dC_O’ for alla n.

Detta implicerar att integralen (2.1) skall vara bade 0 och 1, vilket &r en motségelse. Alltsa maste f
vara injektiv. O
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Kapitel 3

Riemanns avbildningssats

Nu nér vi har samlat pa oss alla hjidlpmedel vi behover kan vi dntligen vinda uppmérksamheten mot
Riemanns avbildningssats:

Sats 3.1. (Riemanns avbildningssats) Antag att Q) dr ett dppet enkelt sammanhingande omrade
som dr en dkta delmdngd av C (men inte den tomma mdingden). Om zo € Q sa finns det en unik
biholomorf avbildning F : Q — D sadan att:

F(z) =0 och F'(z) > 0.

Satsen ovan garanterar alltsa att det finns en biholomorf avbildning fran alla enkelt sammanhéngande
oppna omraden (som inte dr hela det komplexa talplanet eller tomma méngden) till enhetsdisken, utan
att stéilla nagra som helst krav pa omradets rand. En foljdsats av Riemanns avbildningssats &ar att alla
sadana omraden dr biholomorft ekvivalenta (det vill siga de kan avbildas biholomorft pa varandra). For
att se detta tar vi de tva 6ppna enkelt sammanhéngande omradena € C C och Q c C vars respektive
biholomorfa avbildningar &r F': Q@ — D och G : Q — D. Det &dr da uppenbart att dessa tva omraden &r
biholomorft ekvivalenta ty:

FloG:Q— Q,
G loF:Q— Q.

Dér vi vet att inverserna existerar eftersom bade F och G ar biholomorfa.

3.1 Forsta beviset

Vi vander oss nu till det férsta beviset av Riemanns avbildningssats. For att kunna gora detta funderar
vi forst pa vad vi vet om den avbildning vi vill finna. Vi vill hitta en funktion F :  — D som &r
holomorf, injektiv och surjektiv. Idén &r att det borde vara enklare att hitta en funktion som uppfyller
allt detta forutom surjektiviteten (vi hade lika gérna kunnat kolla pa funktioner som istillet uppfyllde
allt utom injektiviteten). Vi viljer dérfér att studera méngden

F ={f:9— D, f holomort, injektiv och f(0) = 0}.

Forsta steget i beviset blir att visa att denna méngd inte dr tom. Var strategi for att inse detta &r att
visa att vi utan inskrankning kan anta att Q@ C D och att 0 € . I sa fall vet vi att F inte dr tom da
f(z) = z tillhor F.
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Steg 1: () kan antas vara en delméingd av D som innehaller origo

Eftersom ) inte far vara hela C, vet vi att det existerar ett o som inte tillhor Q, och darmed vet vi
dven att z — « aldrig blir 0 pa . Alltsa ér 1/(z — «) en véldefinierad holomorf funktion pa . Eftersom
Q &r 6ppen och enkelt sammanhéngande har denna funktion enligt Sats 2.7 en primitiv pa Q. Alltsa
existerar en holomorf funktion g(z) pa 0, sadan att ¢’(z) = 1/(z — «). Da géller att:

d

il —a)e 9@} =9 _ (5 _ ) —9(2) —
o ((z a)e ) e (z—a)d'(z)e 0,

och da Q dr sammanhingande, vet vi att:
z—a=Ced?,
for nagon konstant C' # 0. Vi definierar nu
f(z) =log(z — @) = g(2) — log(C).

Genom att exponentiera bada sidor av funktionen och erhalla ef(*) = 2 —  kan vi konstatera att f &r
injektiv ty om f(z) = f(w) sa ér e/ ?) = e/(¥) och dirmed z — o = w — o

Om vi fixerar en punkt w € Q &r f(z) # f(w) + 2mi for alla z € Q, ty om sa inte vore fallet skulle vi
kunna exponentiera bada sidor precis som tidigare och komma fram till att f(w) = f(z) vilket &r en
motségelse. Vi hdvdar att f(z) haller sig strikt borta fran f(w) + 27¢ i den bemérkelsen att det finns
en disk med centrum i f(w) + 274 som inte innehaller nagon punkt av bilden av f(2). Om sa inte vore
fallet skulle man kunna finna en f6ljd av punkter {z,} som ligger i Q sddan att f(z,) — f(w) + 2mi.
Om vi exponentierar detta far vi att z,, — w och dérmed &ven att f(z,) — f(w), eftersom att f dr en
kontinuerlig funktion, vilket aterigen &r en motségelse. Speciellt innebér det att funktionen

1
f(z) = (f(w) — 2mi)’

dr begrinsad. Darmed kan F(Q) translateras och skalas till ett omrade som &r en delmingd till en-
hetsdisken och innehaller origo. Vidare kan vi &ven direkt konstatera att funktionen &r holomorf och
injektiv, ty f dr holomorf och injektiv. Alltsa vet vi att 2 &dr biholomorft ekvivalent med nagon 6ppen
delméngd av ID som innehaller nollan och féljaktligen 4r JF ej tom.

I fortsattningen betecknar vi 2 som en 6ppen enkelt sammanhéngande delméngd av enhetsdisken
som innehaller nollan, och vi later

F(z) =

F={f:Q—D, f holomorf, injektiv och f(0) = 0}.

Steg 2: Speciellt villkor pa den surjektiva funktionen

Nu nér vi har forenklat omradet €2 koncentrerar vi oss pa surjektiviteten hos den funktion f € f som
vi vill finna. Det vore bra om det fanns nagonting som sérskilde denna funktion, som vi kallar f, fran
ovriga funktioner i F. Det visar sig att f (om den existerar) dr den funktion i F som har storst derivata
i origo, det vill sédga _ ~

[£/(0)] > |f(0)] for alla f € F.

Lat f vara en funktion i F som inte &r surjektiv, det vill séiga att det finns ett @ € D sadant att
f(2) # a. Betrakta foljande automorfi av enhetdisken:

Pa

T 1-az
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Eftersom omradet © &r enkelt sammanhingande och ¢, o f #r injektiv, sa dr dven (¢, o f )(§~2) enkelt
sammanhingande. Dessutom noterar vi att den sammansatta funktionens bild inte innehaller origo
eftersom ¢, () = 0. Dérfor kan vi med samma resonemang som innan definiera log(z) pa detta omrade
och mer specifikt definiera avbildningen:

g(w) = e2 8,

Hérnéast betraktar vi funktionen
F:¢g(a) Ogo¢aof~

Denna funktion &r en holomorf avbildning fran Q till D, ty f avbildar Q in i D medan resten &r holomorfa
funktioner som avbildar D pa D. Man kan enkelt verifiera att F'(0) = 0 och att F' &r injektiv. Vi har
namligen att f &r injektiv per definition da den tillhor F, vi vet att ¢o och bg(a) dr automorfier och
slutligen kan man visa att g &r injektiv genom att fora ett liknande resonemang som vi gjorde ovan da
vi visade att log(z — «) var injektiv. Déarmed uppfyller F' alla kriterier for att inga i familjen F.

Om vi nu later h(w) = g~(w) = w? ser vi att

f:¢;1oho¢;(1a)oF:<1>oF. (3.1)

Da h inte &r injektiv kan inte heller ® : D — D vara det. Sista delen av Schwarz lemma (Sats 2.2) ger
dérfor att |®'(0)] < 1 (eftersom @ ej kan vara en rotation). Deriverar vi nu bada sidor av ekvation (3.1)

och satter in 0 far vi
|£/(0)] = [ (0)|[F'(0)] < |[F'(0)].

Detta visar att en funktion i F med maximal derivata i origo, om den existerar, dr surjektiv ty om
sa inte vore fallet skulle man alltid kunna bilda en ny funktion i F som har stérre derivata i origo.

Steg 3: Existensen av den surjektiva funktionen

Det som aterstar nu ir alltsd att forsoka visa att det finns en funktion f € F som maximerar |f(0)|.
Det forsta vi noterar dr att denna derivata ar dndlig pa grund av Cauchys olikhet

o)) < sup "L
FO1S sw S

och det faktum att alla funktioner i F till belopp ér likformigt begrinsade av 1, da de antar virden i
enhetsdisken.

Vi kan nu definiera:

s = sup |f'(0)],
feF
dér vi anvéinder supremum istéllet for maximum eftersom vi &nnu inte vet om det existerar nagon
funktion i F vars derivata ir maximal. Fér att visa att det faktiskt gor det definierar vi foljden {f,} C F
sadan att |f/(0)| — s d& n — oo. F uppfyller forutsittningarna for Montels sats (Sats 2.6) eftersom
den &r likformigt begrinsad pa hela Q och dirmed ocksé pa kompakta delméngder av densamma. Som
en konsekvens av Montels sats vet vi att det finns en delfoljd till {f,} som konvergerar likformigt pa
kompakta delméngder av  mot nagon funktion f med egenskapen att |f(0)| = s. Om vi kan visa att
denna funktion tillhér F , ar beviset klart.

Vi konstaterar att alla funktioner i f6ljden 4r holomorfa och eftersom de som tidigare ndmnts kon-
vergerar likformigt pa kompakta delméngder till Q sa vet vi fran Sats 2.8 att funktionen f ocksa é&r
holomorf. Vidare har vi att alla funktioner i f6ljden &r injektiva och att |f/(0)] > 1 (eftersom identiteten
ingar i F ). Funktionen f &r alltsa inte konstant och enligt Proposition 2.11 maste den da vara injektiv.
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Dessutom har vi att | f(2)] < 1 (eftersom |f,(2)| <1 for alla n) och genom att tillimpa maximumprin-
cipen (Sats 2.1) far vi att |f(z)| < 1 pa Q da f inte &r konstant. Till sist noterar vi att f(0) = 0 ty om
{fn} konvergerar likformigt, konvergerar de dven punktvis. Dérmed har vi funnit en funktion f € F
sadan att |f/(0)] = s, vilket betyder att f &r en biholomorf avbildning fran € till D sadan att f(0) = 0.
Om f multipliceras med ldmpligt komplext tal av absolutbelopp 1 far vi dven att f/(0) > 0.

Steg 4: Unikhet

Det enda som aterstar att bevisa &r att denna biholomorfa avbildning &r unik. Detta gor vi genom
att anta att det finns tva stycken avbildningar F' och G som uppfyller forutsittningarna. Med dessa
bildar vi avbildningen H = F o G~! : D — D. Eftersom H #r en automorfi som fixerar origo, s& &r
H en rotation (ty enligt Sats 2.4 dr dessa de enda automorfier som fixerar origo). Vi kan alltsa skriva
H(z) = €2 for nagot 6 € R, vilket ger H'(0) = €% vilket i sin tur leder till att e’ = 1 ty annars &r
inte H'(0) > 0. Detta implicerar att H(z) = z och speciellt att G = F. Dirmed ér avbildningen unik
och beviset for Riemanns avbildningssats klart.

3.2 Andra beviset

Efter det forsta beviset av Riemanns avbildningssats gar vi direkt vidare till det andra mer konstruktiva
beviset. Detta bevis kommer att ligga till grund for MATLAB-simuleringarna som kommer att diskuteras
senare och dr ganska annorlunda gentemot det férsta pa det sittet att vi hir inte bara bevisar existensen
av avbildningarna utan dven skapar en algoritm for att bilda dem. Precis som i bevis 1 dr tanken att visa
att vi kan hitta en sekvens F},, men denna gang explicit, som konvergerar mot en biholomorf avbildning
F : Q — D och diarmed kan vi precis som i bevis 1 anta att 2 4r en 6ppen enkelt sammanhéngande
delméngd av D som innehaller origo. Vi definerar en sadan méngd pa foljande vis.

Definition 3.1. En Koebe mdingd K &r en 6ppen enkelt sammanhéngande delméngd av D som innehaller
origo.

En idé dr att nu forsoka bilda sekvenser {/C,,}5°, och funktioner F, : K, — K,y1 som ger oss
storre och storre Koebe méngder, i den bemirkelsen att C,, 11 fyller ut mer av D &n /C,,. For att fa ett
matematiskt matt pa hur stor en Koebe méngd dr infor vi begreppet inre radien for en Koebe méngd.

Definition 3.2. Den inre radien av en Koebe méngd definieras som ¢ = sup{p > 0:D,(0) C K}, dér
D,(0) dr en disk med centrum i origo och radien p.

Vi vill alltsa finna funktioner F, : IC;, — K41 sadana att ri
hér egenskapen kallar vi for expansioner.

wi1 > Tk, De funktioner som har den

Definition 3.3. En funktion f : K — D kallas fér en expansion om f(0) = 0, f dr holomorf och injektiv,
och |f(2)| > |7| for alla z € K\{0}.

_ En expansion f : K — D avbildar uppenbarligen en Koebe méngd K, pa en annan Koebe méngd
K, eftersom den avbildar pa en delméngd till enhetsdisken och specifikt origo pa origo. Da expansionen
dven 4r injektiv kan vi vidare garantera att K &r enkelt sammanhéngande eftersom K &r det.

For att inse att K fyller ut mer av D (eller i alla fall lika mycket) tar vi ett |zo| < ri och viljer r
sadan att |zo| < r < ri. Da &r f holomorf pa D,.(0) och |f(2)| > r for |z| = r. Speciellt blir da

[F(2)] > [=0-

Enligt Rouchés sats (Sats 2.10) har f(2) och g(z) = f(z)— 2o lika manga nollstéillen i D,.(0), och eftersom
f(2) har exakt ett nollstélle (z = 0) finns nagot z; sadant att g(z1) = 0, det vill séga f(z1) = 2. Da 2
ar godtyckligt vald med |z| < 7 maste rg > rx.
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Med detta i atanke viljer vi att definiera var sekvens av funktioner {F,,}52 ,, pa foljande vis:

Fn(z) = fn Ofn—l O... OfO(Z) : ’CO — D.

dér alla f,, dr expansioner och Ky &r den Koebe méngd som vi utgar ifran. Beviset som foljer delas upp
i tva steg och i det forsta konstruerar vi explicita expansioner f,, for att bilda F,.

Steg 1: Konstruktion av sekvensen

For att konstruera sekvensen {F,}72, behover vi forst lampliga f,,. Vi bildar dessa med hjélp av en
automorfi av enhetsdisken. Lat Ky vara ett Koebe omrade och vilj ett « pa randen, sa att |a| =
Tic,- Bftersom ¢ (Ko) dr enkelt sammanhingande och inte innehéller origo sa ir S(z) = €'°8(*)/2 en
vildefinierad holomorf funktion da z € ¢,(Kg). Vélj nu 8 sadant att S(a) = 5. Om vi sétter f =
¢3 080 ¢y, sa kan vi direkt se att f &r bade holomorf och injektiv. Vi vill dven visa att f &r en
expansion. For att gora detta borjar vi med att konstatera att f(0) = 0 och att f har inversen

fh=¢a0gods

diir g(z) = 2. Notera att f~! dr holomorf pa hela enhetsdisken, sa enligt Schwarz lemma (Sats 2.2)
géller att

[f 7 (w)] < Jwl,

dér likhet bara kan gélla i origo, ty annars skulle f~! enligt del tva av Schwarz lemma vara en rotation,
vilket dr en motsigelse ty f~1(3) = a = (% och |3?| < |B] for alla 0 < 3] < 1. Alltsa har vi att

|f M (w)| < |w| for alla z € D\{0},
vilket, om vi sétter w = f(z), ger oss
|z] < |f(2)] for alla z € K\{0}.

Eftersom f = ¢go S o ¢, ocksa dr holomorf och injektiv, sa dr den en expansion och dérfor en kandidat
till f,.

Lat nu f,, = ¢, 0S0¢,, och F,, = fofy,_10...0fy, dér o, och 3, definieras som innan, for varje C,,.
Nista steg blir att visa att nagon delsekvens av dessa funktioner konvergerar mot nagot F' : Ky — D.

Steg 2: Konvergens av sekvensen

Det vi har kvar att underscka dr om denna sekvens konvergerar mot en funktion F' : Ky — D. For att
visa detta anvinder vi ett liknande resonemang som i tredje steget for forsta beviset. Vi maste visa att
sekvensen, eller en delsekvens, 6verhuvudtaget konvergerar, och dértill att den funktion den konvergerar
mot har de 6nskade egenskaperna. Dessa egenskaper ar att F' skall vara holomorf, injektiv, surjektiv och
unik samt att £(0) = 0 och F’(0) > 0.

For att visa att sekvensen konvergerar borjar vi med att konstatera att {F,} &r holomorfa och
likformigt begrinsade, ty {f,} dr holomorfa och |f,(z)| < 1 for alla n och alla z € K,,. Enligt Montels
Sats (Sats 2.6) finns det da en delsekvens av {F,,} som konvergerar likformigt pa kompakta delméngder
av Kp mot en funktion F. Enligt Sats 2.8 dr d&ven F' holomorf. Da alla f,, &r injektiva leder detta till
att alla F),, ocksa #r injektiva, och enligt Proposition 2.11 a&r da F' antingen injektiv eller konstant. Vi
vill visa att |F},(0)| = |f,(0) - E},_1(0)| = |f,(0) - ... - f5(0)| > 1, s& F &r inte konstant.

For att se detta studerar vi g(z) = f(2)/z, dir f : K — D &r en expansion. Eftersom singulariteten
i 0 &r hévbar &dr g holomorf. Vidare géller att

f'(2) = g(2) + 24'(2),
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/()] = 19(0)],
och da |f(2)] > |z| 1 £\{0} har vi att

lg(2)] > 1 for alla z € K\{0}.

Eftersom origo #r en inre punkt i K, sa maste g(0) vara en inre punkt i g(K) och dérmed dr &ven
|g(0)| > 1 och, foljaktligen har vi visat att

|£).(0)] > 1, for alla n, (3.2)

vilket i sin tur ger att |E} (0)| = |f,(0)-...- f5(0)| > 1. Dérmed dr F,, ej konstant och alltsa #r F injektiv.
Att visa att F' dr surjektiv kréver lite mer arbete. Om rg, (x,) — 1 och rpxcy > 7p, (1) dd n — 00
sa garanterar detta att F' fyller ut hela ID. For att visa att rp, (x,) — 1 deriverar vi f, = ¢g, 0.5 0 ¢q,

i origo och tar belopp for att erhalla
14+ rg
/
0)] = . 3.3
1.0 = 5 e (33)
Derivatan innehaller 7, sa om vi kan hitta ett grinsvéirde for denna derivata da n — oo, kan vi rdkna
ut vad rr, gar mot. For att hitta detta gransvirde deriverar vi F,,(z) i origo:

F,(0) =TT £i(0). (3-4)
k=0

Om vi tar beloppet pa bada sidor av (3.4) erhaller vi en foljd av reella tal. En {6ljd av reella tal
konvergerar om den dr uppat begrinsad och vixande. Att denna 6ljd &r viixande ges av (3.2), da detta
garanterar att samtliga faktorer &dr storre dn ett. Vidare kan vi anvéinda Sats 2.3 pa Fy, : Ko — K41
genom att vilja en disk i Ky med centrum i origo och radie |ag| (dir «p &r definierad som «,, tidigare)
och konstatera att denna disk kommer att avbildas till en 6ppen delméngd av enhetsdisken. Sista delen
av satsen ger da att |F/(0)] < 1/|ag| < oco. Alltsa dr {|F)(0)]}22, en sekvens av reella tal som &r
vixande och uppat begrénsad.
Detta medfor att nlin;o [f}(0)] = 1, vilket i kombination med (3.3) ger att

. 1+rc
lim ——= =1
n—oo 2 /T]Cn

Om vi sétter
. 147k,

2./rx,, ’

har vi att 7,, — 1 da n — oco. Loser vi ut ri,, far vi att

Tn

rie, =+ (1 —272)2 -1 -14+272 -0—-1+2=1dan — .

1 4r en expansion av K,,, ty om si &r

Att Tr(kc) = TE, (ko) fOljer enkelt fran pastaendet att Fo F-
fallet vet vi att
TRoF L (K,) 2 T
men

E N K,) = F N (Fu(Ko)) = Ko,

S& TE(Kk,) = TK,- Nu aterstar bara problemet att visa att F'o F1 #r en expansion.
Betrakta funktionen Fy o F,l. Eftersom Fy, — F likformigt pa kompakta delmingder av Ko och
F.1: K, — 0K #r biholomorf, far vi att

FroF ' = FoF!
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likformigt pa kompakta delméngder av KC,,. Vi vet att F' o F,; 1 dr holomorf och injektiv, eftersom den
4r en sammansittning av sadana funktioner. Kvar att visa dr alltsd att [(F o F;1)(2)| > |2| for alla
z € K,\{0}. Om k > n har vi att

(B0 Fr)(2)] = [fi 00 fupa(2)] > fusa ()] > I2].

Later vi nu k — oo, far vi att |(F o F,;1)(z)| > |z| och vi ir klara.
Alltsa &r F : Ko — D en biholomorf avbildning. Att F(0) = 0, F’(0) > 0 och att F &r unik visas pa
exakt samma sétt som i det tidigare beviset fér Riemanns avbildningssats.

3.3 Tredje beviset

Det tredje beviset bygger pa att Dirichletproblemet alltid dr losbart (med vissa begrinsningar pa ran-
den). Vi kommer dgna kapitel 4 at att bevisa detta. Ndrmare bestimt att foljande sats dr sann:

Sats 3.2. Lat 2 vara ett oppet sammanhdngande omrade i C och f en given kontinuerlig funktion. Om
Q uppfyller det yttre triangelvillkoret, Definition 4.11, finns det alltid en funktion u sadan att
Au=0 19,
" " (3.5)
u=f padSd.

Notera att det finns omraden som inte uppfyller det yttre-triangelvillkoret men pa vilket det #&nda
existerar en 16sning till Dirichletproblemet. Det yttre-triangelvillkoret &r alltsa ett tillrackligt villkor men
inte nédvindigt. Nar vi senare diskuterar Dirichletproblemet och det star att det yttre-triangelvillkoret
maste’vara uppfyllt syftar vi alltsa pa satsen ovan och inte pa det allménna fallet.

Antag nu att denna sats redan dr bevisad. Da &r det mojligt att utifran detta bevisa Riemanns
avbildningssats.

Om @ : Q — D ér en biholomorf avbildning sadan att ®(z9) = 0, déir 2o € 2, kan vi skriva ® pa
formen

®(2) = (2 — 20)G(2),

dér G(z) dr holomorf och skild fran noll pa Q. Alltsa har G en logaritm pa ) (som &r enkelt samman-
hiingande). Detta visas pa samma sitt som existensen av en logaritm pa ett enkelt sammanhéingande
omrade som inte innehaller o, som i steg 1 i det forsta beviset av Riemanns avbildningssats, men genom
att betrakta G'(z)/G(z) istéllet for 1/(z — ).

Detta medfor vi kan skriva G(z) = ef(*), for en limplig holomorf funktion H. Om u = Re H sa
dr u harmonisk. Vidare kan vi utifran observationen att |®(z)| = 1 pa 9 dra slutsatsen att u(z) =
log(1/|z — 2o|) for z € 0. Det gar att visa att man kan vénda pa argumentet. Antag att vi kan hitta
en funktion u som uppfyller (3.5) dir f(z) = log(1/|z — zo|). Med hjélp av u kan vi nu konstruera
funktionen H och fran denna den stkta biholomorfa funktionen ®. For ett fullstindigt bevis av att
omvéndningen géller se Nevanlinna och Paatero [6].

Det svaraste i detta bevis dr att bevisa att Dirichletproblemet alltid &r losbart. Resten av denna
forsta del dgnas at detta bevis och den teori som ligger bakom.
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Kapitel 4

Dirichletproblemet

Det tredje beviset av Riemanns avbildningssats sag till synes vildigt enkelt och réttframt ut, men det
beror pa att vi antog att Dirichletproblemet alltid &r l6sbart. Detta kapitel dgnas at att bevisa nér Di-
richletproblemet &r l6sbart och det kommer da framga att det tredje beviset faktiskt dr ganska mycket
krangligare och svarare &n de andra tva. Det kommer visa sig att Dirichletproblemet &r 16sbart under
den begriansningen att omradet 2 som problemet definieras pa maste uppfylla det sa kallade yttre tri-
angelvillkoret. Innan vi kan bevisa detta maste vi dock avhandla en del teori, férst Hilbertrum och sedan
harmoniska funktioner. I tredje avsnittet behandlas kérnan i kapitlet, 16sningen av Dirichletproblemet.

4.1 Hilbertrumsteori

Definition 4.1. En mingd H kallas for ett Hilbertrum om den uppfyller féljande egenskaper:
(i) H &r ett vektorrum 6ver C.
(i)
(iii) X har normen || f|| = (f, f)*/? > 0 dir likhet giller om och endast om f = 0.
)

‘H har en seskvi-linjir skaldrprodukt (-,-), sadan att (f,g) = (g, f).

(iv) H &r fullstéindig i sin metrik, det vill siga varje sekvens {f,} C H som uppfyller ||f, — fm] — 0
da n,m — oo, (en sadan sekvens kallas Cauchy-sekvens) konvergerar mot ett element i H.

(v) H &r separabelt, det vill sdga det finns en uppriknelig mingd av element {f;} i H sadan att
méngden av dess linjarkombinationer &r tét 1 H.

Ett exempel pa ett Hilbertrum #r det C" med den vanliga euklidiska skalirprodukten (a,b) = Y a;b;.
j=1

Ett annat exempel pa Hilbertrum #r L?(C). Att detta #r ett Hilbertrum dr dock inte alls sjélvklart,
och i sjilva verket behtver man inféra en mer allmén integrationsteori for att detta skall vara sant.
Denna integral kallas Lebesgue-integral och man kan da integrera mer allmédnna funktioner d&n med
Riemann-integralen. For kontinuerliga funktioner stimmer dock bada integralerna 6verens. Eftersom vi
endast dr intresserad av denna egenskap och att L?(C) #r fullstéindigt hinvisar vi till till exempel Stein
och Shakarchi [2] for en beskrivning av integrationsteori.

Ett annat begrepp som vi kommer att anvinda fran integrationsteori dr att en méngd har Lebes-
guematt noll. En méngd har Lebesquematt noll om den for varje € > 0 kan téckas med en uppriknelig
union av bollar, sadant att bollarna bollarnas totala volym &r hogst e. Om en egenskap &r uppfylld
utanfor en méngd av lebesquematt noll, sdger man att egenskapen dr uppfylld ndstan overallt eller att
den dr uppfylld for néstan alla x.

21



I beviset for Dirichletproblemet kommer det att dyka upp ett vektorrum som uppfyller alla egen-
skaperna férutom (iv) ovan. Ett sadant vektorrum kallas for ett pre-Hilbertrum (som vi betecknar Hy).
Foljande sats visar att det alltid gar att tillsluta ett sadant rum och dérmed bilda ett Hilbertrum H
med hjilp av det.

Sats 4.1. Till varje pre-Hilbertrum Hy finns det en tillslutning H. Det vill siga om Hy har skaldrpro-
dukten (f,g)o sa finns det ett Hilbertrum H, med skaldrprodukt (f,g) sadant att:

(Z) Ho CH.
(it) (f,9)o = (f,9) for alla f,g € Ho.
(1ii) Ho dr tit i H.
For ett fullstéindigt bevis se [2] kapitel 4 Proposition 2.7.
Anledningen till att vi vill studera Hilbertrum &r for att vi med hjdlp av dessa tillats studera
funktioner pa ungefir samma sitt som vi studerar vektorer och vektorrum i linjir algebra. Ett forsta
exempel pa detta ar att Cauchy-Schwarz olikhet och

triangelolikheten géller i alla Hilbertrum. Cauchy-Schwarz dr en direkt konsekvens av egenskap (i) och
(ii). Tag néamligen f,g € H och A € C och studera

0<[If = Agll* = (f = Ag.f = Ag) = IFI* + [APlgll* = X(f.9) = A(f. 9)-

Viljer vi nu A = (f, g)/||g||* och férenklar s& far vi att

(f.9)° (f,9)? (.9)1
lall* lgll* lgll*

Slutligen flyttar vi 6ver den andra termen till véinsterledet och multiplicerar med | g||?.
Triangelolikheten foljer nu fran Cauchy-Schwarz olikhet pa foljande sdtt. Vi har att

If+9l* = (f +9,f +9) = 17+ lg* + 2Re(f,9) < 117 + lgll* +2I(f, 9)]- (4.1)

ddr 2Re(f,9) = (f,9) + (f,9). Om vi nu applicerar Cauchy-Schwarz olikhet pa detta och skriver om
erhaller vi

0< [IfI* + lgl* -2 = |IfII* -

£+ gli* < A1+ gll® + 20 1lgl < AL+ gl

Drar vi roten ur bada leden i olikheten far vi triangelolikheten.
Andra begrepp fran linjar algebra som gar att éverfora till Hilbertrum, och &r viktigare for oss, ar
begreppen ortogonalitet, slutna delrum och ortogonal projektion.

Definition 4.2. Tva element f,g € H sigs vara ortogonala om (f,g) = 0.

Notera att da (f,g) = 0, det vill siiga nér f, g dr ortogonala, sa far vi fran (4.1) Pythagoras sats

1F + gl = ILF11* + lgll*.

Definition 4.3. Ett slutet linjdrt delrum S till H dr ett delrum till H med den extra egenskapen att
om {f,} C S konvergerar till en funktion f € H, sa ligger f i S.

Med hjilp av dessa bada definitioner kan vi formulera och bevisa en sats motsvarande en vilkind
sats i linjar algebra.

Sats 4.2. Antag att S dr ett slutet delrum till H och att f € H. Da gdller att:
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(i) Det finns ett unikt element gy € S sadant att det dr ndrmare f dn alla andra element i S, i den
meningen att

- = inf ||f — g||.
IF = goll = ik [/ =gl
(ii) Elementet f — go € H dr ortogonalt mot S, det vill siga (f — go,9) =0 for alla g € S.

Bevis. Vi kan anta att f ¢ S ty om f € S sa viljer vi bara go = f och beviset &r klart. Lat nu
d =infges || f — gl och notera att d > 0 eftersom f ¢ S och S &r slutet. Betrakta nu en sekvens {g,, }22
i S som uppfyller att || f — gn|| — d d& n — oo. Vi pastar nu att {g,} dr en Cauchy-sekvens. For att
visa detta anvéinder vi oss av parallellogramlagen

1A+ B|* + A - BII* =2 (JAI* + | BII*) .

(denna #r enkel att verifiera genom att bara skriva om normerna till skaldrprodukter) och erhaller da
med A= f—g, och B=f— gn:

12f = gn = gml® + llgm = gul* =2 (If = gull* + 1f = gm?) - (4.2)
Men %(g, + gm) tillhér S sd
1
12 = (gn + gm) | = 211 = 5 (g0 + gm)|| = 2d.
Detta och (4.2) ger att

I

1
”gm —Gn 2 (”f - gnH2 + Hf - gm||2) - 2||f - i(gn + gm)”2

<2 (”f _gnH2 + Hf _gm||2) —4d®.

Tillsammans med att ||f — gn|| — d och || f — gm|| — d, d&a n,m — oo far vi nu att
m || gm — gnll? < 2(d? + d?) — 4d* = 0.
n,m— 00
Alltsa dr {g, } en Cauchy-sekvens och vidare vet vi att den konvergerar mot ett element gg € S eftersom
S é&r slutet. Fran antagande vet vi dven att detta go uppfyller att ||f — go|| = d.

Antag nu att det finns en annan punkt gy € S sadan att ||f — go|| = d. Vi far da fran del (i)
av satsen, som bevisas snart, att (f — go, g0 — go) = 0. Alltsa &r dessa element ortogonala och vi kan
tillampa Pytagoras sats

I1f = goll> = I1f = goll* + llg0 — GolI*
och da ||f — GolI®> = || f — gol? s4 fas ||go — go|| = 0, vilket visar att go fir unik.

For (i) betraktar vi en liten stérning € € C av gg € S, definierad som go — eg dér g € S. Da far vi

att
1f = (90 =€) I* = [If — gol*.

Om vi utvecklar vénsterledet genom att skriva om det med skaldrprodukter far vi att
1f — (90 —€g)ll = If = goll + €*[lgll + 2¢ Re(f — g0, 9)-
Stoppar vi sedan in detta i olikheten erhaller vi
2¢Re(f — go. ) +€*[lg]|* > 0.

Om realdelen ovan &r negativ, sa kan vi bara vilja e tillrickligt liten och positiv for att fa en motségelse.
P& samma séitt viljer vi e liten och negativ for att fa en motségelse om realdelen &r positiv. Alltsa maste
Re(f — go,9) = 0. Vi kan fora ett analogt resonemang med storningen gg — ieg istéllet, vilket kommer
att ge oss resultatet Im(f — go,g) = 0. Alltsa dr (f — go, g) = 0 och beviset dr klart. O
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Definition 4.4. Ortogonalkomplementet S* till ett delrum S C H definieras som
St={feH:(f,g)=0forallageS}

Som en konsekvens av Sats 4.2 kan vi sluta oss till att om S &r ett slutet delrum till H, sa kan
samtliga element i H bildas genom att ta summan av ett element i S och ett element i S*. Man siiger
att detta H kan skrivas som en direkt summa av S och S+, och betecknar H = S @ S+.

Sats 4.3. Antag att S dr ett slutet delrum av ett Hilbertrum H. Dd géller att H = S ® S, det vill siga
varje f € H kan skrivas som f = g+ h, dir g € S, h € S* dr unika.

Bevis. Lat f € H och vélj go som i Sats 4.2. Vi kan nu skriva om f som f = go+ (f — go), men enligt del
(i) av Sats 4.2 tillhor f —go S*. For att dven inse att elementen &r unika antar vi att f = g+h = §+i~z
dar g,g € S och h,ﬁ € S*. Omflyttning ger att g —g = h — h och detta maste uppenbarligen vara 0
eftersom S NSt = 0. Alltsa #ir g = g och h = h och diirmed #r elementen unika. O

Givet ett slutet delrum S C H kan vi med denna uppdelning av H definiera en projektion Ps : H — S
som
Ps(f)=g, dir f=g+hochgeS, heS*t.

Denna projektion kallas en ortogonalprojektion om den uppfyller foljande egenskaper:
(i) Ps &r linjar.
(i) Ps(f) = f om f €.

(iii) Ps(f)=0om f e St

4.2 Harmoniska funktioner

Vi kommer nu véinda oss till att studera harmoniska funktioner, det vill sdga funktioner som uppfyller
Aw = 0. Vi inleder avsnittet med den fran kapitel 1 utlovade diskussionen om varfér Dirichletproblemet
pa en disk l6ses av den sa kallade Poissonintegralen. Vi borjar dock med en nogrannare definition av
vad en Poissonkérna och Poissonintegral &r.

Definition 4.5. Poissonkdrnan P : D x 0D — R ar definierad som
¢+ Z> 1=z
(—=z ¢ — 2]’

Definition 4.6. Lat D = D,(w) vara en disk med centrum i w och radie p, samt lat ¢ : 9D — R vara
en integrabel funktion. Da definieras Poissonintegralen Pp¢ : D — R som

P(z,() :=Re ( (lz] < 1,|¢| =1).

27

1 Z—w .
PD¢(Z) =5 P (a 619> ¢(w + pele)daa
27r0/ p

dar z € D.

For att erhalla en mer explicit formel for Poissonintegralen stoppar vi helt enkelt in punkterna i
Poissonkérnan, det vill séiga vi later z = w + re®* dir 0 < r < p och t € R. Efter en del forenklingar och
omskrivningar erhaller vi Poissonintegralen

27

Ppo(w + reit) = %/

0

p? — 12

p? —2prcos(6 —t) +r?

d(w + pe')do,
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Notera att om vi nu sétter p = 1 och w = 0, erhaller vi Poissonintegralen (1.2). Vi kan nu visa att
16sningen till Dirichetproblemet pa en godtycklig disk alltid gar att 16sa med hjilp av en Poissonintegral.

Sats 4.4. Poissonintegralen Pp¢ dr harmonisk pa D. Om ¢ dr kontinuerlig pa 0D, sa liser Ppo
Dirichletproblemet pa D.

Bews. For att visa att Pp¢ ar harmonisk borjar vi med att konstatera att vi kan anta att w = 0 och
p = 1. Alltsa befinner vi oss pa enhetsdisken och av definitionen av Poissonkérnan foljer nu att

2
1 e + 2 i0
Ppé(z) = Re %/e“’ _Z¢(e )do
0

Alltsa dr Pp¢(z) realdelen av en holomorf funktion och ddrmed harmonisk.
For ett bevis av att Pp¢ uppfyller randvillkoret och didrmed léser Dirichletproblemet se [3] Kapitel
1 Theorem 1.2.4. O

I resten av det hiir avsnittet kommer vi att ndja oss med att bevisa samtliga satser i C = R? dven om
de flesta av dem géller &ven i R™. Anledningen till detta dr att vi endast &r intresserade av C eftersom
det dr diar Riemanns avbidlningssats géller, och pa detta sidtt kommer vi att undvika en hel del av de
tekniska svarigheter som dyker upp i hégre dimensioner.

Det visar sig att teorin for harmoniska funktioner i planet, i manga avseenden &r vildigt lik den
fér holomorfa funktioner. Detta kommer att synas tydligt i de tva foljande satserna. Den forsta &r
identitetsprincipen och den andra &r maximumprincipen. Bada dessa satser kan héirledas med hjilp av
dess motsvarande satser for holomorfa funktioner.

Sats 4.5. Lat u och v vara harmoniska funktioner pa ett dppet, enkelt sammanhdngande omrade Q2 C C.
Om u = v pa en icke-tom, oppen delmdingd U av ), sa dr u = v pa hela Q).

Bevis. Vi kan anta att v = 0, ty om sa inte dr fallet kan vi vélja @ = v — v = 0. Da w &r harmonisk vet
vi att den &r realdelen av nagon holomorf funktion f = u + iw, ddr w &r imagindrdelen av f. Om vi
deriverar f och anvinder Cauchy-Riemanns ekvationer erhaller vi

=9 =1u; —iuy.
Derivatan g &r holomorf pa €2, ty den uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer
Ugy = —Uyy  OCh  Upy = Uyz,

dér den forsta likheten géller pa grund av att u &r harmonisk, och den andra pa grund av att u och
w uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer. Vidare vet vi att ¢ = 0 pa U eftersom u = 0 dér. Fran
motsvarande identitetssats for holomorfa funktioner foljer att g = 0 pa hela Q, alltsa dr dven u, = 0 och
uy = 0 pa hela Q. Detta medfor att u &r lika med en konstant och eftersom v = 0 pa U, maste denna
konstant vara noll. O

Nu kan vi formulera och bevisa maximumprincipen for harmoniska funktioner i planet.

Sats 4.6. (Mazimumprincipen) Om u dr en harmonisk funktion pa ett dppet, enkelt sammanhding-
ande omrade Q0 C C, och u antar sitt mazximum pa §2, sa dar u konstant.

Bevis. Antag att u antar ett lokalt maximum i w € Q. Da dr v < w(w) pad D.(w) for nagot r >
0. Eftersom w #r harmonisk sa existerar det en holomorf funktion f pa D, (w) sadan att Re f = w.
Alltsé antar |ef| = |e*T| = €% maximum pa D,(w) och dirfér maste e/ enligt maximumprincipen
for holomorfa funktioner, (Sats 2.1), vara konstant. Dérmed maste &ven u vara konstant pa D, (w) och
enligt identitetssatsen ovan maste da u vara konstant pa hela £ och beviset ar fardigt. O
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Nista viktiga resultat dr att en harmonisk funktion uppfyller den sa kallade medelvirdesegenskapen
och omvént att en funktion som uppfyller medelvirdesegenskapen dr harmonisk.

Definition 4.7. En kontinuerlig funktion u definierad pa 2 C R™ uppfyller medelvirdesegenskapen om

1
u(wo) = m(B)/BU(w)dM

for varje boll B med centrum i wy, vars slutna hélje B ligger i Q.

Hir betecknar m(B) det sa kallade Lebesguemattet av B, och ger oss storleken pa B. I en dimension
far vi ut langden, i tva dimensioner arean, i tre dimensioner volymen och sa vidare.

For vara syften, i tva dimensioner kommer det dock till att borja med att vara praktiskt att formulera
medelvirdesegenskapen i termer av medelvirden over cirklar. Det blir da att

Mm:%LMMM%M (4.3)

for alla v sadana att D, (w) ligger i Q. Vi kommer dock ocksa behdva att detta medfor medelvérde-
segenskapen pa bollar vilket foljer fran foljande resonemang. Betrakta

mtb)/BU(M)dA(w) = 7;20]?“(100+56i6)5d6d5'

Tillimpning av (4.3) ger att

1 2u(wp) [s2]"
— /27ru(wo)sds =3 [2 . = u(wy).
0

Sats 4.7. Lat u vara en harmonisk funktion pa en éppen mingd Q C C, och lat D = D,.(w) vara en disk
sadan att D C Q. Dd gdiller medelvirdesegenskapen (4.3). Omuint, om u :  — R dr en kontinuerlig
funktion och det for varje w € Q finns ett tal p > 0 sadant att (4.3) gdller for alla r < p, sa dr u
harmonisk pa €.

Bevis. Antag forst att u dr harmonisk pa € och definiera 7 > r sa att « &r harmonisk pa disken Dy(w).
Precis som tidigare vet vi att det finns en holomorf funktion f pa Dx(w) sddan att Re f = u. Da far vi
med Cauchys integralformel

_ 1 f(©)
f(w) = i o, () - wd(:
Variabelbytet ¢ = w + re*? ger
2
flw) = % /f(w + re?)de. (4.4)
0

Om vi nu tar realdelen av bada sidor av (4.4) far vi (4.3), och dédrmed &r forsta delen av beviset klart.
Antag nu istéillet att u dr en kontinuerlig funktion pa . Vi konstaterar forst att det ricker att visa
att u dr harmonisk pa varje 6ppen disk D sadan att D C . Fixera en sadan disk D och definiera en
funktion v : D — R sadan att
uw— Ppu  paD,
! 0 paaD.
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D4 vet vi att v dr kontinuerlig pa D. Vidare uppfyller v medelvirdesegenskapen pa D da u uppfyller den
enligt antagande och Ppu gor det pa grund av forsta delen av satsen d& Ppu dr harmonisk. Eftersom D
ar kompakt s& maste v anta ett maximalt virde M i ndgon punkt pa D. Fér att kunna utnyttja detta
faktum infor vi de tva méngderna

A={zeD:v(z) <M} och B={z€D:v(z)=M}.

Méngden A dr uppenbarligen 6ppen eftersom v &r kontinuerlig. Lite mer forvanande &r kanske att dven
méngden B dr oppen. Detta foljer fran att v uppfyller medelvirdesegenskapen och déirmed har vi att
om v antar maximalt virde M i en punkt z sa maste v = M pa godtyckligt sméa diskar med centrum i
z. Eftersom dessa bada omraden dr 6ppna, disjunkta och D &r sammanhéingande maste ett av dem vara
tomt. Det forsta alternativet dr att A = D och B = (). Detta leder till att v antar sitt maximala virde
pa randen, alltsd M = 0. Fér det andra alternativet A = () och B = D, har vi att u = M och dérmed
M = 0 dven hir. Alltsa maste v < 0. Samma resonemang, tillimpat pa —v ger oss att v > 0. Alltsa
ar u = Ppu pa D vilket leder till slutsatsen att v dr harmonisk pa D eftersom Ppu ar det. Beviset ar
klart.

O

Den andra viktiga satsen dr en direkt f6ljd av att en funktion &r harmoniska om och endast om den
uppfyller medelvirdesegenskapen.

Sats 4.8. Antag att {u,} dr en sekvens av harmoniska funktioner pa Q C C som konvergerar likformigt
mot en funktion u pa kompakta delmdngder av Q. Da dr u harmonisk.

Bevis. Lat D,.(w) vara en disk sddan att D,.(w) C Q. DA varje u,, antas vara harmonisk far vi frin den
forsta delen av medelviirdesegenskapen (Sats 4.7) att

2T

1 .

Up(w) = o /un(w + pei®)dh
0

for varje p < r. Fran likformig konvergens far vi nu att dven u maste uppfylla denna egenskap och

dérmed &r u harmonisk enligt den andra delen av Sats 4.7. O

Den tredje och sista viktiga satsen i detta avsnitt behandlar nagonting som kallas for svagt harmo-
niska funktioner.

Definition 4.8. En funktion u kallas for svagt harmonisk pa en éppen méngd Q C C om (u, Ay) =0,
for varje ¢ € C§°(Q2), dir C§°(Q2) betyder att funktionen &r odndligt deriverbar pa € och har kompakt
stod 1 Q (det vill sdga 1(z) =0 om 2z ¢ Q).

Notera att en svagt harmonisk funktion, till skillnad fran en harmonisk, inte behéver vara tva ganger
deriverbar, det récker att den &r integrabel. Dessutom &r alla harmoniska funktioner uppenbarligen dven
svagt harmoniska. Partialintegrerar vi tva ganger, far vi ndmligen att

(Mg, u) = (¢, Au) = 0 (4.5)

eftersom v &r harmonisk. Det visar sig att det givet en svagt harmonisk funktion u finns en harmonisk
funktion u sadan att u(z) = u(z) for nistan alla z, det vill siiga de skiljer sig endast at pa ett omrade av
Lebesguematt noll. Vi kan alltsa givet en svagt harmonisk funktion modifiera denna pa en férsumbart
liten méngd och dérigenom fa en en harmonisk funktion. For att kunna bevisa detta behover vi forst
en hjélpsats. Denna hjdlpsats &r ytterligare en applicering av medelviardesegenskapen for holomorfa
funktioner men innan vi kan formulera den behéver vi infora begreppet approximation av enheten.
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Definition 4.9. Lat ¢ € C*(C) och antag att: ¢ har kompakt stéd, ¢ > 0, [-¢(2)dz = 1 och
v(z) = ¢(|z]). Lat nu ¢,(2) = r~"p(z/r) for r > 0. Da kallas familjen av funktioner {p,},~0 for en
approximation av enheten.

Poéngen med en approximation av enheten &r foljande. Lat u vara en lokalt integrabel funktion
definierad pa en méngd Q C C, det vill séiga

/ |uldz < oo
K

for varje kompakt delméngd K av Q. Om {¢, },~¢ ir en approximation av enheten sa géller att (uxp,) €
C>(Q) och att (u* ¢,.) — u(z) punktvis f6r nistan alla z € Q da r — 0, det vill siga man kan
approximera en godtycklig integrerbar funktion med glatta funktioner.

Lemma 4.9. Om u uppfyller medelvirdesegenskapen (Sats 4.7) i en dppen mingd Q C C, och det slutna
holjet av disken {z : |z — zo| < r} ligger i Q, sa dr

u(z0) = (ux*¢r)(20), (4.6)

déir o (w) = r~2p(w/r).
Bewvis. Vi har att

u* pr(29) = /gpr(w)u(zo —w)dA(w) = / Wu(zo —w)dA(w).

Koordinatbytet w = pe’? ger att

/Wu(zo —w)dA(w) = /Ooo ‘P(p/r)p/o ﬂ u(zo — pe')dbdp.

r2

Enligt medelviirdesegenskapen ér den inre integralen 27u(zg), vilket ger oss

2mu(z0) /000 Mpdp = u(zp) /000 Ws/o ! dodp.

r2 r2

Byter vi nu tillbaka till de ursprungliga koordinaterna blir detta

w/r
uzo) [ A aaw) = uteo) [ r(wda) = utzo)
da ¢ &r en approximation av enheten. O

Sats 4.10. Varje svagt harmonisk funktion u pa Q C C kan korrigeras pa en mdngd av Lebesquematt
noll, sa att den resulterande funktionen dr harmonisk.

Bevis. Lat Q. = {z € Q: d(z,00) > e} dir e > 0 och d(z,00) betecknar avstandet mellan punkten z
och randen 9€2. Da vet vi att regularisationen u,, = ux* ¢, ir definierad pa €2, for r < e. Vidare vet vi fran
tidigare diskussion att funktionen w, ir glatt (oindligt manga ganger deriverbar). Hiarnést konstaterar
vi att u, faktiskt &r svagt harmonisk. Lat ndmligen ¢ € C§°(€2.). Da géller att:

(. 80) = w6 80) = [ [ ule = ruppl) Au()dA(w)aA()
- [ etw ( [t~ rw)sz)dA(z)) AA(w)
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Notera nu att den inre integralen &r (u, At),.), med v, = 1(z + rw), och dérmed lika med noll da u
enligt antangande dr svagt harmonisk. Alltsa far vi att

(up, A) = (u* @p, Ap) =0

och dérmed &r u * ¢, svagt harmonisk.
Vidare har vi redan konstaterat att u, #r glatt och dérfor kan vi med partialintegration erhalla
(ur, A) = (Auy,tp) = 0. Alltsa maste u, vara harmonisk.
Vidare vill vi nu visa att
ux or, (2) = wk @ry(2) (4.7)

nér z € Q¢ och r1 + ro < e. Notera att (u * @, ) * ©r, = u* @, giller enligt Lemma 4.8, men dessutom
far vi fran kommutivitet av faltning att (u % @, ) * ©r, = (U * @ry) * Gry = Uk @, sa (4.7) géller. Om vi
nu later 11 — 0 medan ro halls fix, far vi som tidigate diskuterats, att u* ¢, (z) — u(z) for ndstan varje
z € Q.. Alltsa har vi att u(z) = u * ., (2) for nédstan alla z € Q.. Eftersom u * ¢, (z) dr harmonisk pa
Q., har vi hirmed visat att v kan korrigeras pa €2 sa att den &r harmonisk hér. Later vi nu € — 0 far
vi samma resultat pa €. O

4.3 Dirichletproblemet

Vi har redan stott pa Dirichletproblemet nagra ganger i rapporten. Forsta gangen var i borjan nér vi
anvéande det som ett motiverande exempel till varfor det &r intressant att titta pa Riemanns avbildnings-
ats. Andra gangen var i det tredje beviset av Riemanns avbildningssats dér vi véinde pa resonemanget
och visade att Riemanns avbildningssats foljer fran Dirichletproblemets losbarhet. Tredje gangen var i
avsnittet om harmoniska funktioner dar vi diskuterade losbarheten av Dirichletproblemet i en godtycklig
disk. Nu har det &dntligen blivit dags att visa att Dirichletproblemet ar 16sbart i allménhet, det vill sdga
bevisa Sats 3.2.

Definition 4.10. Dirichletproblemet gar ut pa att givet en funktion f € C(09), hitta en funktion
u € C%(Q) sadan att
Au=0 19Q,
u=f paod,

dar € ar ett 6ppet, begrinsat sammanhéngande omrade i C och 9f &r randen till Q. Dessa definitioner
av f och ) géller under hela detta avsnitt om inget annat ndmns.

Lat oss nu studera den sa kallade Dirichletintegralen
D(u) = [ |Vu(z)]*dA(z).
Q

Den forsta, och kanske viktigaste, observation vi gér &r att den funktion u € C?(£2) som minimerar
D(u) &r harmonisk. Denna observation kallade Riemann fér Dirichletprincipen.

Sats 4.11. (Dirichletprincipen) Antag att det finns en funktion v € C*(Q) som minimerar D(u)
bland alla U € C?(Q) med Ulpq = f. Dé dr u harmonisk i Q.

Bevis. For tva funktioner F och G i C?() definierar vi foljande skaldrprodukt

(F,G) = / VF . VGds.
Q
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Med denna skaldrprodukt blir D(u) = (u,u). Om vi definierar en funktion v € C2?(Q) sddan att v|gn = 0
géller for alla storningar € att
D(u+ ev) > D(u),

eftersom u + ev = f pa 0. Om vi ser D(u + ev) som (u + ev,u + ev) far vi dock att
D(u + ev) = D(u) + 2D (v) + e(u, v) + €(v, u),
vilket tillsammans med olikheten ovan implicerar att
2D (v) + e(u,v) + e(v,u) > 0.

Genom att fora ett likadant resonemang som i beviset for del (#) av Sats 4.2 kan vi konstatera att
(u,v) = 0, eftersom stérningen e kan vara bade positiv och negativ. Partialintegration ger nu att

Detta ger att Au = 0 pa randen eftersom likheten ovan skall giilla for samtliga v € C%(Q) sadana att
1}|aQ =0. ]

Man kan ldtt tro (vilket bade Dirichlet och Riemann gjorde) att Dirichletprincipen héirigenom éar
bevisad, men detta visade sig vara felaktigt. Problemet dr némligen att det inte alltid behover existera
ett minimum till D(u). Vi 6vergar dirfor nu till att bevisa nér detta géller och som vi kommer att
uppticka ar detta allt annat &n enkelt att visa, och det &r hir som den abstrakta Hilbertrumsteorin fran
avsnitt 4.1 och teorin for harmoniska funktioner fran avsnitt 4.2 kommer att spela en avgérande roll.

Till att borja med noterar vi att for att en funktion skall vara harmonisk maste den naturligtvis
vara tva ganger deriverbar, men tack vare Sats 4.10 vet vi att om u &r svagt harmonisk sa kan vi gora
den harmonisk. Av denna anledning kan vi lyfta kravet att u ska vara tva ganger deriverbar och istéllet
betrakta alla funktioner som ir en gang deriverbara, det vill siga alla u € C1(Q). I ett forsta forsok att
gora detta betraktar vi C1(Q2) som ett vektorrum med den tillhrande skaldrprodukten

(u,v):/Vu-WdA.
0

Notera att denna skaldrprodukt ger oss att D(u) &r normen i vart vektorrum, sa fran och med nu
kommer vi skriva D(u) = ||lul|. Lat

A={ueC'Q):u=fpaodQ},

och 1at vidare
d = inf [jw]|.
weEA

D& u = 0 inte ligger i A, ir A inte ett linjirt delrum av C*(Q), utan ett si kallat affint delrum.
Geometriskt kan vi téinka pa A som en linje eller ett plan i C1(Q2) som inte gér genom origo. Alltsa kan
vi tédnka pa det u € A som minimerar |lu||, som den punkt pa linjen eller planet A som har det minsta
avstandet till origo. Lat nu {u, }22; vara en sekvens av funktioner i A sadana att ||u,| — d da n — oo.

D& vi hellre vill arbeta med funktioner som &r noll pa randen, definierar vi nu en ny sekvensen
vp = F —uy,, dir F € C1(Q) har egenskapen att F' = f pa 99Q. Vi kommer tills vidare anta att f kan
skrivas pa detta sitt, se Lemma 4.15 och den efterféljande disskussionen nedan. Vi betecknar méngden
av alla funktioner i C1(2) som ir noll pa randen med Sy, det vill siiga

So = {w e C* Q) : w=0pa 00},

och noterar att v, € Sp, for alla n.
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Nista steg blir att undersoka om {v,}%2 ; konvergerar, och om den i sa fall konvergerar mot ett
element i Sy. Det &r hir vi stéter pa stora svarigheter. Vi har nimligen ingen aning om {v,}32
konvergerar éverhuvudtaget i ett sa godtyckligt vektorrum som det vi befinner oss i. Om vi dédremot
hade befunnit oss i ett Hilbertrum hade vi haft mycket storre utsikter att lyckas, eftersom vi har mycket
storre kunskap om dessa rum. Problemet dr dock att C'(Q) inte &r ett Hilbertrum. Ett Hilbertrum
méste ju som bekant till exempel ha egenskapen att ||w|| = 0 om och endast om w = 0, men i C1(€) #r
aven ||c|| = 0 for alla ¢ € C. Detta hinder kan vi 6verkomma genom att bilda sa kallade ekvivalensklasser.
Dessa ekvivalensklasser fas av att vi betraktar funktioner som skiljer sig pa en konstant som identiska.
Vi bildar alltsa ett nytt rum

Ho = {[w] : w € C*(Q) och [w] = [v] om w = v + ¢ for nagot ¢ € C},

dir [w] betecknar ekvivalensklasser av w. Vi kommer i fortsittningen skriva w istéllet for [w].

Vi noterar forst att Sy C Hg. Detta kan vi sluta oss till eftersom tva olika funktioner i Sy inte kan
bli lika i Hy under ekvivalensrelationen. Detta rum Hg &r dock inte heller ett Hilbertrum, utan ett
pre-Hilbertrum. Fran Sats 4.1 vet vi dock att Hg har en tillslutning H sadan att Hg C H, dir H &r ett
Hilbertrum. Alltsa méaste Sy C H och vidare finns det da dven ett slutet delrum S = Sp i H.

Efter denna utsviivning kan vi arbeta i vart nya Hilbertrum 7 istillet for i C*(Q). Vi har nu att
Uy, € H och v, € S for alla n. For att se att {v, }52; konvergerar visar vi att den &r Cauchy. Detta gor
vi genom att tillimpa parallellogramlagen pa {v,}22 ; pa precis samma sétt som vi gjorde pa {g,}32
i beviset av Sats 4.2 del (7). Alltsa #r {v,}52; en Cauchy-sekvens och da S #r ett slutet delrum av ett
Hilbertrum innebér detta att det finns ett element v € S, sadant att ||v, — v|| — 0 d& n — co. Detta
medfor i sin tur att dven {u,}>2, konvergerar i H.

Vi kan vidare konstatera att det maste vara sa att

lim v, = Ps(F),

n— oo

dédr Ps betecknar ortogonal projektionen fran H till S, eftersom detta uppenbarligen minimerar w,, =
v, — F. Vi har dock ingen aning om vad {u,}32; konvergerar mot men som tur &r kan vi med hjilp av
foljande lemma visa att {u, }°; konvergerar #ven i L?-norm.

Lemma 4.12. Lat 2 vara en dppen, begrinsad och sammanhéngande delmingd av C. Antag vidare att
v e CYHQ) och att v|sq = 0. Dd dr

/\v(z)|2dA(z) SCQ/ |Vo(2)2dA(z). (4.8)
Q Q

Bevis. Vi bygger beviset pa foljande observation. Antag att f € C1(I), dir I = (a,b) ir ett intervall i
R. Om f =0 vid en av dndpunkterna, till exempel f(a) = 0, sa kan detta naturligtvis skrivas som

)= [ (.

Cauchy-Schwarz olikhet, med funktionerna f’(t) och 1, ger att

F()2 < |1] / N

Integration 6ver I med avseende pa s ger nu att

/ F(s)Pds < |12 / (1)t (4.9)
I I
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For att bevisa (4.8) skriver vi z = (x,y), dir Re(z) = = och Im(z) = y. Vi kan nu betrakta den ppna
méngden J(y) = {z € R: (z,y) € Q}, dér y &r fix. Applicering av (4.9) pa J(y) ger

/ ol )Pz < | T(y)[? / Yoz, y)d.
J(y) J(y)

Detta tillsammans med att |J(y)| < d(€2) och integration 6ver y ger (4.8). O

Om vi nu utnyttjar Lemma 4.12 pa v, — v,, kan vi dra slutsatsen att {v,}°2; och dérmed &ven
{u,}22; #dr Cauchy i L?-normen, vilket innebér att
lim u, = F — Ps(F) € L*(Q).
n—oo
Fran w = F — Ps(F') och Sats 4.2 del (i) vet vi nu att, om ¢ € C5°(£2) sa dr (u, ) = 0. Alltsa géller
att (un,®) — 0, men genom partialintegration far vi att

(un, ) = /QVun -VydA = —/QunA@/JdA = —(Un, At) 12(0).

Alltsa har vi att (u, Ay) = 0 for alla ¢ € C§°(Q), vilket betyder att u #r svagt harmonisk. Fran Sats
4.10 vet vi att v kan goras harmonisk genom att korrigeras pa en obetydlig méngd.

Lat oss nu aterviinda en kort stund till formuleringen av Dirichletproblemet i Definition 4.10. Vad
vi har lyckats visa hittills &r att om det finns en funktion F' € C1(Q2) sadan att F' = f pa 0 s& kan vi
hitta en funktion u, sadan att Au = 01 §2. Det som aterstar dr att visa dels hur vi kan hitta F', och dels
att u har ratt randvillkor.

Vi borjar med att forscka visa att w uppfyller de randvillkor som problemet stéller. For att gora
detta behover vi definiera vad yttre triangelvillkoret dr for nagot.

Definition 4.11. Lat T vara en likbent triangel vars lika langa sidor har lingden [. Lat vinkeln mellan
dessa sidor vara « och kalla punkten dér de lika langa sidorna mots for A. Ett omrade  uppfyller ytire
triangelvillkoret, om det for varje punkt z € 9N finns en triangel kongruent med 7', for [ och « fixa,
sadan att A = z och T ir disjunkt med €.

Det ar enkelt att hitta omraden som uppfyller yttre triangelvillkoret, till exempel alla omraden med
glatt rand. Ett exempel pa ett omrade som dr enkelt sammanhéngande, men som inte uppfyller yttre
triangelvillkoret, dr enhetsdisken med intervallet (—1, 0] borttaget. For detta omrade kommer alltsa var
metod inte att fungera, &ven om Dirichletproblemet &r 16sbart for alla enkelt sammanhingande méngder
iC.

Det &r dven enkelt att hitta méngder som &r varken enkelt sammanhéngande eller uppfyller yttre
triangelvillkoret, till exempel den punkterade enhetsdisken.

Lemma 4.13. For varje Q C C som satisfierar det yttre triangelvillkoret finns det tva konstanter ¢y < 1
och cog > 1 sadana att

/ l0(2)[2dA(2) < C8° / IVo(2)2dA(2).
Beys(w)

BCzé(w)ﬁQ

ddr w dr en punkt i Q pd avstindet & fran 02, v € C1(Q) och v]gn = 0.

Beviset av detta lemma &r langt tekniskt och elementért, sa for att inte ta fokus fran Dirichletpro-
blemet véljer vi att inte presentera detta bevis, for den intresserade ldsaren hinvisar vi till till exempel
[2] kapitel 5 Proposition 4.13 och den efterféljande diskussionen.
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For att bevisa att u|aq = f réicker det, tack vare kontinuiteten av f pa 99, att visa att det for varje
wo € 082 och varje sekvens wy, € 1, sadana att w, — wp nér k — oo, ar sa att u(wg) — f(wp). Vi tittar
nu pa medelvirden av F' och u, tagna 6ver en disk med centrum i, ett fér stunden fixerat, w och med
radie ¢10(w). Vi betecknar dessa medelvirden med Av(F') respektive Av(u,), det vill siga

Av(F)(w) = 71_(%15)2 /BC o F(z)dA(z) och  Av(up)(w) = @ /qu(w) un(2)dA(z). (4.10)

Om vi tittar pa beloppet av skillnaden mellan dessa medelvérden far vi

2
1 1

7 ). | e / RS

2

[(Av(F) = Av(up)) (w)]* =

- W(Ci5)2/B ( )(F_un)(Z)dA(Z)

Applicering av Cauchy-Schwarz olikhet pa F' — u,, och 1 ger nu att

1 1 )
7T(015)2 /Bcl(;(w)(F_un)(z)dA(Z) < 71—(015)2/3616(11}) |(F—un)(z)\ dA(Z)

D& F —u, € C1(Q) och F — u, = 0 pa 95 kan vi tillimpa Lemma 4.13 pa denna integral och far att
den begrénsas av

C§? )
W /Bcga(w)ﬁQ IVE = un)(2)"dA(2). (4.11)

Eftersom 62 forkortas bort kommer ekvation (4.11) ga mot noll d& § — 0 ty d& integrerar vi 6ver mindre
och mindre diskar. Samtidigt vet vi att Av(uy,) = uy, och ddrmed géller &ven att Av(u) = u da n — oo,
enligt medelviirdesegenskapen for harmoniska funktioner (Sats 4.7) och att forsta integralen i (4.10) gar
mot f(wo). Allt detta tillsammans ger att

u(wg) — f(wg) da k — oo,

och dérmed har vi visat att var 16sning uppfyller ulsq = f och att w &r kontinuerlig upp till randen.
Det sista som aterstar fir antagandet att det givet f € C(92) existerar en funktion F € C*(Q) siddan
att Flaq = f. For detta behover vi tva lemman.

Lemma 4.14. Lat f vara en kontinuerlig funktion pa en kompakt delmingd I' av C. Da existerar det
en kontinuerlig funktion G pa C, sidan att G|r = f.

Bevis. Vi borjar med att observera att om vi har tva disjunkta kompakta méngder K, och K sa finns
det en funktion g : C — R sadan att 0 < g(z) <1, g =0 pa Ky och g =1 pa K;. Lat ndmligen d(z,K)
beteckna avstandet fran z till K och definiera

d(Z, KQ)
d(z,Ko) +d(z, K1)

9(z) = (4.12)

Vi kan utan inskrinkning anta att f dr en positiv funktion uppat begrinsad av 1 pa I'. Definiera de
disjunkta méngderna
Koy={z€T:0< f(2) <

b} ooch Ky={zel:-<f(z)<1}

Wl
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Vi kan fran den inledande observationen ovan, genom omskalning av (4.12), garantera att det existerar
en funktion G; : C — R med 0 < G4(z) < 1/3 pa C, som antar virdet 0 pa Ky och 1/3 pa K;. Fran
detta far vi att

2
0< f(z)—Gi(z) < 3 for alla z € T
Om vi upprepar samma argument med f — Gy istéllet for f, dér vi nu later Ky och K; definieras av

olikheterna 0 < f(z) — G1(2) < 1/3-2/3 och 2/3-2/3 < f(z) — G1(z) < 2/3, finns det en funktion
Gy :C—Rmed 0 <Ga(z) <1/3-2/3 som antar viirdet 0 pa Ko och 1/3-2/3 pa K, sidan att

0< f(2) = Gil2) — Gal2) < (;)

z&terupprepning av detta forfarande ger

2

N
0< f(2) = Gi(2) — Ga(2) — ... — Gn(2) < <3>

och 0 < Gy <1/3-(2/3)V~1! pa hela C.
Om vi nu definierar

G(2) =Y Gu(2) (4.13)

n=1

s& #r G kontinuerlig och G(z) = f(z) pa T. O

Lemma 4.15. Antag att T' dr en kompakt delmdingd av C, och att f dr en kontinuerlig funktion pa T.
Da existerar det en sekvens {F,} av oindligt deriverbara funktioner pa C sadana att F,, — f likformigt
paT.

Bevis. Lat ¢ vara en approximation av enheten och definiera

F.(z) = /G(w)cpe(z —w)dA(w).

dér € > 0 och G(z) ges av (4.13) i Lemma 4.14. For varje fixt € > 0 &r F, en odndligt deriverbar funktion
och om vi betraktar skillnaden mellan F, och G(z) far vi att

F(2) = G = [ (Gw) - Geplz ~ w)dd(w)

da integralen av en approximation av enheten &r ett.
Eftersom integrationen #r begrinsad till |z — w| < e, far vi slutligen att

[Fe(z) = G(2)] < iy G(2) — G(w)] /%(Z —w)dA(w),
dér den kvarvarande integralen aterigen dr ett. Da G ar likformigt kontinuerlig nira I' gar hogerledet
mot noll likformigt med e. Viljer vi nu e = 1/n &r beviset klart. O

Istéllet for att 16sa ett Dirichletproblem loser vi nu en rad Dirichletproblem pa formen

AU, =0 iQ,
U, =F, paodf.
Fran Lemma 4.15 vet vi att {F, }52; kan viljas som en sekvens av oédndligt deriverbara funktioner sadana
att F,, — f likformigt, da n — oco. Da foljer det fran maximumprincipen (Sats 4.6) att {U,, } konvergerar

likformigt mot en funktion w som ér kontinuerlig och uppfyller att u|go = f. Da konvergensen &r
likformig foljer det fran Sats 4.8 att w &r harmonisk pa Q. Dérmed dr beviset fardigt.
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Kapitel 5

Numeriska simuleringar

Detta kapitel kommer att vigas till att forklara hur vi numeriskt har tagit fram avbildningar for nagra
valda omraden. For detaljerad kod, se appendix.

5.1 Forsta algoritmen

Den forsta algoritm vi anvénder baseras pa beviset i avsnitt 3.2. Detta &r en iterativ algoritm, som vi
far kora i nagra hundra steg for att fa en approximativ 16sning. Algoritmen vi anvénder for att hitta
transformen i varje steg ar:

1. Hitta den punkt pa randen till omradet som ligger nirmast origo, dop den till a. Transformera

omradet med ¢, (2) = =

2. Definiera en roten ur funktion, kalla den S. Transformera omradet med S(z).
3. Lat 0 = S(a), transformera omradet med g(z).

Vi har, f6r att koden skall bli sa enkel som mgjligt, antagit att steg 1 i férsta beviset (avsnitt 3.1) redan
ar utfort, sa att omradet € vi vill hitta en avbildning fran redan ligger inuti D och innehaller origo. Det
vi i koden borjar med dr att lata anvindaren trycka in en serie med punkter som bildar hoérnen till en
polygon vars sidor blir randen pa omradet.

Det forsta problem vi stoter pa &r att definiera en kontinuerlig kvadratrotsfunktion. Eftersom prin-
cipalroten #r diskontinuerlig lings med negativa realaxeln blir det problem om var rand (efter transfor-
mationen i steg 1) korsar denna. I goodsqrt har vi skrivit en funktion som tar in en vektor av komplexa
tal. Den anvénder sedan den inbyggda sqrt funktionen i MATLAB tillsammans med att den haller reda
pa nér kurvan passerar negativa realaxeln for att kunna ge en kvadratrotsfunktion som &r kontinuerlig
pa den givna polygonen, se figur 5.1. Pa grund av det sdtt som vi har definierat var rot, far vi problem
nir vi ska vilja 8 = S(«). Nér vi definierar var rot gor vi sa att den blir kontinuerlig pa ¢, (99),
medan « inte ligger pa den kurvan, da blir problemet att avgoéra om S(a) = /a eller S(a) = —/a skall
anvindas. Vid ritt val av 8 far vi en ny Koebe méingd med en storre inre radie (markerad med en liten
cirkel). Vid fel val av @ far vi att randen inte omsluter origo. I figur 5.2 ser vi i sista rutan exempel pa
bada valen av (. Den metod som vi anvdnder i koden for att vélja 8 ar att kontrollera vilket 5 som
uppfyller

min @z o050 p,(z) < pgoSop.(a).
z€0Q

Empiriska studier visar att detta stdimmer om och endast om vi har valt rétt (.
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a0

X X

Figur 5.1: Exempel pa en kurva 092 i z = = + iy planet och v

Nér vi upprepar manga iterationer av denna algoritm gar bilden av randen mot enhetscirkeln, se
figur 5.3 for ett exempel. Hittills har vi tagit fram bilden av randen. Lat f,(z) = @g, © Sy © @q,, (2) vara
de expansioner som vi definierar i andra beviset, avsnitt 3.2, da har vi efter N iterationer avbildningen

Fn(z) = fno fn—10..0 fi(2).

Om vi vill anviinda Fy for att transformera inre punkter i méngden stéter vi pa problemet att vi maste
lyckas definiera S,,(z) i varje steg dven for inre punkter, vilket visar sig vara problematiskt. For att
undvika detta kollar vi istillet inversen av Fy. Eftersom ¢, '(2) = ¢4 (z) och S;1(2) = 22 har vi att

ot =a, oSyt owgs, () och
Fyl(2) = filtofyto o frt(2).

Denna funktion &r inga problem att evaluera och ger dirfér en bra approximation pa en avbildning
F:D — Q.1 figur 5.4 syns ett exempel pa hur det kan se ut nir man transformerar dven de inre
punkterna.
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Z-plane

Z-plane
Tr 1
05T 05
= 0} = 0
05 05
-1 : : : -1
-1 05 00 05
¥
Z-plane
Tr 1
05¢ 0s
= O = 0
-05 0.5
-1 : : : -1
-1 05 00 05
X

Figur 5.2: Hir ser vi i ordning, fran vénster till héger, uppifran och ner, exempel pa 99, ¢, (09),
S 0pa (082) och pg 0.5 0w, (0€). I sista bilden visas &ven ¢_g o S 0 ¢, (092) av streckad linje.
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6 iterationer

2 iterationer 14 iterationer

05 05 05

05 -05

¢

; e o
X b
30iterationer 62 iterationer 126 iterationer
1 1 1
05 05 05
- 0 = 0 = 0
05 -05 05
1 -1 1
1 1 -1 0 1 1 0 1
b X b

Figur 5.3: Hér ser vi exempel pa bilden av 0f) efter fler och fler iterationer.

Z-plane Z-plane

-1 -05 0 05 1 -1 -05 0 05 1

Figur 5.4: Till viinster syns €. Till héger syns bilden Fj26(Q2) dér randen ligger néra D. I bada bilderna
finns dven kurvor i det inre av omradet avbildade.
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5.2 Andra algoritmen

Den andra metoden vi har anvint fér att numeriskt ta fram avbildningar kallas Schwarz-Christoffel
avbildningar. Denna metod baseras pa ett uttryck som ger en avbildning mellan I och godtycklig n-
horning. Lat fy : D — C vara definierad av

folz) = /0 1T (1 - Z)_l a,

i=1

dir |z;] =1,0< a; <2, a; =n—2, och z,...,z, éir ordnade moturs pa enhetscirkeln. Da avbildar f
enhetsdisken pa en polygon med inre vinklar wa; och z; avbildas pa polygonens hérn.

For n = 3 &r det ett ganska enkelt problem att l6sa integralen i MATLAB och fa fram sadana
avbildningar. Nér vi har 16st integralen behover vi bara skala, translatera och rotera bilden for att
hamna pa den givna triangel. For ett exempel pa en avbildning mellan enhetsdisken och en triangel se
figur 5.5.

Z-plane w-plane

Figur 5.5: En avbildning mellan D och en triangel med hjélp av en Schwarz-Christoffel avbildning.

Om n = 4 kan vi inte vélja vilka z; som helst. Da riacker det inte med att bestdmma polygonens vinklar
for att fa en polygon som dr kongruent med nagon given polygon. For att bilden skall bli kongruent med
en fyrhorning given av vertexen v, vo, v3, v4 maste de valda z; uppfylla

J3 O] oy
S22 fydn| ezl

Eftersom f{ dr holomorf kan vi vilja att integrera lings med vilken vig vi vill. I eq4.m har vi valt
att integrera lings med rita linjer fran integrationsgrinserna till origo som vi har parametriserat med
~v = tz;. Da kan vi skriva om uttrycket ovan pa ett séitt som gor det liatt att evaluera med quad,

|’U3 —Ug‘ =0.

0 1
|’l)2 — U1| — ‘/ fé(tzl)zldt +/ fé(tZg)ngt
1 0

0 1
/ fo(tz2)zadt + / J{(tz3)z3dt
1 0

Nér vi bestdmmer lingden pa sidorna av en fyrhérning med givna vinklar som skall vara kongruent
med en given fyrhoérning, har vi endast en frihetsgrad. Darfor kan vi vélja zs, 23, 24 hur vi vill, och vi har
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valt zo = —1, z3 = —i, z4 = 1. Forst forsokte vi anvidnda fzero, en inbyggd MATLAB-funktion for att
hitta nollstéllen, men detta var problematiskt da fzero avbryter sa fort den stéter pa en singularitet.
Vi skrev istéllet en mycket mindre kénslig funktion, findz4, som lyckas hitta nollstéllen mycket oftare
i vart fall. Ett exempel pa detta syns i figur 5.6. Man kan dven anvinda denna algoritm pa en polygon

Z-plane wi-plane

Figur 5.6: En avbildning mellan D och en fyrhérning med hjélp av en Schwarz-Christoffel avbildning.

med godtyckligt antal horn men det leder till att man behdver 16sa ett komplicerat ekvationssystem.
For en godtycklig polygon med n > 5 vertex, finns det namligen n — 3 frihetsgrader i valet av z; for
att fa en bild som &r kongruent med en given polygon. Vi kan vélja 2z, o = —1,2,_1 = —i,2, = 1 och
bestamma z1,...,2,_3 utifran ekvationssystemet

Zj+1 g/
fzj fO(’Y)d’Y‘ _ |'Uj+1—’Uj‘ o

= , s — 2,
z2 —
JZ fyan| Tzl

for att fa en bild kongruent med en polygon med vertex vy,...,v,. Dessa komplicerade ekvationssystem
ger problem om vi vill anvinda samma metod for att 16sa dettta system som vi anvénde i fallet med
endast en okénd, vilket blir valdigt knoligt i flera dimensioner.
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Appendix A: Forsta algoritmen

getboundary.m

getboundary kors nédr man vill trycka in en serie punkter som hoérn till en polygon som man vill
transformera.

[Cx,Cy]l=unitcircle;

set (0, ’DefaultAxesColorOrder’, [0 O 0])

figure(1)

clf

myFigure(2,2,1)

[a,b]l=ginput (1) ;

boundl=a+b*1i;

plot(boundl,’.’)

title(’z-plane’)

while abs(boundl(end)-bound1(1))>0.05 || length(boundl)<3
[a,b]l=ginput (1) ;
bound1 (end+1)=a+bx*1i;
plot ([boundl(end-1) boundi(end)])
plot(boundl(end),’.’)

end

bound1 (end+1)=bound1(1);

plot([boundl(end-1) boundl(end)])

myFigure(2,2,1)

[bound4,bound3,bound2,bound1] = bigger( boundl );

plot (boundl)
plot(boundl,’.’)
bl=min(abs(bound1)) ;
plot (Cx*b1l,Cy*bl)

myFigure(2,2,2)
plot(bound?2)
plot(bound2,’.’)

myFigure(2,2,3)

plot (bound3)
plot(bound3,’.’)
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myFigure(2,2,4)
plot(bound4)
plot(bound4,’.’)
b4=abs (min(bound4)) ;
plot (Cx*b4,Cy*b4d)

iter.m

Detta script kors gérna efter att man har tryckt in en polygon med getboundary.m, eller ndr man pa
annat vis har ldmplig vektor sparad i bound1. Efter koérning plottas randen pa omradet ut efter olika
manga iterationer.

bound=boundi;
figure(2)
clf
alphas=[];
betas=[];
for ex=1:6
for dex=1:2"(ex+2)
[bound,~,~,”,a,b]l=bigger (bound) ;
alphas=[alphas a]l;
betas=[betas b];
end
myFigure(2,3,ex)
plot(bound)
end

afteriter.m

Om du har koért iter.m och har en bild av randen och virden fran iter.m sparade i alphas och betas
s& kommer denna filen ge dig en plot med poldra axlar inne i D och dess bild i omradet du har fran
korningen av getboundary.m.

\%bound innehdller randen

\’%alphas och betas inneh&ller alla alpha och beta viarden.

\/generera poldra axlar:

r = min(abs(bound));

axer=r*x(-1:0.02:1);

axises=[];

C = r*(Cx+Cy*1i)’;

circles = C;

noa=8; \/Number of axises

for n=1:noa
axises = [axises axer¥exp(li*pi*n/mnoa)l;
circles = [circles C*x(noa-n+1)/noal;

end

axises2=axises;

circles2=circles;
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for n=0:1length(alphas)-1
axises2=phialfa(axises2,betas(end-n));
circles2=phialfa(circles2,betas(end-n));
axises2=axises2.72;
circles2=circles2.72;
axises2=phialfa(axises2,alphas(end-n));
circles2=phialfa(circles2,alphas(end-n));

end

figure(3)

clf

myFigure(1,2,1)

plot(boundl)

plot(axises2)

plot(circles2)

myFigure(1,2,2)

plot (bound)

plot(axises)

plot(circles)

bigger.m

Denna funktion kor en iteration av algoritmen.

function [bound4,bound3,bound2,boundl,alfa,betal] = bigger( boundl )
\%bound4 is boundary of bigger koebe domain
\/%bound3 and 2 is boundaries of intermediate steps.

for rep=1:20
in=find (abs (boundl)==min(abs (boundl)),1);
if in==1 || in==length(boundl)

newl=(boundi (1)+bound1(2))/2;
new2=(boundl (end) +boundi(end-1))/2;
boundl=[bound1(1) newl bound1(2:end-1) new2 boundl(end)];
else
newl=(bound1(in-1)+boundl(in))/2;
new2=(bound1 (in)+bound1(in+1))/2;
boundl=[bound1(1:in-1) newl boundl(in) new2 boundi(in+l:end)];
end
end
in=find(abs(boundl)==min(abs(boundl)),1);
alfa=boundl(in);
alfaarg=alfa/abs(alfa);

bound2=phialfa(boundl,alfa);

[bound3,passes]=goodsqrt (bound2) ;
betal=sqrt(alfa);
bound4=phialfa(bound3,betal);
betaarg=betal/abs(betal);

if abs(bound4(in))==min(abs(bound4))
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\%Fo6r om man vdljer fel rot sa verkar
\’%phialfa(0) ha minimalt belopp
betal=-betal;
bound4=phialfa(bound3,betal);
betaarg=-betaarg;
end
%bound4=bound4*alfaarg/betaarg; J%Denna rotation pastar jag goér att serien
%konvergerar, att kommentera bort denna gor
%det mkt enklare att kora avbildningen
%bakldnges nidr man bara behdver spara alpha
%och beta virden.

end

phialfa.m

function z=phialfa(z,alfa)
z=(alfa-z)./(1-conj(alfa)*z);

goodsqrt.m

Denna funktion ger en kontinuerlig kvadratrots-funktion pa en polygon.

function [OUT,passes]=goodsqrt (IN)
0UT=zeros (size(IN));
OUT(1)=sqrt (IN(1));
passes=passoveraxis(IN);
for i=2:1length(IN)
OUT(i) = sqrt(IN(i))*(-1) “sum(passes(1:1));
end

passoveraxis.m

Denna funktion hittar de stdllen pa vilka en polygon passerar 6ver negativa realaxeln, anvinds av
goodsqrt.m.

function k = passoveraxis(IN)
k=zeros(length(IN),1);
for i=2:length(IN)
zr=real (IN(i));
zi=imag(IN(i));
wr=real (IN(i-1));
wi=imag(IN(i-1));
A=[zr 1;wr 1];
b=[zi; wil;
if cond(4)>1000
if sign(zi) "= sign(wi) && zr<0
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k(i)=1;
end
else
x=A\b;
if sign(x(1)) == sign(x(2)) && sign(zi) ~= sign(wi)
k(i)=1;
end
end
end
if mod(sum(k),2) =0
ind=find (abs (IN)==min(abs(IN)),1);
k(ind)=1-k(ind);
end

myFigure.m
Denna funktion gor en ny ruta i ett plotfonster med forinstéllda egenskaper.

function k = passoveraxis(IN)
k=zeros(length(IN),1);
for i=2:length(IN)
zr=real (IN(i));
zi=imag(IN(i));
wr=real (IN(i-1));
wi=imag(IN(i-1));
A=[zr 1;wr 1];
b=[zi; wil;
if cond(A)>1000

if sign(zi) "= sign(wi) && zr<0
k(i)=1;
end
else
x=A\Db;
if sign(x(1)) == sign(x(2)) && sign(zi) "= sign(wi)
k(i)=1;
end
end

end

if mod(sum(k),2)~=0
ind=find (abs (IN)==min(abs(IN)),1);
k(ind)=1-k(ind);

end

Returnar tva vektorer med x respektive y-véirden pa punkter pa enhetscirkeln.
unitcircle.m

function [Cx,Cy] = unitcircle()
Cx=zeros(1,300);
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Cy=Cx;

rad=linspace(0,2*pi,300);

for n=1:300
Cx(n)=cos(rad(n));
Cy(n)=sin(rad(n));

end
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Appendix B: Andra algoritmen

getfour.m

Detta script later anvindaren mata in hérnen pa en fyrhérning.

\/%Kor detta script och mata in hornen pd en fyrhdrning moturs.
C=unitcircle(100,1);

figure(1)

clf

myFigure(2,2,1)

[a,b]l=ginput(1);

boundl=a+b*1i;

plot(boundl,’.’)

title(’z-plane’)

while length(boundl)<4
[a,b]l=ginput (1) ;
boundl (end+1)=a+b*1i;
plot(boundl(end),’.’)

end

[zed,alf]=getzedalf4(boundl);

if sum(isnan(zed)+isinf(zed)) > 0O
disp(’failed to get zed’)
break

end

axer=(-1:0.03:1)’;

axises=[];

circles = C;

noa=8; \Number of axises

for n=1:noa
axises=[axises axer*exp(li*pi*n/noa)];
circles = [circles Cx(1+noa"2-n"2)/noa~2]; \/mer cirklar nira randen, intressaantare sa

end

plot(circles,’-g’)
plot(axises)
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myFigure(2,2,2)

scale=[0; 1];
corn2=map2four(zed,alf,1i.7(1:4),scale);
axises2=map2four(zed,alf,axises,scale);
circles2=map2four(zed,alf,circles,scale);

plot(circles2,’-g’)
plot(axises2)
for n=1:4
text (real(corn2(n)),imag(corn2(n)) ,num2str(1i™n));
end

myFigure(2,2,3)
f2corns=map2four(zed,alf,zed,scale);
A=[1 f2corns(1);1 f2corns(2)];
b=[bound1(1); bound1(2)];
scale=A\backslash b;
if sum(isnan(scale)+isinf(scale)) > O
disp(’failed to scale’)
break
end
corn3=map2four(zed,alf,1i.”(1:4),scale);
axises3=map2four(zed,alf,axises,scale);
circles3=map2four(zed,alf,circles,scale);

plot(circles3,’-g’)
plot(axises3)
for n=1:4
text (real(corn3(n)),imag(corn3(n)) ,num2str(1i"n));
end

myFigure(2,2,4)
circles4=[];
for n=1:noa+l

circles4(:,n) = refine(circles(:,n),zed);
end
cornéd=map2four(zed,alf,zed,scale);
axises4=map2four(zed,alf,axises,scale);
circles4=map2four(zed,alf,circles4,scale);

plot(circles4,’-g’)

plot(corn4,’*r’)

plot(axises4,’-’)

for n=1:4
text(real(corn4(n)),imag(corn4(n)) ,num2str (round(zed(n)*1000)/1000)) ;

end

plot(boundl, ’bx’)
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getzedalf4.m

getzedalf4 &r en funktion som hdmtar viirden pa konstanter som behovs i transformen i map2four.

function [ zed, alf ] = getzedalf4( bound )
\%bound &r koordinater till en triangel
\/%zed &r punkter p& enhetscirkeln
\%alf &r vinklarna mellan bound
zed = [1i -1 -1i 1];
alf=zeros(1,4);
bound = [bound(end) bound bound(1)];
for n=1:4

m=n+1;

alf(n) = mod(arg(bound(m-1)-bound(m))-arg(bound(m+1)-bound(m)) ,2*pi)/pi;
end

\%Hdr védljer vi ett vérde pa zed(l) som ger kongruens
zed(1)=findz4(zed,alf,bound(2: (end-1)));

end

map2four.m

map2four utfor en transform fran enhetsdisken till en fyrhérning med givna inre vinklar och sedan utfor
den en given skalning.

function f = map2four( zed, alf, xes, scale )
\/%zed &r punkter pd enhetscirkeln som mappas til hérnen av en triangel
\%alf &r vinklarna/pi vid dessa hoérn
\%xes &r punkter inuti D som man vill ha till fyrhdrningen
f = zeros(size(xes));
for n=1:numel(xes)
\%for varje punkt x man vill transformera:
\%t = |x|
\%ar = punkten pa enhetscirkeln som har samma argument som X
t=abs(xes(n));
ar=xes(n)/t;
f(n) = quad(@(1) (integ(l*ar,zed,alf)*ar), 0, t);
end
\%scale inneh&ller tva parametrar som skalar den till rdtt polygon.
f = scale(1)+scale(2)*f;
end

findz4.m

Hittar nollstéllet till en funktion for att fa fram ritt virde till zed (1).

function z1 = findz4( zed, alf, v )
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\%z2phi = @(z)-log(1l-1i./log(z)); \lanvinds aldrig
phi2z = @(phi)exp(1i*pi./(1+exp(-phi)));
\%phil = fzero(@(p)eq4([phi2z(p) zed(2:4)],alf,v),1);
\%fzero &r problematisk eftersom den s&llan hittar nollst&llena.
phil=0;
for m=[5 1 0.1]
ppp=ones(1,21);
interval=(-m:m/10:m)+phil;
for n=1:21
ppp (n)=eq4 ([phi2z(interval(n)) zed(2:4)],alf,v);
end
phil=interval (find(abs (ppp)==min(abs(ppp)),1));
if isempty(phil)
disp(’failed to find any values at all for zed’)
break;
end
end
z1 = phi2z(phil);
end

eq4.m
Funktionen vars nollstélle skall hittas i findz4.

function [ val ] = eq4(zed, alf, v )

int23 = abs(quad(@(k) (integ(k*zed(2) ,zed,alf).*zed(2)), 1, 0) +...
quad (@(k) (integ(k*zed(3) ,zed,alf) .*zed(3)), 0, 1));

abs(quad(@(k) (integ(k*zed (1) ,zed,alf) .xzed(1)), 1, 0) +...
quad (@ (k) (integ(k*zed(2) ,zed,alf) .*zed(2)), 0, 1));

val = int23*abs(v(2)-v(1))-int12*abs(v(3)-v(2));

int12

end

integ.m
En inre funktion i eq4.

function I = integ(x, zed, alf )

I=ones(size(x));

for n=1:min(length(zed) ,min(length(alf)))
I =1I.%x(1-x/zed(n)). (alf(n)-1);

end

refine.m

Denna funktion forfinar upplosningen pa en kurva som ska avbildas om kurvan gar nira ett horn pa
polygonen.
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function C = refine( C, zed )
\/%C is a boundary that needs refining close to zed
for z=zed
arz=arg(z) ;
arC=arg(C) ;
if arz<arg(C(1)) && (min(arC)==arC(1) || arz>arC(end))
C = [z*xabs(C(1)); Cl;
else
for n=2:1ength(C)
if arC(n-1)<arz && arz<arC(n)
C = [C(1:(n-1)); zx(abs(C(n-1))+abs(C(n)))/2; C(n:end)];

end
end
end
end
for z=zed
for rep=1:5
in=find(abs(C-z)==min(abs(C-z)),1);
if in==1 || in==length(C)
newl=(C(1)+C(2))/2;
new2=(C(end)+C(end-1))/2;
C=[C(1); newl; C(2:end-1); new2; C(end)];
else
newl=(C(in-1)+C(in))/2;
new2=(C(in)+C(in+1))/2;
C=[C(1:in-1); newl; C(in); new2; C(in+l:end)];
end
end
end
end
arg.m

Anvénds for att ta fram agumentet for en vektor av komplexa tal.

function argument = arg( z )
x=real(z);
y=imag(z) ;
argument=atan(y./x)+pi/2*sign(y) .*(1-sign(x));
ind=find (x==0) ;
for n=ind
argument (n)=pi/2*sign(y(n));
end
end

myFigure.m

Denna funktion gor en ny ruta i ett plotfonster med forinstallda egenskaper.
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function myFigure(x,y, num )
C=unitcircle(100,1);
subplot (x,y,num)
hold on

axis([-1 1 -1 11)
axis equal
xlabel(’x’)
ylabel(’y’)
title(’z-plane’)
plot(0,0,’.7)
plot(C)

end

unitcircle.m

Ger en vektor av komplexa tal som ligger jaimt utspridda pa enhetscirkeln.

function C = unitcircle(N,v)
\/returnerar N punkter pd enhetscirkeln, utspridda Over v varv
C=zeros(N,1);
rad=linspace(0,2*pi,N);
for n=1:N
C(n)=exp(vxlixrad(n));

end
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