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INLEDNING

Det finns naturligtvis manga olika differentialekvationer

)

*
som beskriver en kabel i jdmvikt eller rodrelse. Detta be-
ror bl a p& vilka koordinater som utnyttjas, vilka approxi-
mationer man anser sig kunna godta samt vilka yttre krafter

som verkar pa kabeln.

Kablar utnyttjas pd flera olika s&tt som element i konstruk-
tioner. Till byggnadskonstruktioner anvidndes dessa som huvud-
birare i hidngbroar och hdngtak samt som stag till master. I
samband med verksamhet till havs fr&dmst som fdrankringar till

fartyg och flytande konstruktioner samt bogsering.

I detta hifte hirledes vissa former av differentialekvatio-
ner som gidller f8r en "slak" kabel. Flera av ekvationerna &r
vanliga i samband med f&rankringskablar. Som yttre krafter
medtages endast tyngdkrafter. Kabeln antages vara helt bojlig
dvs moment och tvirkrafter fdrsummas. Resulterande kraft i

kabeln dr d& riktad tangentiellt till denna i varje punkt.

Fallen axialstel respektive axiellt elastisk kabel behandlas.
D& kabeln antages elastisk h&drledes ekvationerna under anta-

gande av smé tdjningar.

Ekvationerna hirledes fdr det tvadimensionella fallet. Rorel-
seekvationerna bildas med Hamiltons princip. I vissa fall ut-
nyttjas &dven kraftlagen direkt for att nd en bdttre fysika-

lisk forstéelse.

Ekvationerna beriknas kunna vara en bas fdr vidare studier

av svidngningar i forankringskablar.

*
)Med ordet kabel menas vajer, kdtting eller lina av stal,



N&r kablar utnyttjas till fo&rankring, bogsering etc. komplet-
teras ekvationerna med olika slag av hydrodynamiska krafter
(eller aerodynamiska)etc. I litteraturen utnyttjas ofta empi-
riska uttryck fOr bestdmning av dessa krafter. Randvillkoren
kan vara olika beroende pa& problemets art. I de referenser
som ges nedan kan studeras hur dessa krafter och randvillkor
formulerats. Detta tillsammans med de l&sningar (numeriska
eller analytiska) som d& presenteras har varit foremal for

stora anstridngningar. Dessa problem omndmnes ej hdr.

En av de tidigaste publicefade formerna fOr rdrelseekvationer
£6r kablar man enkelt kan hitta ges av Routh [1]. Routh refe-
rerar till Poisson som stdllde upp rOrelseekvationerna i car-
tesiska koordinater &r 1820. Routh hédrleder rdrelseekvatio-
nerna i cartesiska koordinater samt i "tangential och normal-
koordinater" f&r b&de axialstela och axiellt elastiska kablar.
Med "tangential oéh normalkoordinater"” innebdr detta i hdfte
att man uttrycker ekvationerna i variablerna b, Ver Voo € T,
dir ¢ &dr kabelns lutningsvinkel, Ver Vg kabelns tangential-
respektive normalhastighet samt e, T &r téjning respektive

kraft i kabeln (se figur 1). FOr axialstela kablar uteldmnas

tdjningen (e=0).

S,
p-d

Figur 1 En kabel i planet



D& kabeln dr linjdrt elastisk utnyttjas Hookes lag, kraften

i kabeln ir dé:

ds—dso
T = K¢ med 8=-—a—-s——--——
o}
dar
ds = ett element av kabeln i ett strdckt tillstand
dso = ett element av kabeln i ett ostrickt tillsténd
K . = konstant

F6r bade linjdrt elastiska och axialstela kablar utnyttjar
Routh kabelns ostrdckta léngd s, som oberocende geometrisk
variabel. D& kabeln &r axialstel gdller att €=0 och s=s.
Formuleringar liknande Routh har ofta format en bas for att

beskriva sjilva kabeln, dock tillkommer speciella krafter ut-

efter kabeln etc. beroende pa problemets art.

Axialstela kablar

I kap. 3.1 och 3.2 hirledes roérelseekvationerna f&r axialstela

kablar, dessa &r i princip i enlighet med Ref. [1 1.

Pugsley [2] och Saxon, Cahn [3] studerar egenmoder och egen-
frekvenser fOr axialstela kablar under inverkan av gravita-
tionskrafter. Ekvationerna lineariseras. Jacob Abel [4] stude-

rar bl.a. moder och egenfrekvenser fdr bogseringskablar.

Axialelastiska kablar

Ekvationerna i det elastiska fallet hdrledes i kap. 4.1, 4.2.
D& kabeln uttryckes enligt ovan &r ekvationerna i princip 1
enlighet med ref. [1].

Breslin [5,61 formulerar ekvationerna i tangential och normal-
koordinater fOr att studera krafter i elastiska fdrankrings-
kablar. Hoffman, Genin [7,8] utnyttjar &ven dessa koordinater

men skriver dessutom om ekvationerna i dimensionsl&sa para-



metrar. De studerar bogsering med ett flygplan. Wilson och
Garbaccio [9] samt Nath, Felix [10] studerar krafter i fo&r-
ankringskablar. Ekvationerna skrives i tangential- och normal-
koordinater. I dessa tvad fall utnyttjas dock ej s, som geomet-
risk variabel utan kabelns bédgldngd s. Nath och Felix antar
dessutom att sambandet mellan spdnning och tdjning dr icke-
linjirt (styckevis linj&rt). Per Johansson [11] formulerar

de partiella differentialekvationerna i cartesiska koordinater
f8r att studera krafterna i elastiska fOrankringskablar. FOr

18sning av ekvationerna utnyttjas FEM (finita elementmetoden).

Max Irwine [12] utnyttjar cartesiska koordinater och hdrleder
bl.a. analytiska uttryck f&r egenmoder och egenfrekvenser hos
elastiska kablar. Kabeln f&rutsidttes ha liten pilhd&jd (1:8

eller mindre) samt vara fast upphidngd i punkter pa lika niva.

Man kan ocksd utnyttja Greens uttryck f£or t&jning:

2 2
. _ 1 ds —dso
2

ds 2
o)

Om e€<<1 gdller att €ze. Enklare rd&relseekvationer kan da erhdl-

las. Kabeln beter sig ndstan linjdrt elastiskt, om €<<1. Denna
formulering ges av Sander, Geradin, Nyssen och Hogge [13]. (De
hirleder rdrelseekvationerna med hjdlp av Hamiltons princip

och studerar bl.a. krafter i kraftledningar paverkade av gravi-
tationskrafter; temperatur samt elektrodynamiska krafter. Som
18sningsmetod utnyttjas FEM, (olika tidsintegrationsmetoder jam-
f&8res). Detta uttryck £8r t&jming utnyttjas i kap. 4 samt kap.6.
Ekvationerna (6-11), (6-12) i kap. 6 kan jé&mfdras med ekvatio-

ner givna i Ref. [13].

Ekvationerna hdrledes i det tvadimensionella fallet f&r att
undvika komplikationer samt for att enkelt visa dess samband
med varandra. De ekvationer som ges i cartesiska koordinater
har samma form i det tredimensionella fallet. Ekvationerngi

tangential- och normalkoordinater ges oftast i litteraturen i



det tvadimensionella fallet. Per Johansson [11] visar dock

hur jimviktsekvationerna (inklusive hydrodynamiska krafter)
givna i cartesiska koordinater kan transformeras till kabelns
tangential-, normal- respektive binormalriktning. Denna typ

av transformation utnyttjas hir f&r att hérleda rdrelseekvatio-

nerna i tangential- och normalkoordinater.



1. EN PLAN KURVAS GEOMETRI M M

En kurva kan beskrivas pa parameterform sasom x = x(p),

y = y(p) ddr x, y dr koordinater pa kurvan samt p dr en pa-
rameter. Kurvans bagldngd 1 kan exempelvis vdljas som para-
[x(1), y(1)] anger d&
ldget av en godtycklig punkt P pé& kurvan,

1]

meter (se figur 1). En vektor r

y
4
A A
n n A
{ al t
A ,
~ t AjigAy
=] P ax
[
= X
Figur 2 En plan kurva
Tangentvektorn t i punkten P blir d&
~ dr
= — = [9x dy - -
t=gar - lax el (1=1)
- 2 _ 2 2
Vektorn t &r en enhetsvektor ty dl1™ = dx” + dy
2 2 dr
dx dy = —| =
eller faf) + (3P =1 advs !dll = 1.

Som enhetsvektor i normalriktningen (1 t) erh8lles:

2= - 9y dx _
no= [- 5 ) (1-2)

Inféres kurvans lutningsvinkel @#(1l) gdller att

dx
Ej-: cOs ¢ (1 3)

i

o2
1

sin @& (1-4)



Om vi i stdllet vdljer att beskriva kurvan med en annan
godtycklig parameter p erhdlles med r = [x(p), y(p)] en

enhetsvektor t i tangentriktningen som
~ £ »
t = = ~ (1-5)
L
dar

._ x4 .
= 55 (1-6)

Vektorn r”“dr en vektor i tangentriktningen ty

men dr ej en enhetsvektor ty %% # 1.

~

Enhetsvektorn n i normalriktningen erhélles som

o Y

dy =~ g (1-7)

_ _ dx
EF [ dp’ dp

Infdres kurvans lutningsvinkel @(p) gdller att

1 dx _ _
T_]_-:—T -55 = COSQS (1 8)
. % = sing (1-9)

Relationen 1 = f(p) ges av att:

P .
_ ax, 2 dy, 2 1/2
0
For transformation av en vektor F = [FX, Fy]som uttrycks

i ett koordinatsystem oxy till ett annat koordinatsystem

med axlar parallella med t respektive n gdller att

F=[F]=[t, t F ] =

e

F (1-10)



~ ~

dar tx’ ty, N, ny dr komponenter av t respektive n.
Fér transformationsmatrisen A g&dller att dess radvektorer
4r normerade och ortogonala med varandra varfdr éw1 = éT.

En kabel i svingning kommer i varje tidsbgonblick att be-
skriva en kurva. Vi antar att dess derivator enligt ovan
existerar samt 4r kontinuerliga. Denna kurvas geometri kom-
mer i det f8ljande att beskrivas med exempelvis koordina-
terna x = x(so, t), v =Y (so, t) déar Sy = kabelns ostrdckta
ldngd samt t=tid. I fallet axialstel kabel kommer kabelns l&ngd
att hela tiden vara densamma, varfor Sq d& motsvarar kurvans
bagléngd 1. Beaktas kabelns t&jning (axiellt elastisk kabel)
gdller att kabelns l&ngd &ndras i varje tidsdgonblick. Vi
utnyttjar d& kabelns ostrdckta l&ngd s, som parameter p £for
att beskriva kabelns geometri (kurva). Kabelns axialkraft
kommef hela tiden att vara riktad i kurvans tangentiella rikt-

ning t.



2. HAMILTONS PRINCIP

I det. f6ljande beskrives kortfattat Hamiltons princip.
Denna baseras p& en funktional I den s.k. verkansintegra-
len. For ett dynamiskt system i ett "konservativt" kraft-

fdlt kan funktionalen I uttryckas som:

t t

2 2
I = S (T-v)dt = j L dt (2-1)
ty £
déar
T = systemets kinetiska energi
V = systemets potentiella energi
t2—t1 = ett tidsintervall

L 4r alltsad ofta en funktion av ldgeskoordinaterna och dess
derivator. Hamiltons princip s&dger att funktionalen I har

ett extremvédrde eller att

t
8 J L dt = 0 (2-2)
t

dvs variationen av I 4r noll. Detta kan visas med virtuella
arbetets princip (se ref. 1). I det fall d& vi har icke kon-
servativa krafter i systemet kan integralen (2-1) komplette-

ras s& att

£ )
I = J L dt + J Wy dt (2-3)
&4 £
W, = arbetet av de dissipativa krafterna.

d

I detta mera generella fall sdger Hamiltons princip att
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t2 t
8 j L dt + J § W, dt =0 (2-4)
t t

1 1
déar GWd dr det virtuella arbetet av de icke konservativa kraf-
terna. Ekvation (2-4) kan ocksad visas med virtuella arbetets

princip.

Ur variationsproblemet (2-4) eller (2-2) erhdlles i fOrsta
hand rérelseekvationerna for systemet och d& ockséd systemets
rérelse om ekvationerna &r l&sbara. LOsningen av rdrelseekva-

tionerna motsvarar extremalerna till I.

Om ett dynamiskt system har ett tvangsvillkor G=0 sdkes
extremaler till I under villkoret G=0. D& méste villkoren
§G=0 och &I=0 uppfyllas. D& kan Lagranges multiplikatormetod
utnyttjas. Fbljande variationsproblem kan dd erhdllas fOr
ett konservativt system:
)
J 5 (L + AG) dt = 0 (2-5)

£,

dir A = Lagranges multiplikator. Ur variationsproblemet (2-5)
erhdlles d& rdrelseekvationerna, dock med A som obekant.

Som komplement till dessa gdller tvéangsvillkoret. I meka-
niska problem har A en viss fysikalisk betydelse beroende

p& tvangsvillkorets karaktdr (och vald formulering). Utfdrlig
beskrivning av Hamiltons princip och dess tilldmpning inom

mekanik ges i ref. [14].
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3. RBRELSEEKVATIONER FUR EN AXIALSTEL KABEL

3.1 Fkvationerna i cartesiska koordinater

Studera en kabel som rdr sig i xy-planet. En punkt P pa

kabeln beskrives med vektorn x = [x(so,t), y(so,t)}, se
figur 3. Kabeln forutsdtts ha nagon form av bekanta rand-
villkor.
Y : A A
A /i"“’df ’
So=1 ' T+dT
A
n
SO=O _)_(_+d__
(’—\ SO P dSo ?
P
T*//E
X 1vog dso
X

Figur 3 En axialstel kabel

De krafter som verkar pa ett kabelelement dsO dr kabelns
axialkraft T(so,t) samt gravitationskrafter £ = [0, - Yog]

(se figur 3), d&r

Yo = kabelns massa per l&dngdenhet
g = gravitationskonstanten

S = kabelns ldngd till punkten P
t = tid

Kabeln antages vara axialstel, dvs. krafter i dess tangen-
tiella riktning kan ej ge né&gon t&jning (i samma riktning),
f6r vrigt antages den vara helt eftergivlig. Av geometrin

i figur 3 framgdr att:
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x'ex! =1 (3-1)

Primmet anger hir (och kommer fortsdttningsvis att ange)
partiell derivata med avseende pa variabeln Sqe Ekvation
(3-1) 4r ett tvangsvillkor som innebdr att kabeln maste

ha samma lingd hela tiden. Ekvation (3-1) kan ocksd skrivas

sdsom:

(x'e x" = 1) =0 (3-2)

N —

Kabelns potentiella energi dr:
1

Vo= - 5 fox ds (3-3)

1
-YO 0] L]
T = 7 _}Etz{_ dSO (3"‘4)
0

Hamiltons princip uttryckt enligt (2-5) ger med ekv, (3-2),
(3-3) och (3-4) att:

t2 1

Yo o .
§ — X eX + fTuvx - A G) ds _dt=
2 = = - - o

I

(
t, 0

—

(3-5)

i
o

1
's—-—\‘\gf

1

[ &£ ds_ dt
o

0

ot

1

ddr G uttryckes genom (3-2) samt ddr A = Lagranges multipli-

kator.
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Variationsproblemet (3-5) ger fdljande form f£O6r Euler

Lagranges ekvationer:

f) - == =0 X =X,y (3-6)

Ekvationerna (3-5) samt (3-6) ger direkt Newtons kraftlag

f6r kabeln s&som:

- g
x=- =— (Ax7)- £ =0 C(3-T7)
2 CEP -

Ekvationerna (3-7) samt (3-2) eller (3-1) &r de partiella
differentialekvationer som beskriver forloppet i koordinat-
systemet oxy. Lagranges multiplikator blir kabelns axial-
kraft, XA = T(so,t), vilket beror p& att vi utnyttjade tvangs-
villkoret p& formen (3-2). Detta kan inses genom att utnyttija
kraftlagen direkt. Studeras figur 3 ser man att tangentvek-

torn t i punkten P &r
t= -}S’ (3"'8)

Kraftlagen for elementet dso ger:

YoX dsO = (T + dT) (x7+ dx7) - Tx"+ £ dso
efter f8renkling och f&rsummelse av dT dx~“erhdlles:

Y X~

X 73, (T x°) - £ =0 (3-9)

Jamfdres ekvation (3-7) med (3-9) erhdlles att A = T.

3.2 Ekvationerna i tangent och normalkoordinater

Termerna i ekvation (3-9) &r vektorer (krafter) uttryckta

i koordinatsystemet oxy, dessa kan uttryckas med hjdlp av
koordinataxlar parallella med kabelns tangent och normal-
riktning. Transformationssambandet blir (jmfr uttryck (1-1),
(1-2) med (3-8)) enligt (1-10):
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(3-10)

eller kortare som

jred
i
o
[

I
[

en vektor uttryckt i koordinatsystemet oxy

Irde
]

en vektor uttryckt i koordinatsystem med axlar

parallella med t resp n.

Transformationsmatrisen A d&r i detta fall tidsberoende.

Transformation av ekv. (3-9) enligt ovan erhdlles som:

Yo X ~

e
e

a - — )
5 E—EO(T}E_)—é_f_—O (3-11)

Utvecklas ekvation (3-11) kan fdljande erhéallas:

Yo X X7 Y ¥ yo = T - Y,9Y (3-12)
Yo ¥ X7= ygxy = T (x7y7-y'xT) -
(3-13)
- Yo 9%
Ekvationerna (3-12), (3-13) &r ett uttryck av kraftlagen

applicerad f£8r kabeln i dess tangent respektive normal-

riktning (dock med variabler x,y).

Infdr fdljande nya beroende variabler:

) (so,t) kabelkurvans lutningsvinkel

kabelns tangentiella hastighet

Y (so,t)

kabelns normalhastighet (.L t)
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Utnyttjas den inversa relationen av transformationen (3-10)

erhdlles relationen mellan hastigheterna som:

G - -
X V,X = Vv
t ny

i}

v V. YT+ VX

Deriveras dessa partiellt med avseende pd tiden erhélles

X = Vv X"+ VXT- VY- vy (3-14)

Yy VYTH vy v XTE VX (3-15)

F&r kabelkurvans lutningsvinkel ¢ gdller i detta fall (jmfr
uttryck 1-3, 1-4) att

X" = cosg (3-16)

y~= sing (3=-17)

Substitution av ekvation (3-14),(3-15) i vdnsterledet av
ekvation (3-12) ger med uttryck (3-16), (3-17) att

Y XX * Y Yy = Yo(ﬁt— vt¢ sing cosg -

. . 2 .
o 1 - + S n +
vn51n¢ cosd vn¢ cos“ ¢ vtcos¢ ing

(3-18)
+ v _cosg sing - v_¢ sin2¢) =
n n
- vat - van¢
Substitution av ekvation (3-14) (3-15) i vadnsterledet av

ekvation (3-13) ger med uttryck (3-16), (3-17) att
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. .o . | . 9
Yo Y Y XY= Yo(vt51n¢ cosg. + vt¢cos @

+

. 2 . , . .
v, cos b - Vn¢ sing cosd - vt51n¢ cosg
(3-19)

+

Vt¢ Sin2¢‘+ Qnsin2¢ + Vné cos®d sing)

i

van * Yovt¢

Infdres uttrycken (3-16), (3-17) i hogerledet i ekvationerna
(3-12) och (3-13) erhdlles med likheterna (3-18), (3-19) att:

i}

7. - ; - ; 3-20
YoVt YOVn¢ T"- y,9sing ( )

Yo§n + Yovtb TE - Y 9cosP (3-21)

Ekvationerna (3-20) och (3-21) uttrycker samma sak som
ekvationerna (3-12) och (3-13) men har andra beroende va-

riabler.

Tvangsvillkoret (3-1) kan uttryckas med tvad ekvationer.
Detta dr redan utfdrt genom uttryck (3-16) och (3-17). Tids-
deriveras ekv. (3-16) samt (3-17) partiellt med avseende pa

tiden t erhélles:
x“= -gsing (3-22)

vy~ = @cosd (3-23)

Utnyttjas transformationssambandet (3-10) med uttryck (3-16)

och (3-17) erhdlles relationen mellan hastigheter som

v, = x%cos$ + ysing (3-24)

ycosg = xsing (3-25)

<
1l
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Derivering av dessa partiellt med avseende pa S, ger:

1}

%" cos@d - %@ sing + y-sing + yg cosd (3-26)

<
]

1)

vy cosd -yé sing - x"sing - xp~cosd (3-27)

<
]

Substitution av uttryck (3-22), (3-23) i ekv. (3-26),
(3-27) ger med uttryck (3-24) och (3-25) att

vi = #7v (3-28)
vi o= é - v, 8 (3-29)

Ekvationerna (3-20), (3-21) uttrycker kraftlagen f£or
kabeln, ekv. (3-28) och (3-29) &dr tvangsvillkoren. Dessa
fyra partiella differentialekvationer beskriver forloppet.

De fyra obekanta beroende variablerna &r ?, Ver Vo och T.
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4, RORELSEEKVATIONER FOR EN AXIELLT ELASTISK KABEL

4.1 Ekvationerna i cartesiska koordinater

En elastisk kabel rdr sig i xy-planet. En punkt P pé& kabeln
beskrives med en vektor x = Ex(so,t),y(so,t)] (se figur 4),
dar So ir kabelns ostrédckta lé&ngd ifran 8,= 0 till punkten

P, samt t 4r tid. Kabeln fdrutsdttes ha nigon form av bekanta

randvillkor.
A A
t+dt
y .
A T+dT
A e
s=0 x+0dx
__O SO-( dS A
SO" 1_
\K-‘N
X 2
S T‘///P
ds
_X_ P JYOQ 0
> X
Figur 4 En axiellt elastisk kabel

Vid ett givet tids®Bgonblick &r kabelns l&dngd ifrén s=0 till
punkten P s, denna ldngd &ndras hela tiden eftersom kabeln
t8jer sig. En oberoende variabel med vilken vi kan beskriva
en punkt P dr kabelns ostrdckta ldngd S dvs. punkten P &r
i fysikalisk mening en punkt som vi médrkt, med exempelvis
fiarg, d& kabeln &r helt otdjd.

For ett kabelelement ds antages massan vara konstant sa att

Yo dso =  vyds (4-1)
dar

Yo = kabelns massa per l&ngdenhet ostrdckt langd

Y = kabelns massa per ldngdenhet i ett strackt

tillstand
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Kabeln antages axiellt elastisk men f6r Ovrigt helt b&jlig.
Spanningarna &r jidmnt fdrdelade Over ett tvdrsnitt. Kabel-
kraften T(so,t) verkar i dess tangentiella riktning och an-

tages f8lja fdljande konstitutiva samband:

T K ¢ (4-2)

il

K konstant

m
i

- kabelns tangentiella tdjning

Tdjningen € kan definieras som

ds—dsO

©C Tas. (4-3)
o

Ekvation (4-3) uttrycker kabelelementets ldngddndring. Ekva-

tion (4-2) samt (4-3) ger tillsammans:

ds-ds
_—_ 0

dso

T = K (4-4)

Ekvation (4-4) uttrycker att kabelkraften T &r proportionell
med kabelns ldngdindring, detta &r Hookes lag for kabeln. Den-

na form kan i praktiken till&mpas endast om tdjningarna &r sma.

Angdende materialegenskaper hos fdrankringskablar se [15].

Fkvation (4-3) kan skrivas om som

e+ 1= (4-5)
o
Kvadrering p& béada sidor ger:

2
€24 2¢ + 1 = 35 (4-6)

ds2
o

Forsummas fd&rsta termen i vidnsterledet (€2<<s om €<<1) erhal-
les ett annat uttryck £6r tdjning:

2 2
O ’ (4-7)
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Uttrycken (4-3) och (4-7) &r ndstan lika om e<<1, d& &r

ex€. Ekv. (4-7) &r Greens uttryck f£6r tdjning.

Studeras figur (4) inses att:

d52 = dxedx (4-8)

Ekvationerna (4-3),(4-8) respektive (4-7), (4-8) ger fdljande
uttryck:

L}
]

(% x7) /2 (4-9)
samt

% (x%e x7= 1) ‘ (4-10)

m
(i

Kraften T i kabeln utridttar ett arbete. Arbetet dW som utrdt-
tats p& elementet ds &r f6r en kabel som fdljer Hookes lag
(dvs. ekv. (4-2), (4-3), (4-4)):

1 2 -
dw = §-K € dso (4-11)

Det arbete dW som utridttats dr lika med elementets tdjnings-
energi f&r denna materialmodell. F&r en kabel med l&dngden 1
erhdlles dess totala t8jningsenergi genom integrering av (4-11}

som

K S e? ds (4-12)

Vi kan nu bestidmma kabelns tdjningsenergi med ekv, (4-9) och
(4-12). F&r sm& tdjningar &r ex& varfér vi dven utnyttjar

ekv. (4-10) tillsammans med ekv. (4-12).

Kabelns kinetiska energi T blir med (4-1)

(4-13)



21.

i}

P& kabeln verkar gravitationskrafter f [0,~Yog]. Dess

ldgesenergi V, blir

1
1
Vl = - J f.x dso (4-14)
0
Kabelns totala potentiella energi V blir
V=V, +V (4-15)

Hamiltons princip uttryckt enligt (2-2) ger med ekv, (4-12),
(4-13), (4-14) och (4-15) att

t 1
2

5 ] J 2 ds_ dt = 0 (4-16)
t 0

ddr Lagrangetdtheten « &r

2 (4-17)

_ 1 .. . 1
L= 5 Y, kx + £:x-35K ¢
Euler Lagranges ekvationer blir i detta fall samma som

tidigare:

0 o 3 2 L4
S (2=« ( ) - = 0 (4-18)
ot 'ox. Bso 3%~ axl
i
dar
X = X,V

Utfdres derivering enligt (4-18) med & enligt (4-17) och med
tdjningarna bestimda enligt (4-9) respektive (4-10) erhalles

tvd typer av rOrelseekvationer for kabeln:

- ) X
YX - 5g (Ke y-£=0 (4-19)
O

med € enligt (4-9)
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YE - w0 (KEx")- £=0 (4-20)
o]

med & enligt (4-10).

Ekvationerna (4-19) eller (4-20) &r de partiella differential-
ekvationer som beskriver fdrloppet f8r en axiellt elastisk ka-
bel. De obekanta &r x =[x,y]. Vi noterar samtidigt att kabel-

kurvans tangentvektor t enligt ekv. (4-19) blir

-

ie X" ~ (4-21)

1
T+¢€
Om vi jamfdr ekv. (4-19) med (4-20) s& kan vi genom identifika-
tion se att kabelkraften i ekv, (4-20) fOljer sambandet

T=KE€ (1+€)
Om vi hade en kabel som'féljde detta samband sa skulle ekv. (4-20)

vara exakt oberoende om kabelns ldngdd&ndring var stor eller liten.

Fo6r smé& t6jningar erhédlles:

T = Ke (1+€g)~ K&~ Ke

Vi erhdller da en kabel som ndstan beter sig linjdrt elastiskt.

4.2 Ekvationerna i tangent och normalkoordinater

Ekvationerna (4-19) kan uttryckas i "tangent och normal-
koordinater". Proceduren som f&ljer dr i princip densamma
som i tidigare avsnitt 3.2. Tangent och normalvektorn t

resp. n i punkten P kan erhdllas som

- 1 - -

t = =2 [x7v7) (4-22)

no= - [-y7 x~] (4-23)
1T + € Yr X »

Transformationssambandet blir enligt (1-10), (4-22), (4-23)

.1 . - i} ;

Ft = T7e | ¥ N FX = é F (4-24)

Fn -y X Fy
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Infdres lutningsvinkeln @& (So’ t) erhédlles:

— 1 -
cosgp = Tre X (4-25)
sing = ! v (4-26)
1+€g

Inféres uttryck (4-25) och (4-26) f£6r lutningsvinkeln i

transformationsmatrisen A erhdlles:

F = cos¢ sing F (4-27)
t b ¢
F -sing cosd F
n y
Infdres nu kraften T = Ke i ekv, (4-19) kan differential-

ekvationerna transformeras enligt (4-27) pa samma sdtt som

tidigare. Ekvationerna har samma form (jmfr ekv (3-20), (3-21).

YoVe — YoV p = T = Yog51n¢ (4-28)

Y v, t yovt¢ = T@ ~yogcos¢ (4-29)

Men i detta fall gdller att T = Ke och de geometriska sam-—
banden uttryckes genom ekv. (4-25) och (4-26). Deriveras

dessa partiellt med avseende pa tiden t ger detta att

Xx“= gecos¢g - (1+g)8 sing , (4-30)
y~= esing + (1+e)d cosd (4-31)

Tangenthastigheten v,_ och normalhastigheten Vi erhéalles

t
enligt (4-27) som
vy F X cosg + y sing (4-32)
v_ = y cosd - x sing (4-33)



Partiell derivering av dessa med avseende pa s, ger

x“cosd - xg”singd + y-sing + yg coss (4-34)

<
]

<
i

y cosd - yé~sing - x~"sing - xg cosg (4-35)

Substitution av ekv. (4-30) och (4-31) i ekvationerna
(4-34) och (4-35) ger

V£ = ¢ cosz¢ - (1+e)5 singd cosd - i¢’sin¢

(4-36)
+'ésin2¢ + (1+E)% sing cosg + §¢’COS¢
vg = gsing cosd +‘(1+8)5 c032¢ - §¢‘sin¢

(4-37)

- £sing cosg + (1+€)$ sin2¢ - §¢‘cos¢

. Efter forenkling av uttryck (4-36), (4-37) ger relationen
mellan hastigheterna enligt uttryck (4-32), (4-33) de geo-

metriska sambanden i nya beroende variabler som:

£+ vn¢ (4-38)

[wallY

\

<
il

(1+€) g - vtaﬁ‘ (4-39)

Ekvationerna (4-2), (4-28), (4-29), (4-38) samt (4-39) &r

de fem ekvationer som beskriver forloppet. De beroende va-

riablerna &r ¢, T, &, Vi och Vn. Genom substitution av ekv.

(4-2) i ekv. (4428) och (4-29) elimineras kabelkraften T.
Sdttes tSjningen € = 0 i ekv. (4-38) och (4-39) erhédlles

samma differentialekvationer som i avsnitt 3.2.

24,
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5. EN KABELS JAMVIKTSLAGE

I det fdljande anges en slak kabels jédmviktslége fér fallen

axialstel respektive axialelastisk kabel under inverkan av

gravitationskrafter. Vi utgdr ifran ekvation (4-19) samt

sitter +yx= 0. Utveckling av denna ger:

a o .\ _ -
ds (Kso 1+ € ) =0 (5-1)
yf
d e}
e (KE o) = 'Yog 5.2
ds o T+e, ( )

dar X, = Xg (so), Yy

ett jamviktsldge.

o = yo(so) nu anger koordinaterna £for

Integration av ekv. (5-1) och (5-2) ger

Hy, = Keg 73% = yga (5-3)
o
Yo
Vo = Ke&g T:E; = Y59 55 (5-4)

dar HO, VO dr kabelns horisontalkraft respektive vertikal-
kraft samt a dr en konstant (eller parameter). Kraften To(so)

erhdlles ur ekv (5-3) och (5-4) som

T, = Y9 a’ + séz (5-5)

T = K¢ (5-6)

Ekvation (5-3), (5-5) och (5-6) ger tillsammans att:



s
- Y 92
_ a 0”7 . _
XO = { + X } dSO (5-7)
0 Vaz + 52
o
Integrering av (5-7) ger
s Y _ ga
x = a arc sin h ( O} + ° s (5-8)
o a K o

Ekvation (5-4), (5-5) och (5-6) ger tillsammans

s Y g s
(@] o- O
= + ds (5-9)
Y J{ 2 K}O
0

Integration av (5-9) ger

2
-—1r—"‘ Y, 9 s
y = Ya‘+ s +-2—° _ 4 (5-10)
O o} 2K

Vi har i uttrycken valt ldmpliga integrationskonstanter
s& att kabelns ldgsta punkt ligger i origo (se fig 5).

Parametern So dr noll i origo.

Xo® [Xo » Yo }

> X

Figur 5

26.
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L&t K —= co i uttrycken (5-8) och (5-10). D& erhélles

jimviktslidget £8r en axialstel kabel enligt fdljande:

s

_ : _o -
X, o= a arc sin h (a) (5-11)
Yo o= a’ + 502 - a (5-12)

F&r kabelkraften T giller &ven hdr uttryck (5-5). Konstan-
ten a bestimmes av randvillkoren, enklast genom ekv. (5-3)
om kabelns horisontalkraft &r ki&nd. I det oelastiska fallet
kan noteras att en substitution av ekv. (5-12) i ekv. (5-=5)
ger:

T, =Yg (y +a) (5-13)

L8sningarna enligt ovan dr vdlké&nda, dessa ges 1 ref. [16].
Denna bok behandlar flera olika typer av l18sningar, som kan

vara bra att kdnna till.



6. SMA SVANGNINGAR AV EN AXIALELASTISK KABEL
KRING ETT JAMVIKTSLAGE M.M.

Under antagande av smd svédngningar kring ett jdmviktslédge
kan rdrelseekvationerna f&r en svdngande kabel fdrenklas.
Speciellt studeras kabelns t&jningsenergi Vt,~enli§t ekv
(4=12) gdller:

1
1 - 2 -
V., = 5 K e” dsg (6-1)
0
med € enligt (4-10)
o 1 - -
€= = (x7. x7-1) (6-2)
Andra variablerna s& att x = x_+ u dir x_ = [x_, vy ]
= =0 - =0 o o
anger kabelns jadmviktsldge och u =[u, v] fdrskjutningar

ifrén detta, X, dr d& oberoende av tiden. Tdjningen i

ekv. (6-1) kan uppdelas si att € = EO + €., dar e, dr den

d
statiska t&jningen och Ed dr den dynamiska t&jningen. Vi

fadr da:

Om vi dndrar referens far vi t&jningsenergin "ifran" jdm-

viktsldget rdknat som

1
v, = +x (t2 4+ 222 ds (6-3)
t 2 d o d o) -
0

i}
b
+
o

Substitutionen x i ekv (6-2) ger

N —

o~ _l - - -
e =5 (x5- %] 1) + u’ .

28.



Vi f&r d&rav

~ -1 - e -
€5 = 3 (x” ., x 1) ‘ (6-4)
€, = Ly um v un. ko (6-5)
d 2 - — - =0

Substitution av (6-4) och (6-5) i (6-3) ger om vi enbart

medtager hdgst andra ordningens termer

1
V, ==K (u’;x’)2+2g (lu’-uf+u’»xﬂ ds (6-6)
t 2 - =0 0 2= = = = o)
0

Vi antar allts& att u; v”'<< 1. Kabelns l&gesenergi dr:

Vl = - feu ds (6-7)
Kabelns kinetiska energi d&r:

= 1 Qe -
T—2Y0g_q-}_1_ ds (6-8)

Hamiltons princip ger med (6-6), (6-7) och (6-8) att

2

. ~ 1 A - -
-5 (. x7) -Ke (50 - u +H;.§b)}dsodt—0

¥

O
——
O
=
N —
<2

o)

[e.
@
I
+
It
Ic
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R&relseekvationerna erhdlles ur Euler Lagranges ekv. pa

samma sdtt som tidigare

- ” 8 g e ~ - - - - —

Yo B 7 K'ggo (Eo ot ey X (Eo' u) ﬁo) £=0
men K«gL (g x”) + £ =0

s o =0 =
o
varfdr vi féar
Yy u - K (e.u"+ (x>u’)x’) =0 (6-9)
- 9s o— =0 = '=0

O
. @)

Ekv. (6-9) ir rdrelseekvationerna fOr smé& svédngningar
kring ett jamviktslage. X, och €5 bestdmmes genom en
sirskild statisk analys. Hade hdgre ordningens termer

ej fbrsummats i tdjningsenergin hade vi i stédllet fatt

o 9 -~ 1 - - - -
Yol = gg_(KeouigKum+ 2x5)eu”) (x5

+u7))=0 (6=10)

En annan form av ekvationer som kan vara ldmpliga ur 10s-
ningssynpunkt erh&lles om vi i stdllet gdr substitutionen

X = x, + u d&r x, beskriver en referenskonfiguration sadan

=7 2 =

1
att kabeln &r helt ostrickt (ex. den oelastiska kedjelinjen)

samt u svingningarna ifrén denna. Vi far da:

a - gi (Re(x°+ u-)) = £ = 0 (6-11)
2 5, £t 4 .

med € = % (u”+ 2 §;)¢ u” ' (6-12)

Det bdr pépekas; ekv. (6-10) samt ekv. (6-11), (6-12) gdller
f6r stora svadngningar till skillnad fran ekv. (6-9). Angdende
18sning av (6-11), (6-12) se ref. [13].
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