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SAMMANFATTNING

Den fbreliggande rapporten behandlar diffraktionsteorin fo6r
vattenvdgors paverkan av foremdl. Diffraktionsteorin kan an-
vindas fbr berdkning av rdrelser och krafter hos fbremdl, som
4r stora i fdrhdllande till vAgldngden. I rapporten gds igenom
de grundldggande antagandena, och de styrande ekvationerna for
ett stort f8remdls rdrelser i vagor hdrleds. Dessa ekvationer
ligger till grund f6r en finit element formulering av proble-
met, som kallats hybridelementmetoden. Denna metod innebdr att
endast omrddet nirmast fbremdlet delas in i finita element,
medan man i omraddet ldngre bort ansdtter en 1ldsning i form av
ortoganalserier.

Ett program har implementerats som ldser de ekvationssystem
som uppkommer, d& hybridelementmetoden anvédnds.

Ett enkelt tilldmpningsexempel har sedan berdknats, och jamfo-
relser med existerande analytiska 1l8sningar har gjorts. Vid
jdmforelserna framgdr det att kopplingstermer, i added mass
och damping, mellan de olika rdrelsemoderna &r svarast att
berdkna med hybridelementmetoden, och att felen blir stdrre ju
hdgre frekvens vagorna har. Men da& rdrelseekvationerna l1dsts,
och felen i rdrelserna tagits fram, visar det sig att felen é&r
under 10% £fOr alla r8relser och frekvenser av betydelse.

SUMMARY

This report deals with the diffraction theory for interaction
between water waves and structures. The diffraction theory can
be applied, when the structure is large compared to the wave
length. In the report the basic assumptions are reviewed and
the governing equations for the motion of a large structure in
waves are derived. These equations are the basis for a finite
element formulation of the problem called the hybrid element
method. In this method only the volume close to the structure
is meshed with finite elements, while for the volume further
away the solution is assumed to be in the form of orthogonal
series,

A program has been implemented that solves the system of equa-
tions that is generated when the hybrid element method is used.

A simple example has been calculated, and comparisons with
existing analytical solutions have been made. In these compari-
sons it is seen that coupling terms in added mass and damping
have the largest relative errors, and that the error is larger
when the frequency is high. However, when the equations of
motion are solved the error is less than 10% for all motions
and frequencies of significance.
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FORORD

Vid institutionen f6r vattenbyggnad pa Chalmers har forskning
rérande vigor och dess samverkan med fdremdl pdgdtt sedan mit-
ten pad 70-talet. Det bdrjade med ett projekt £6r utvirdering

av mdjligheten att utvinna energi ur havsvdgorna runt Sverige.
Inom detta projekt framkom ett behov av berdkningsmodeller £&r
vdgor och fdremdls Omsesidiga paverkan. Nir sedan oljeutvinning
i Nordsjdn kom igdng uppstod ett fdrnyat behov av berikningsmo-
deller. Det var d& naturligt att Vattenbyggnadsinstitutionen
deltog i ett projekt, som finansierades av styrelsen f&r tek-
nisk utveckning, STU, kallat "Offshorekonstruktioner - vagkraf-

ter och rb6relser".

Arbetet bakom den fO8religgande rapporten pdbdrjades under 1980
inom projektet "Offshorekonstruktioner - vagkrafter och rodrel-
ser". Av olika anledningar har arbetet legat nere ett antal ar
men aterupptogs 1988. Rapporten utgdr en del i kraven f&r en
teknisk licentiatexamen.

Jag vill uttrycka min varmaste tacksamhet till min handledare
professor Lars Bergdahl som bistatt mig med goda rad och hjdlp
inte minst ndr jobbet k&nts tungt, till institutionssekreterare
Ann-Marie Holmdahl som t&lmodigt renskrivit mitt langt ifrén
lattldsta manuskript. Mina andra kollegor p& Vattenbyggnadsin-
stitutionen skall naturligtvis inte gldmmas bort. Av dem skall
speciellt Henriette Melin n8mnas som hjdlpt till att l18sa prak-
tiska datorproblem under slutskedet av arbetet samt Mickey

Johansson som hjdlpt till med jimfdrelsematerial.
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1. INLEDNING

1.1 Bakgrund

Under 70-talet uppkom ett 8kat behov av numeriska modeller
fér 1dsning av problem med fdremdl i vadgor. Ett intensivt
s8kande efter alternativ till k&rnkraft och £8rbrénning av
fossila brédnslen ledde till att energiupptagning frén havs-
vagor undersdktes. Dir behdvdes s&dana modeller. Den vixande
offshoremarknaden med flytande plattformar hade ocksa ett

behov av sddana modeller.

Problemet med fdrem&l i vagor kan delas in i tvad olika kate-

gorier:

1. Sma foremdl ddr vagen paverkas lite. Viskdsa effekter &r

stora.

2. Stora fbremal ddr vagen blir mycket paverkad. Viskdsa

effekter 8r sma.

FOr att avgbra om ett fOremal dr stort eller litet anvénder
man sig av ett relationstal, diffraktionsparametern, som &r
forhdllandet mellan en karaktdristisk ldngd hos fdremélet och
vadgldngden. Om diffraktionsparametern &r stdrre &n 0,2 sé
betraktas foremdlet som stort. Férutom de visk®dsa effekterna
kan olinjdra effekter spela roll. Dessa bOrjar spela in om
vadgornas lutning, f6rhdllandet mellan vagh®jd och vaglingd,

bverstiger ca 0,07,

I denna rapport behandlas problem av kategori 2 utan olinjédra
effekter. Den teori som ligger till grund f6r de numeriska
modellerna &r linjédr diffraktionsteori. Den linj&ra diffrak-
tionsteorin finns beskriven i ett flertal referenser, se t.ex.
Havelock (1955), Newman (1977), Mei (1978, 1983), Chakrabarti
(1987) .



1.2 M8l och omfattning

Malet med arbetet har varit att ge en sammanstdllning av de
grundliggande teoretiska resonemangen bakom diffraktionsteorin
samt att uveckla och tilldmpa ett hybridelementprogram pd ett
enkelt fall av fdremdl i vigor. Som tillimpningsexempel har
valts en cylinder som flyter i vattenytan. Till grund f6r de
teoretiska resonemangen har arbeten av Newman (1977) och
Vehausen (1971) legat. Stommen till sjdlva programmet finns
beskriven av Yue m.fl. (1976). Programmet har utvecklats till
att gdlla &ven flytande rdrliga fOremdl som inte behandlas i
Yue m.fl. (1976). Dessutom har programmet utvecklats till att
kunna behandla f6remdl av godtycklig form. Det skall dock
sdgas att indatagenereringen dr mycket arbetsam och det finns
metoder som bdttre l&mpar sig fO6r att 16sa komplicerade fore-
méls rdrelser i vdgor t.ex. ndgon ki#llfdrdelningsmetod.



2. GRUNDLAGGANDE TEORI

I detta kapitel resumeras den grundlédggande hydrodynamiska
teorien f6r ett flytande fbremdl. De grundldggande hydro-
dynamiska ekvationerna stdlls upp och en idealisering till
potentialstrdmning gdrs. Ddrefter behandlas de lineariserade
ekvationerna f6r potentialstrdmning med fri vattenyta och
interaktionen mellan vagor pd vattenytan och ett fbremdl pé
ytan. Slutligen stdlls rdrelseekvatioerna £6r ett flytande

fébremdl upp och ekvationssystemet matrisformuleras.

2.1 De hydrodynamiska ekvationerna

De hydrodynamiska ekvationerna best&mmer hur en fluid rdér sig

under inverkan av yttre stdrningar.

2.1.1 Kraftekvationerna

Kraftekvationerna 8r l&ttast att f8rstd om man studerar vilka
krafter som verkar pd ett fluidelement, se fig. 2.1. I varje
begrinsningsyta verkar skjuvspdnningar och normalspdnningar.

Dessa utg®dr spdnningstensorn Tij.
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Fig. 2.1 Krafter och spdnningar pd ett fluidelement



Tii dr normalspdnningarna som dr lika med trycket i varje
riktning, men detta dr isotropt, s& att alla Tii.ér lika med
-p. F6rutom skjuvspdnningar kan volymselementet vara utsatt
£6r masskrafter dvs krafter som verkar pad hela elementet

t.ex. gravitationen.
Nu kan kraftlagen utnyttjas pd elementet och man far

[1] pugav = [f t;injas+ [[] Fiav ce. (2.1)

\Y S v

D1Q
o

déar
u, dr fluidens hastigheter
av = dxldxzdx3 dr elementets volym

das ytelement
n, normalvektorn pd ytelementet, positiv utlt
Fi masskrafterna

Den f&rsta termen &r tidsderivatan av impulsen och de andra
dr bidragen frén skjuvspdnningarna respektive masskrafterna.

Hir har tensorbeteckningar anvidnts och indexen antas l8pa
frdn 1 till 3 om inget annat anges. Dessutom har summations-
konventionen anvénts. Den sdger att om ett index fdrekommer
tvd ganger i samma term skall termen symmeras 6ver alla
vérden pd detta index. Alltsd T,.n, = I T,.n..

13 3 j=1 133
Ekv. 2.1 kan skrivas med integraler &ver volymen enbart. Om

divergensteoremet tillémpas p& andra termen ger detta

AT, .
S I eu, av = [ff (—-;;t—;.L+Fi)dv cee (2.2)
v \Y

2.1.2 Transportteoremet

Ett viktigt teorem inom hydrodynamiken &r transportteoremet,
som beskriver hur en integrerad kvantitet hos fluiden deri-

veras med avseende pd tiden. Studera



I(t) = [f] f£(x,t) av eee (2.3)
v(t)

vid tiden t och t+At. D& féas

AT = I(t+At)-I(t) = [[[  f£(x,t+ht)av-[[[ £(x,t)dV . (2.4)
V (t+bt) V(t)

Utvecklas nu f(x,t+At) i en Taylorserie sa fés

af (x,t)

fx,t+At) = £(x,t)+ At Tt eee (2.5)
som insatt i ovanstdende ger
AT = Atf[] %{ av + [[[ fav eo. (2.6)
v AV

Integralen 6ver AV kan skrivas som en integral &ver begréns-
ningsytan S(t). AV &r ju normalkomponenten av det avstdnd som
S(t) har rdrt sig under tiden At multiplicerat med ds(t).
Detta avstand &r UnAt dér Un dr normalhastigheten p& ytan S.

Nu fés
of
AT = At [[[] 5% av +[[ £ U ds] cee (2.7)
v S

och d& At -> 0 féas

31 of

"a-jt"—: fff 'g'EdV'F ff fUndS ee. (2.8)

v S

Detta dr transportteoremet.

Om ytan S alltid bestdr av samma fluidpartiklar s& &r ytans
normalhastighet lika med fluidens normalhastighet pa ytan och
transportteoremet far fbljande utseende



of

P
st JI] £av= [[] s av+ [[ fun, fds =
V(t) V(t) S (t)
= I 12 (g av ce. (2.9)
ot oX ., i
V(t) +
2.1.3 Kontinuitetsekvationen

En viktig till&mpning av transportteoremet f&s om man sdtter

f=p som 8r densiteten hos fluiden. D& erhdlles

DA' o]
e
<
——

rHe—

3p 3 a1
p dV = 5T + = (pu,)| dv = 0 ees (2.10)
é{{)f vy i)

eftersom volymen V alltid bestdr av samma fluidpartiklar.
Den sista integralen skall gdlla £8r alla volymer V(t) och

alltsd maste integranden sjédlv vara noll. Det ger kontinui-

tetsekvationen i differentialform som

Sp + 3 =
s 3, (puy) =0 oo (2.11)

Vanligen antar man att vatten &r inkompressibelt och homogent.

Da fas kontinuitetsekvationen

il

auy 0 ce.(2.12)
X,
1

eller som den skrivs i vektor form

vV eu=20 ce.(2.13)



2.1.4 Eulers ekvationer

Om transportteoremet tilldmpas pd kraftekvationen (ekv. 2.2)

fds det som kallas Eulers ekvationer. Dessa blir

3 ) 3
at féf pu,= féf [ T (Dui) + g;_(puiuj)] dv =
J
BTi.
=[] [ §§§+ F,] av cea(2.14)

Och eftersom ekvationen skall g&lla £6r alla volymer V maste

den gdlla f8r integranderna, alltsa

9T
3 3 _ ij
T (pui) + 5-}-{*5 (Duiuj) = Xj + Fi eee(2.15)

utvecklas derivatorna i vdnsterledet och tilldmpas kontinui-

tetsekvationen fas

duy duy g 9T, 1
Ty EQE -2 e z F e, (2.16)

Vdnsterledet beskriver en fluidpartikels acceleration som den

upplevs av partikeln sjdlv.

Det &r vanligt att infbra en substantiell tidsderivata

lc:

Dt ot Uy

%
>

som uttrycker tidsfdrédndringen i ett koordinatsystem som
foljer med partikeln.



2.1.5 Navier-Stokes ekvationer

Navier-Stokes ekvationer fas om man ger f6ljande antaganden om
spdnningstensorn. FOrst antas att trycket dr isotropt. D& fas

alltsd ett bidrag till spénningstensorn som ir Tij=—p6ij

1 om i

il
.

0 om i

]
.

For skjuvspdnningarna antages att de dr linjdra i de nio
gradienterna auk/axl och dessutom att de endast fbrekommer i

kombinationerna Buk/axl+8ul/8xk.

Detta ger
Ju, Ju.
gy =l o+ ] see (2.17)
0X.. 9X .,
3 i

Sammantaget fads uttrycket f6r spédnningstensorn som

Ju, Ju.,
- o 1 J~
Tyy = POy * U[Bxg + axiJ ... (2.18)

Konstanten y kallas den dynamiska viskositeten. Genom
insdttning av detta uttryck i Eulers ekvationer erhdlles
Navier-Stokes ekvationer.

. du, 3u du.

1 — PR

= L0 7 i 1
o Yy ij Y ij[ p(Sij+ ul Xy 0%, 11+ P F;

eee(2.19)



Som slutligen ger

2
du, ou. 97u,
i i __1 23p 1 1
T Yy T, T T ox, TV 3% 3%, 5 P e (2220

ddr v 8r den kinematiska viskositeten.

I vektorform féas

3 - ov= _ 1 2= 1=
T + (ueV)u = 5 Vp + uV™ u + 5 F oo (2.21)

2.2 Potentialfldde

Om de visk®sa effekterna kan fdrsummas, samt fluiden kan anses
vara inkompressibel och irrotationell, kan Navier-Stokes ekva-
tioner fdrenklas avsevdrt. Resultatet blir en enda ekvation
fér den sd kallade hastighetspotentialen. Denna potential kan
sedan anvéndas till att berdkna hastighetsfdltet i fluiden.

2.2.1 Hastighetspotentialen

Hastighetsfdltet hos fluiden antas vara irrotationellt. D&
finns det enligt vektoranalysen en potential ¢ ur vilken has-

tighetsfdltet kan bestdmmas genom derivering sd att

_ 9
u = 5;{—'¢) e (2.22)
1 1

Att fluiden &r irrotationell innebdr att

= 0 eeo(2.23)



i0

1 om ijk &r en jdmn permutation av 1,2,3

déar Eijk =4-1 om ijk &r en udda permutation av 1,2,3

0 i 6vrigt
En enkel r&dkning visar att

3 9
Ei]k Wj ‘-53-2-]—. @ = ( P (2.24)

Om dessutom fluiden antas vara inkompressibel fés

du, 2
_ i _ 3 3 _ 39
0 =5 5 7. ®° wmow— ... (2.25)
i i i 1%

som dr Laplace' ekvation.

Alltsa skall potentialen uppfylla Laplace' ekvation.

2.2.1 Bernoullis ekvation

F6r att bestdmma trycket p i fluiden maste vi till&mpa Eulers
ekvation (2.16). Denna lyder f6r en icke-viskds vétska.

duy duy 1 3 1
-57__-—+uj 5‘}—{;——"6 -55. + i‘)‘ Fi eeo(2.26)

Sdtt in detta och att u; = a@/axi.



3 00 3P 3 1Y) 1 3p 1 30
== t o= Tz an = - - eee (2.27)
ot ox, axj ij Xy p 3%, p Ox%,
Med
0 3 3@ _1_ 3 (38 28,
ij axj Bxi 2 axi axj axj

fads efter integration

&

30 3
+ X .

J

N

+ % (p + ) = C(t) ce. (2.28)

B
Qo

X,
J

Funktionen C(t) kan vidljas till 0, eftersom @ &r en potential
och alltsd endast &r bestdmd p& en konstant ndr. Hastigheter-
na fads ju som derivator av ¢. Ekvation (2.28) &r Bernoullis

ekvation f0r en icke-visk®s wvatska.

2.2.3 Randvillkor

Skillnaden mellan olika fl&destillstd&nd ges av randvillkoren.
Kinematiska randvillkor &r sddana som ges av geometriska
villkor. Dynamiska randvillkor &r sadana som ges av villkor
p& trycket.

Ett vanligt kinematiskt randvillkor &r att fluiden inte kan
strémma igenom en fast yta. Detta innebdr att fluidens
hastighet vinkelrdtt en fast yta mdste vara lika med ytans
normalhastighet Uini om Ui dr ytans hastighetsvektor och ng

dr ytans normalriktning.

Fluidens hastighet i normalens riktning &r

30 - 92
. i = ces (2.29)
i
och alltsd fds randvillkoret
39 _
T Ui n, e. (2.30)

Ett annat kinematiskt randvillkor &r att p& en fri yta méste
alltid finnas samma partiklar. Detta kan formuleras som:

3L 5 _ 3E , 30 3E _
5t T Y oxy 9t + ax; Wy 0 ce. (2.31)
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om E(x,y,z,t) = 0 4r ytans ekvation.

Det dynamiska randvillkoret £8r en fri yta Hr att Bernoullis

ekvation skall vara uppfylld pd ytan.

2.3 Ytvidgor pd vatten

F8r att ytvadgor pd vatten skall kunna behandlas mdste man ta

speciell h@nsyn till randvillkoren p& den fria vattenytan. I

regel médste man linearisera villkoren £8r att Sverhuvudtaget

f& ndgon 16sning. Dessutom brukar man bortse fran inverkan av

ytspdnningen.

De ekvationer som skall uppfyllas av potentialen d& man har

ytvagor pa vatten ir

2

3a° 0 = 0 i hela fluiden
9K, 0X,
i 7
00 _
Fr e 0 pad bottnen
3E 9% & _
7t 5y 5—— 0 pa& vattenytan
3P 1 39 00 1 _
£t 5 5%, 5g.7 5 (p + Q) = 0 pad vattenytan
J J
Hir dr &(x,y,z,t) = n(x,y,t) -2 =0
och { = pgz
2.3.1 Linearisering

Randvillkoren pd vattenytan lyder utskrivna

an , 30 2n , 20 2n _ 20
It T 9x Tx T By By T Tz
2 2 2

g+ 38+ 3 (6D + 3D+ gl + B

see (2.32a)
eee (2.32Db)
coe (2.32c)
eoe (2.324)
eeo (2.32e)
eee (2.32f)
ces (2.33a)
. (2.33b)
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(e84
=3

Om vagorna dr tillr8ckligt flacka blir gradienttermerna X och
%% smd j&mfdrt med 1 och av samma storleksordning som %%. P&

samma sdtt gdller att om vaghastigheten &r liten i f8rh&llande
till vagrdrelsen blir derivatorna av ¢ i ekvationerna ovan smd
f6rsta ordningens kvantiteter. Om nu endast forsta ordningens

termer tas med i randvillkoren fias

@
=

a»
=

oo (2.34a)

I
I
!

@
a2
%
N

28

gn + 22 - - % P ... (2.34p)
Om den andra termen deriveras med avseende p& t och s8tts in i
den forsta fas
) 30 1 op
-5 +tg— =-= e (2.35)
3t 0z p 3t
Om trycket pad vattenytan anses vara konstant f&s i stdllet

2
20,42 -y ce. (2.36)
ot dz
Detta randvillkor skall egentligen tas p& ytan z = n men man

kan visa att det &r fdrenligt med lineariseringen att ta rand-

villkoret p& ytan z = 0. Nu blir ekvationerna f8r problemet

22 -0 i hela fluiden .. (2.37a)
%% = 0 pa& bottnen ce. (2.37b)
2320 Y .

— + g—=0 padz-=0 ce. (2.37c)
ot 3z

Nu kan detta ekvationssystem lOsas fOr plana vdgor pa vatten=-

ytan.
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2.3.2 Plana vagor

De lineariserade ekvationerna har 1&sningar, som ger plana
fortskridande végor. For dessa vigor Hr vattenytans form av
typen:

n{x,y,t) = A cos (kx - wt) e (2.38)

det vill s#ga sinusformade vagor, som rdr sig lings x-axeln i
positiv riktning. w &r vinkelfrekvensen som, om frekvensen Hr
f, ges av w = 2mf. k 4r végtalet som ges av k = 27/} om A
8r vagldngden. Med ytprofilen n{x,y,t) enligt ovan £&s poten-
tialen

Ox,y,2,t) = 5% £ (z) sin (kx-wt) eee (2.39)
ur randvillkoret pd planet z = 0.

Funktionen £(z) ger potentialens beroende av djupet. Insittning
i Laplace' ekvation ger
_ cosh(k(z+h))
f(z) = ~oshkbh eeo (2.40)
Parametrarna k och w &r inte oberoende. Sambandet mellan dem
kallas dispersionsrelationen och lyder

k tanh kh = w’/g ce. (2.41)

Den hastighet med vilken védgformen r8r sig 8r w/k = V_ och
kallas fashastigheten. Ur (2.41) f£é&s
/2

V, = w/k = ((g/k)tanh kh) L. (2.42)

Energin i vagorna r8r sig emellertid med grupphastigheten Vg

kh v e, (2.43)

_ dw _ 1 ___kh
Vg =3 T Gt 5w oo Yp

Grupphastigheten &r allts& mindre &n fashastigheten. Detta
innebdr att om vagrtrelsen har en front kommer de geometriska

vagorna att hinna ikapp fronten och d6 ut i denna.
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Om den plana vdgen inte r8r sig l&ngs x-axeln utan med en
vinkel 6 mot denna far ytprofilen utseendet

ni{x,vy,t) = A cos (kxx + kyy - wt) ces (2.44)

k. = kcosé; k. = ksing; k = 2n
X y A

Potentialen kommer att modifieras pd motsvarande sdtt

- 9A cosh(k(z+h))

O(x,y,2,t) % —coshkh

sin (kXX + kyy - wt) .. (2.45)

eller

h(k(z+h))

O(x,y.,z,t) = %é COSCOShkh sin (k (xcos8 + ysin®)-wt). (2.46)

2.4 Interaktionen mellan vadgor och ett fdremal

N&dr det ligger ett foremdl p& vattenytan medfdr detta att nya
randvillkor f£6rs in i problemet. Det medfdr ocksd att 1l8sning-
arna inte l&ngre blir plana vagor. De ekvationer som potentialen

skall uppfylla &r d&

3%p
e = 0 i hela fluiden eoo (2.46a)
9K, 0K,
77
%% = 0 pa bottnen ces (2.46Db)
90 - " .
FTY = Vn pd foremdlets yta oo (2.46C)
2
2"% + g2 -0  paytan z = 0 ... (2.464d)
ot 9z

dér Vn dr ytans normalhastighet. Forutom dessa villkor till-
kommer ett, som fdreskriver hur vagorna ser ut langt bort frén
kroppen. Detta villkor kallas radieringsvillkoret eller strél-

ningsvillkoret och beskrivs senare.
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2.4.1 Definition av rdrelsemoder

R6relsen hos en stel kropp kan alltid delas upp i sex olika

moder: tre translationsmoder och tre vridningsmoder.

De definieras p&d f®6ljande sidtt

ny rérelse ldngs x=-axeln - Surge eeo (2.47)
Ny y= - Sway

Ny Z- = Heave

Ny vridning kring x- - Roll

Ng y= - Pitch

Ne Z= - Yaw

oA

m n
. \/‘W ’
d
~ o X

n

' %4
|

Fig. 2.2 Definitionsskiss av rbrelsemoder.

I samband med detta skall ocksd en generell normalvektor med
sex komponenter definieras. Denna behdvs senare ndr integraler

skall tas Over ytan pad féremalet. Definitionerna &r

ny x-komponenten av normalvektorn eos (2.48)

n y_ - L - 0
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i

y ny = 2z n, Roll-komponenten

it

z n; - X ng Pitch-komponenten

[

X n, =y n, Yaw-komponenten

2.4.2 Superpositionsprincipen f6r potentialen

Vanligen delar man upp ¢ i tre olika delar sa att @ = ¢I+¢S+®R.
Denna uppdelning kan fysikaliskt tolkas p& fdljande s&tt. @I
d4r en infallande vag som skapats ndgonstans och betraktas som
given f&r problemet. @S dr den vag som uppstdr genom att fdre-

médlet sprider den infallande vagen olika mycket &t olika h&ll.

@R dr den vadg som uppstadr genom att ¢I och @S sdtter foremdlet
i rdrelse och ddrmed skapar nya vagor som radieras ut fran fore-
malet. FOr en kropp som rdr sig i lugnt vatten &r @I = ®S = 0.

For en kropp som dr fix i vattnet &r ®R = 0.

De tre potentialerna skall pd fbremdlet uppfylla randvillkoren

_a__aig = - f)...q.i"_[_ (2 49)
an on e
)
R _
o =V, ea.(2.50)

P

gdende begrdnsade vdgor di& R -> «, Matematiskt formulerat blir

och @R skall dessutom uppfylla strdlningsvillkoret f&r utdt-

strdlningsvillkoret

1/2

lim  RY2(30/9R - ik@) = 0; R = (x24y2) .. (2.51)

R=>c

Ett sdtt att approximera potentialen som kallas Froude-Krylov
teori dr att anta att @ = @I och alltsad bortse fran de radie-
rade och spridda vagorna. Denna approximation kan anvidndas om
kropparna dr sm& i fdrhéllande till vé&glédngden och ddrfér bara
p&verkar vagorna lite, men om kropparna dr stdrre &n ca 0,2
gdnger vagldngden bor man ta hdnsyn till de spridda och radie-

rade vagorna.
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Férutom den uppdelning av potentialen som behandlats ovan brukar
den radierade vagens potential delas upp i sex olika delar, dir
var delpotential f6r sig &r fOrknippad med respektive rdrelse-

frihetsgrad hos foremdlet. S&ledes skrivs den radierade potenti-

alen

ee.(2.52)

Om t.ex. fbremdlet utfdr en heaverdrelse i en £8r Bvrigt ostdrd
vétskevolym dr alla potentialer utom ¢3 i den radierade potenti-

alen lika med O.

Den slutliga uppdelningen av potentialen blir alltsa

6 6
¢ = @I + @S + 5 ¢k = ¢ + @7 + i ] «a0(2.53)

k=1

Dér ¢I och ¢S betecknats @O resp. @7 i det sista ledet.

2.4.3 Komplex notering

De infallande vagorna antas vara plana sinusformade vagor. D&
blir pd grund av lineariteten alla andra potentialer ocksé
sinusformade. Detta innebdr att man kan utnyttja komplex note-
ring, dir 4 (x,y,z,t) = Re(@c(x,y,z)e-th). Tids- och rumsdel
kan alltsa separeras. ¢C(x,y,z) dr en komplex funktion av x, y
och z. Detta géller &dven rdrelsen si att

(2)

ﬁlwt) = nél)cos wt + ny sin ot ee.(2.54)

N = Re(nk e

Om den infallande vagens potential skrivs éI = ¢ elwt

och ¢I
dr reell innebdr det att vi fatt en uppdelning av Ny i en del
som &r i fas med vdgorna och en del som &r fasfdrskjuten 90°
relativt de infallande vagorna. Samma sak gdller és och éR‘ De

radierade vigpotentialerna kan skrivas
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ee.(2.55)

som innebdr att den radierade potentialen skrivits som en faktor

¢él) i fas med hastigheten och en ¢£2) i fas med rdrelsen,

Den komplexa potentialen ¢C = ¢(i) + i¢é2) skall uppfylla
Laplace” ekvation, randvillkoret p& vattenytan och f&ljande

villkor pd fbremdlets vyta

(1)

3¢y _ ... (2.56a)
an Nk
(2)
Yk ...(2.56b)
on
2.4.4 Krafter fran det hydrodynamiska trycket

Bernoullis ekvation ger sambandet mellan trycket och poten-

tialen. Det totala trycket ges av

p=“p(§% + g z) e (2.57)

ddr bara fdrsta ordningens termer tagits med. S&tts utvecklingen

av potentialen in i detta fas

@k) - pgz c.e.(2.58)

o
P = -pgp (Bp + &g+ 1

I~ o

k
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Om detta integreras Over fOremdlets yta fas krafter och mo-

ment.
Kraften ges av

F, = [[ pn; as ee. (2.59)

I[P n,, 5 ds oo (2.60)
S
o

Detta innebdr att kraft- och momentvektorerna kan slads samman
till en generaliserad sexdimensionell kraftvektor Ki, dédr de
tre fbrsta komponenterna 8r krafterna och de tre sista &r

momenten

= [ p n, ds i=1,00..6 ... (2.61)
S
o

Sdtts nu trycket in i denna ekvation fé&s

K, = - pgéf z n, ds ... {2.62)
(o)
3
=P éf 3{ O + @7)nidS
o]
s 6
-p f T El @knids
O

om fdrsta termen 8r de hydrostatiska krafterna och momenten.
Den andra termen &dr exitationskrafterna och momenten. Den
sista termen ger upphov till det som kallas tilldggsmassa och

ddmpning f6r fbremdlet.
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2.5 Rb&relseekvationerna

Hittills har endast vattnets egenskaper behandlats. D& har man
forutsatt att foremdlets rorelse &r k&nd. Antingen har krop-
pen fixerats eller har den patvingats en rodrelse i ndgra av mo-

derna.

Det problem man oftast vill 1&sa dr emellertid hur foremidlet
rdr sig under paverkan av vagorna. D& mdste man &ven ta hénsyn
till foremdlets dynamiska egenskaper. Dessa kopplas till vatt-
net genom randvillkoret pd foremdlets yta. Aven om enbart vatt-
nets uppfdrande stks mdste foremdlets dynamik tas med i berdk-
ningarna. I detta kapitel skall r8relseekvationerna for fOre-
mdlet tas fram och kopplingen mellan fbremdlets dynamik och

vdgornas utseende gbras.

2.5.1 Koordinatsystem

En av svarigheterna ndr problemet skall formuleras &dr att for
beskrivning av kroppen dr det l&mpligast med ett kroppsfast
koordinatsystem medan r&relsen hos fluiden bdst beskrivs med

ett i fluiden fixt koordinatsystem.

Hiar skall bada koordinatsystemen anvdndas och en del av prob-
lemet bestdr i att finna relationerna mellan dessa bada koor-
dinatsystem. Lat oss f8rst definiera koordinatsystemen och

sedan sOka relationerna mellan dem.

Oxyz &r ett hdgersystem fixt i fluiden med 0Oz vertikalt uppat
och Oxy i den ostdbrda vattenytan. Se fig. 2.3.

Oxyz 4r ett hdgersystem fixt i kroppen och parallellt med Oxyz
med O liggande pd& 0z d& kroppen dr stillastdende och i jidmvikt.
0 &r beldget i kroppens tyngdpunkt. S&ledes har lyftkraftens
angreppspunkt B i jdmvikt koordinaterna (0, 0, zj) i Oxyz
systemet. Zg kan vara bdde negativt och positivt. Metacentret
M médste naturligtvis ligga Over O fOr att jdmviktsliget skall

vara stabilt.
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Z Zg
G B _
& X\ Zp
J
Fig. 2.3 Definition av koordinatsystem

I vila har O koordinaterna (0, 0, zG) i Oxyz-systemet. Men i
rérelse far O koordinaterna (Xl’ Yl’ z1 + zG) som innebdr en
translation av koordinatsystemet Oxyz relativt Oxyz. Fdrutom
denna translation kan kroppen och dirmed Oxyz-systemet vrida
sig. L&t koordinatsystemet Oxyz vrida sig vinklarna o, B och
v kring respektive Ox, Oy och Oz-axlarna. Vridningarna ger

fljande relation mellan koordinatsystemen Oxyz och Oxyz.

x x

y| = VvV |y| =

z z
cosBcosy -cosfsiny sing
cosysinBsingt+sinycosqg -sinysingsingtcosacosy -singcosg ||y
-cosgsingcosy+singsiny sinycosgsing+singcosy cosqCosB || z

<oo (2.63)

ddr V dr vridningstensorn.
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Nu antas att vridningarna &dr smd. Da &r

sina=a sinB=8 siny=y .. {2.64a)

coso=1 cosf=1 cosy=1

Produkten mellan tvd sm& vinklar &r O,

aB=0 0B8=0 och aB=0 .. (2.64b)

sdtts detta in i vridningstensorn V far man

X =Y B %
v = vy 1 -a % <. (2.65)
2 -8 a 1 z

Tillsammans med translationsrdrelserna f&s d& det slutgiltiga
sambandet mellan koordinatsystemen

x = x; + X = Yy + Bz
YX + Yy = az .. (2.66)

N
W
NN
=
+
N
i+

BX + a§ - z

Har 4ar Xiv Yqr 290 Oy B och y funktioner av tiden t och skall

bestdmmas som en del av ldsningen.

Som beskrivits i avsnitt 2.4.1 kan rorelsen hos en stel kropp
behandlas som en sexdimensionell vektor med komponenterna

N=RpP N,=Yq0 Ng=2zgf N,=0; ng=8 och n.=y .. (2.67)

2.5.2 Hydrostatik

Innan r8relseekvationerna kan stédllas upp méste de hydrosta-
tiska krafterna och momenten pad grund av kroppens f6rflytt-
ningar ur jimviktsléget bestdmmas. F6r detta &ndamdl gdrs

f8ljande definitioner:
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W &r vattenlinjearean i jémvikt.

V &r deplacementsvolymen i jédmvikt.

x, = % j %¥ dW Vattenlinijeareans tyngdpunkts x-koordinat.
W
Yo = % f y dW Vattenlinjeareans tyngdpunkts y-koordinat.
W
Il = [ y2 dW Vattenlinijeareans yttr&ghetsmoment m.a.p.
W x—-axeln.
12 = j x2 dW Vattenlinjeareans yttr&ghetsmoment m.a.p.
W y=axeln,
Il2 = j xy dW Vattenlinjeareans deviationstrdghetsmoment.
W
EB = % j (z - ZG)dV Lyftkraftens angreppspunkts
v z-koordinat
§B = §B = 0 Lyftkraftens angreppspunkts x- och

y-koordinater.

Momentjémvikt kring tyngdpunkten ger kring y-axeln

I, + Vg =V H +Wx .. (2.68a)
och kring x-axeln

I, +V i, =VH +Wy ..(2.68b)
dér H., och H, dr de tva metacenterhdjderna f8r kringning kring

1 2
respektive Oy och Ox-axlarna. H, och H, skall vara positiva

f6r hydrostatisk stabilitet.

Generellt f0r en vridning kring en godtycklig axel i Oxy=-pla-
net gédller £8r hydrostatisk stabilitet
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f ((x~xc)sin 8 + (ymyc) cos Q)Zdw + Vv EB >0 soes (2.69)
W

Med dessa definitioner och lineariseringen av vridningstensorn

fds foljande hydrostatiska reaktionskrafter och -moment.

mngzl kraft i z=-led vid f6rflyttning i z-led
—ngyca kraft 1 z-led vid vridning i respektive
ngxCB o= och B-=led
—pWyCz1 moment kring x- resp. y=-axlarna vid
pWx 2, forflyttning i z-led

p(VH2+Wyc2)a moment kring resp. x=- och y-axlarna

p (VH +WXC2)B vid vridning i resp. o= och B-led

1
Pl 0 moment kring y- och x-axlarna vid vridning i
01128 resp. o- och Bg-led.
2.5.3 Dédmpning och tillédggsmassa

D& ett fbremdl rbr sig pd en vattenyta kommer vattnet att ha
en ddmpande inverkan pd r8relsen. Ddmpningen sker genom att
vadgor strdlar ut fran fbremdlet och f£6r bort energi fran det-
ta. Denna energi maste tas fran rdrelsen och alltsd dédmpas rd-

relsen,

Vattnet har ytterligare en inverkan pd rdrelsen, ndmligen den

att det ger en tilldggsmassa. Det vill sdga den massa som skall
accelereras blir stbrre &n foremdlets massa pd grund av att ndr
kroppen d&d accelererar genom vattnet madste den ocksd accelerera

vattenpartiklarna ndrmast sig.

Dessa b&da fenomen kan berdknas ur den tredje integralen i kraf-
terna fran det hydrodynamiska trycket i avsnitt 2.4.4, ekvation
2.62. Denna integral lyder
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6
E ¢knid5 ees (2.70)

Utnyttjar man uppdelningen fran avsnitt 2.4.3, ekvation (2.55)

B, = Re (-iw ng of e -“%) e (2.71)

fads fbljande integral

6
-p Re( T -w
froe

2 ¢ ¢ _-ipt _
Ny ¢ © )nidS =

= -w® Re (ny, e rr o) n, ds -

- w2 Im (ni e—iwt) I e ¢é2) n, ds ee. (2.72)

Men nu &r —mzRe e” %) 1ika med fSremdlets acceleration och

{nc
-imt) k

w Im (hﬁ e dr lika med f8remdlets hastighet. Detta inne-
bdr att integralen bestdr av en term i fas med fSremdlets acce-

leration och en term i fas med f&remalets hastighet.

Dessa bada delar kallas tilldggsmassa (added mass) respektive
ddmpning (radiation damping) och definieras enligt f&ljande:

tilliggsmassa: a;, = Re (pf] ¢ n; ds) ee. (2.73)
S
o
dimpning: b = Im (pw[f ¢) 1;d5) ees (2.74)
S
o

Tilldggsmassan och didmpningen dr bada symmetriska 6 x 6 matri-

sSe€r.
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2.5.4 Excitationskrafterna

Den sista termen som skall behandlas, innan rdrelseekvationer
na kan stdllas upp, 8r excitationskrafterna. Dessa beror pa
den infallande och den spridda vagen. Enligt avsnitt 2.4.4 ges
excitationskraften av

X, = -p /f %E (B +0,) n; ds cee (2.75)
s
(o]

Med utnyttjande av komplex notering fas

_ . c c
X; = =p /[ iwleg + ¢7) n, ds e (2.76)
S
o}
Dessa ekvationer kan anvindas direkt f6r berdkning av excita-
tionskrafterna sd snart ¢$ dr k&nd. Det finns emellertid en
genvdg som gor att man slipper berdkna ¢$. Genvédgen heter
Haskind-relationerna. Dessa f&s om man utnyttjar att n, =

8¢:/an, alltsa

Xy = iwp [J (¢g + ¢§)a¢§/an as e (2.77)
s
O

Men enligt Greens teorem gédller

] (¢§ a¢§/an - ¢§ a¢§/an) as = 0 ce. (2.78)
S
(o]
D& blir
X, = iwp [[ (¢g a¢§/sn + 05 a¢§/an)ds e (2.79)
. ‘
o]

Men enligt randvillkoren &r
395/¢n = - 3¢c/9n ... (2.80)

och Haskindrelationerna fdljer
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_ s c c _ 4C c

X, = dwp [[ (65 9¢7/9n - ¢ 36,/dn)ds eoo(2.81)
s

(o]

Denna integral kan dessutom flyttas ut till en kontrollyta i
odndligheten genom Greens teorem. Sdledes beh®ver inte ens @i

vara kdnda utan endast deras asymptotiska utseende.

2.5.5 ROrelseekvationerna sammansatta

Rbrelseekvationerna f£6r en stel kropp som utfdr bade transla-
tionsrdrelser och rotationsrdrelser skrivs

ij =1,2,3 ce.(2.82)

dér Iij dr troghetstensorn for foremdlet och m foremdlets
massa. Dessa kan slds samman till en enda ekvation enligt
avsnitt 2.4.4

M. n. = K, ... (2.83)

Ki antas berdknad i det kroppsfasta systemet, dvs moment och
krafter dr reducerade till kroppens tyngdpunkt.

Matrisen mij blir nu f8r translationer och rotationer kring

kroppens tyngdpunkt

mij ='m 0 0 0 0 0 ... (2.84a)
O m 0 0 0 o0
o 0 m 0 0 o0
o o 0 1, T, I,
o o o 1, I, T,
o0 0 Iy Iy 133_J

Relateras rbdrelserna till ndgon annan punkt &n tyndpunkten far

matrisen mij detta utseende.



mij =l m 0 0 0 mz . -rny;1 ... (2.84D)
0 m 0 -mz 0 mX
0 0 m my, mxg 0
0 mmzg myg Ip; Iy, I3
mzg 0 -mxg Uy I,y Iog
(W ™™g 03 I3y Ii3

Vektorn Ki innehdller enligt avsnitt 2.4.4 de hydrostatiska
krafterna, excitationskraftern tilldggsmassa och d&mpning.
De hydrostatiska krafterna frén avsnitt 2.5.2 kan skrivas som

en matris ganger rb6relsevektorn Cijnj dér Cij har komponenter-

na
Cy3 = pgW ... (2.85a)
C34 = Cyqy = —PgWy_ ... (2.85D)
C53 = C35 = «ngxC ... (2.85C)
C,, = pg(V H, + W ) (2.85d)
44 T P9 2 Ye cee len
Cew = 0g(V H, + W x°) (2.85e)
55 = P9 1 X ... (2.85e
Chys = Cey = P9 I, ...(2.85f)
alla 6vriga Cij =0 ... (2.85g)
D& blir
Ki = ""Cij T\j = aij T]j - bij ﬂj + Xi -..(2.86)

e

{m.. +a..yn. + b,.n. +C,.n. = X, wes(2.87)

Om det &r vagornas utseende som sbBks maste man multiplicera
alla de potentialer som beror pé& rdrelsen, dvs él - ¢6 med nj
nédr rbérelseekvationerna 10sts. Sedan kan ytprofilen eller has-

tighetsfédltet bestdmmas.
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2.5.6 Recept £86r berdkning av rbrelsen hos ett flytande
foremdl och vagfédltet kring detta

® Ange den infallande vagens h&jd, frekvens och infalls-
riktning dvs definiera ®O

m Los differentialekvationerna d& f&remdlet &r fixerat i
sitt jé@mviktslige. Detta ger @7

® ROr foremdlet med en enhetsamplitud och med den infallande
vagens frekvens i alla rdrelsemoderna och 186s differen-
tialekvationerna for dessa fall. Detta ger ¢1 - ¢6.

m Bestdm excitationskrafterna ur ¢7 och @o,

& Bestdm tilldggsmassa och dé&mpning ur ¢l - ¢6.

@ Specificera fdremdlet dynamiskt, dvs bestdm massa, trog-

hetsmoment, hydrostatik osv.
® Stdll upp rorelseekvationerna.
2 L8s dem.

& Multiplicera alla ¢1 - ¢6 med hastigheterna i resp.
rérelsemoder. D& erhdlles @l - ¢6.

® Summera till ¢ = ¢I + ®s + ¢R.

@ Vagprofilen ges av r(x,y,t) = = %%

Q fe-

z=0

® Hastighetsfdltet ges av B¢/3xi,
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3. VARIATIONSFORMULERING AV PROBLEMET

Eftersom mdlet &r att gbra en finitelementformulering av det
problem, som &r beskrivet i kapitel 2, &r det n&dvdndigt att
f6rst variationsformulera detta. Sedan gbrs sjdlva finita

elementansatsen, som sdtts in i variationsformuleringen, och

man erhdller d& ett linjdrt ekvationssystem att 18sa.

H8r skall kort gds igenom n&gra av de grundldggande princi-
perna f&r variationsformulering av andra ordningens linjdra

partiella differentialekvationer,.

Variationsformuleringen, i sin renaste form, kan h&rledas ur
bestdmda minimeringsprinciper, som garanterar stabil konver-
gens fOr motsvarande numeriska processer. Denna garanti ger
utdelning i form av god berdkningsekonomi fOr en stor mingd
tekniska problem, ddr den &r direkt applicerbar. Men metoden
kan ocksd& tillémpas pd problem ddr minimeringsprincipen méste
bytas mot en svagare stationaritetsprincip. Hdr har minime=-

ringsprincipen kunnat anvédndas.

3.1 Funktionalen i det allmdnna fallet

I variationsformuleringen bildas fOrst en funktional vilken

sedan skall minimeras. En funktional &r ett uttryck, t.ex. en
integral eller en summa, vilken ger ett vdrde ut ndr man sub-
stituerar in en funktion i den pad samma s&tt som en funktion

ger ett vdrde ut da ett tal substitueras in i den.
Betrakta differentialekvationen
1p = £ oo (3.1)

ddr L dr en linjdr differentialoperator av ganska allmint slag

t.ex.:
L= a = 032/0x% + 3%/0y2 + 22/322

Den funktional som anvédnds fOr att 18sa det beskrivna problemet

ar
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F(Q) = < Lp, 6 > -2 < @, £ > e (3.2)

ddr ¢ och f antas vara reella funktioner. Klammerna < > beteck=-
nar skaldrprodukten

<P,f>=] £pap eee (3.2)
D

ddr D &r ett definitionsomrade.
Under fdrutsdttning att L dr sjdlvadjungerad &r l1lO6sningen till
LP=f en stationdr punkt till F(@). Ar dessutom L positivt
definit &r den stationdra punkten ett minimum till F(@).
Definition:
Positivt definit innebdr att ees (3.3)
<G, L ¢> 2 0 £6r alla ¢
Definition:

Sjdlvadjungerad innebdr att ce. (3.4)
<u,Lv> = <Lu,v>

u,v € DL = L:s definitionsméngd.

L&t @O vara den exakta 1l®sningen till problemet

d& kan funktionalen (3.2) skrivas
F(@) = <L®, 0> - 2<0, LO_> ... (3.5)
Addera och subtrahera <L¢O, ¢0> i hégerledet
F(@) = <L@,0> - 2<0,L > + <LP_,0 > - <LP_,B > =
= <LO,0> - 2<L®o,¢> + <L®O,@o> - <L¢O,¢O> =

= <L(¢°00),®> + <L¢O,¢O=¢> - <L¢O,¢O> eo. (3.6)
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Eftersom funktionerna ir reella och operatorn sjdlvadjungerad
erhdller man

F (0)

]

<L®, ¢~¢O> - <L¢O,¢=¢O> - <®O,®O> =

<L(¢~®O), ¢@®O> - < L¢O, ¢o> cee (3.7)

Antages nu att L 8r positivt definit &r bada termerna positiva
och speciellt dr den £fOrsta noll om ®=®O. Alltsa &r F(Q) mini-

mum om och endast om ®=®O med minimivdrdet - <L¢O,®O>.

F6r att detta minimifunktionalteorem skall gdlla, mdste opera-
torn vara positivt definit och sjdlvadjungerad under de givna
randvillkoren. Dessutom mdste testfunktionerna @ komma fran
L:s definitionsmédngd. Annars kan en funktion, som inte dr en
l8sning, ge ett mindre vdrde pd& F(P) och fbrleda oss att tro
att den dr en bdttre approximation till 1l&sningen &n den exak-

ta l&sningen.

Det A&terstdr nu att visa, att’nér man vdl hittat en stationdr
punkt till F(®), s& &r det en l1l&sning till LY = £,

Antag att @o dr en funktion som gdr F(@o) stationdr. Visa

sedan att ¢O dr 1lbsningen till L@ = f.

L Alltsd 8r ¢ = wo +
on en tilldten testfunktion. a dr ett reellt tal och funktio-

Lat n vara en godtycklig funktion neD

nalen &r stationidr f6r o = 0. S&tt nu in § = ﬁo + an i1 F(§).

Detta ger

F(®)=F(®O+ an)=
... (3.8)

2
<L®O,®O>+ <L¢O,n>+a<Ln,¢o>+a <Ln,n>—2<¢o,f>—2a<n,f>

Derivera med avseende pd o f6r att f& den stationdra punkten.

dr
e = <L®O, n> + <Ln,®o> + 2a<Ln,n > - 2<n, £> ... (3.9)
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Genom fdrutsdttningarna far vi
Fo | a=0 = <L®O’n> + <Ln, B> = 2<n,£> = 0 «e. (3.10)
Utnyttja att L dr sjdlvadjungerad

<L(b0,n> - <, =0 eee (3.11)

<L®0 - £,n> =0 ' oo (3.12)

Detta gédller alla n. Alltsd maste @O uppfylla

Om man s&ledes funnit en stationdr punkt till F(@) dir ¢ (och

n) ebp
som gor F (@) stationdr 16sningen till L@=f.

men i O&vrigt dr godtyckliga, s& &r den funktion (¢O)

I det ovanstdende har aldrig utnyttjats att L skall vara
positivt definit. Studerar vi nu andraderivatan av (3.9) med

avseende pa o fas
2 2 _
d°F/da” = 2<Ln,n>, eeo (3.13)

som &r positiv, om L &r positivt definit, och alltsd &r den
stationdra punkten en minimipunkt. Observera att om L ej &r
positivt definit kan den stationdra punkten vara en maximi-
punkt eller en inflexionspunkt men ¢ f£&6r den stationdra
punkten &r &ndd en 16sning till L@=f. Om L ej &r positivt

definit, kan man ha flera l&sningar till problemet.

Resonemanget ovan kan formaliseras genom att inf&ra begreppet
variationen av en funktional. Detta innebdr, att alla i funk-
tionalen ingdende funktioner varieras lite, och resultatet
noteras. Variationen kan ses som en generalisering av begrep-
pet differential, d&r de oberocende variablerna nu &r funk-
tioner. Man infd8r beteckningen § £6r variationen. Dessutom
antar man att alla linjdra differential- eller integralope-

ratorer kommuterar med §. Formellt kan man skriva

SF(B,u,m) = 55 68 + Go ov + 55 o e (3.10)



35

I fallet ovan ger detta

SF (0) S<LO, B> = 28<£,0> =

[

<L§P, 0> + <L, 50> - 2<£,80> =

2<LB, 80> - 2<£,80> = 2 < LY - £, &0> ... (3.15)
eftersom L &r sjdlvadjungerad.

Vidare antas ocksd att &0 ¢ D; - §¢ dr godtycklig och, om F (@)
skall vara stationdr, innebdr det att §F (@) = 0. Alltsd maste
LY = f gdlla vid stationaritet. P& liknande s#tt som ovan kan

andravariationen av F (@) tas. Detta ger
52F (B) = 2<L6B, 50> + 2<LO-£,5°0> ... (3.16)

men 62® dr av hdgre ordning &n &P och kan sdttas till noll.
Detta ger, att om L &r positivt definit, dr den stationdra

punkten en minimipunkt.

3.1.1 Funktionalen f6r andra ordningens problem

I fdregdende avsnitt visades hur problemet L@=f kunde l&sas
genom att minimera en funktional med utseendet

<P, LO> - 2<P,f> = 0 ee.(3.17)

L&ter vi nu L vara en andra ordningens differentialoperator sa
fas funktionalen f6r andra ordningens problem. Den mest gene-

rella andra ordningens linjdra differentialoperator &ar
L(@) = Ve (kVO) + dp = £ eas(3.18)

om tidsberoende termer utesluts. Parametrarna ¢ och d tillats
vara funktioner i rummet. k &r hdr en matris. Sdtter vi nu in
denna operator i (3.17) och skriver ut alla integraler full-
stédndigt fas
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[[] @V (x90) + o - 2£¢)av ... (3.19)
v

ddr V dr det omrade inom vilket differentialekvationen giller.
Om detta omrade 8r begrinsat av rénder mdste funktionalen

(3.19) modifieras s& att hénsyn tas &ven till dessa. Hur detta
sker redovisas i avsnitt 3.1.2.

3.1.2 Randvillkor

N&r omrddet ddr differentialekvationen giller Hr begrinsat
méste man &ven ange villkor p& omradets rinder f£&r att proble=-
met skall kunna l&sas.
Vanligtvis f&rekommer tre olika typer av randvillkor n#mligen
1} Dirichletvillkor som sdger
@(s) = b(s) ' «o. (3.20)
ddr S &r randen till omradet V.
2} Neumannvillkor som sédger
Vpen|g = h(s) ... (3.21)
ddr n Hr den utdtriktade normalvektorn till randen.
3} Blandade randvillkor

(KY9) *n|g + 0(S)B(S) = h(S) ce.(3.22)

Neumannvillkoret &r ett specialfall av detta villkor, nimligen
dd o(S) = 0 och k¥ &r enhetsmatrisen.

Allmd&nt kan randvillkoren formuleras

Bwls = b(8) ve.{3.23)
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ddr B 8r en linjdr differentialoperator. Genom att anta att
det finns en funktion w, som uppfyller randvillkoret men ej
nddvdndigtvis differentialekvationen, kan man ta fram hur
funktionalen (3.19) skall modifieras p.g.a. randvillkoren.

Definiera fdrst en ny funktion

v =0 -w ceo (3.24)

L&t B operera p& denna

Bv = Bp - Bw = 0 eee (3.25)

eftersom badde @ och w satisfierar randvillkoret. Vi har alltsé&

dstadkommit homogena randvillkor f£6r funktionen v. I stdllet

£for att studera ¢, studerar man nu v.

v = L(Q - w) cee (3.26)
Betrakta en 1ldsning @O till L¢ = £, da &r v, = @O - w och
v, = L@O - Lw = f - Lw = f1 ee. (3.27)

eftersom w ej satisfierar Lw = £, f1 definierar en ny

kdllfunktion, som &r bekant, d& ju f och w &r givna
funktioner. Alltsd har vi nu problemet

v = f ... (3.28)

att 16sa i stdllet £0r det ursprungliga. Hir gidller da att
funktionalen

F = <v, Lv> - 2<v,f1> wos (3.29)

skall minimeras.

Substituera nu in v i detta uttryck
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o]
L]

<O=w,L(0-w)> « 2<@P-w, f-Lw> =

<O,LO> = 2<0,f> = <w,LO> + <P,Lw> -
~ <w,Lw> + 2<w,f> eeo (3.30)

Nu dr ju £ och w fixa funktioner och @EDL- Alltsa dr de bada
sista termerna oberoende av variationen av ¢ och har ingen be-
tydelse, da det gdller att bestimma @O gd att minimum erhélles,
min. Vi har alltsd f6ljande funk-

tional att minimera f&r att erhdlla l1&sningen ¢O

men de paverkar vdrdet av F

F = <0,L0> - 2<0,£> + <@, Lw> - <w,L@> eee (3.31)

Hdr beror de tva sista termerna p& randvillkoren.

3.1.3 Den generella funktionalen £6r andra ordningens
partiella differentialekvationer

Som tidigare nd&mnts 8r den generella andra ordningens partiella

differentialoperator
LY = Ve (xVQ) + 4o oo (3.32)
Funktionalen f0r
LY = £ e (3.33)
skall best@&mmas under f6ljande villkor
(k96) n + o(S)@(S) = h(S) ... (3.34)

pd en del S, av randen, och

1

9(s) = g(s) ... (3.35)

p&d resterande del 82 av randen S. Studera <@,Lw> - <w,L®> fran

f8regédende avsnitt
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<P, Lw> -~ <w, LO> =

]

<P, Ve (KVw)+dw> = <w, Ve (KVO) +d@> = eos(3.36)

JI] (89 (k%) - wV: (kV9))av
v

enligt Greens teorem &r

[[ u(xVv)sen dS = [[[Vue(xW)aV + [[[ uV-(xWv)dV...(3.37)
Om ¥ nu antages vara symmetrisk s& &r

[[[vue(kVv)av = [[[Vve (xVu)dv ... (3.38)

Tilldmpas detta p& ekvation (3.36) sa& fés eftersom bade ¢ och
w skall uppfylla randvillkoren

<P, Lw) - <w, L@> =

J] l®(x%w)n - w(xVp)-nlds = ... (3.39)
S

[I (¢ - whyas + [] (g(xw)°n - g(x7p)n)ds

S1 52

Hir har randen delats upp i tvad delar var och en motsvarande
den del dir respektive randvillkor gdller. Det framgdr att den
andra och tredje termen inte beror av ¢ och sdledes kan de
strykas fran funktionalen.

Den resterande funktionalen blir d& enligt f8regéende avsnitt

&)
[}

<O, LO> - 2<0,f> + <P,Lw> - <w,LP> =

]

<@,LP> - 2<@,f> + [[ @hds - [[g(kV@)en dS ... (3.40)

51 5,y
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Tilldmpas Greens teorem pd detta uttryck fas
F = [[[ (-V@: (xV0) + dp® - 2pf)av +

+ [[ ®(h- 0@)dS + [[ g(xV@).n dS +
S S

1 2
+ [[ ¢h ds - [[ g(kV@)-n ds ce. (3.41)
s, s,

d&r ocksd randvillkoren pd respektive delar har utnyttjats.
Slutligen féas
F = [[] (-v0- (kV0) + ap® - 20f)av +

+ [[ (2 ¢h - o@z)ds e (3.42)
51

Detta dr den allmdnna funktionalen f£6r andra ordningens

system. Alla parametrarna i problemet (x, 4, £, o, h och g)

tilldts vara funktioner i rummet.

Kven om g ej upptrdder explicit i funktionalen &r det under-
forstadtt att testfunktionerna ¢ alla uppfyller Dirchlets rand-
villkor. En liten avvikelse frén generaliteten 4r att K har
antagits vara symmetrisk. Detta &r emellertid ingen allvarlig
avvikelse eftersom k dr symmetrisk for de allra flesta fysi-

kaliska situationer.

3.2 Variationsformulering av fallet med gravitationsvigor
pa vatten

Problemet med gravitationsvagor p& vatten har beskrivits i kap.

2.3. I detta fall har man ett obegridnsat omrdde i radialled d&r
funktionalen skall minimeras. D& omradet skall delas in i fi-

nita-element (se kap. 4) innebdr detta att antalet element ock-
s& skulle bli obegrénsat. Darfdr &r det bekvimt att dela in om-

réddet i tvad olika delar; en inre del som delas in i element
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och en yttre dir en generell testfunktion anvédnds, vilken upp-
fyller Laplace' ekvation och vissa randvillkor.

3.2.1 Identifikation av termerna

Det problem som skall l&sas &r

v2g = 0 i hela volymen ...(3.43a)
% 30

—5 tg—= 0 pa z = 0 «o6 (3.43Db)
3t 9z

30 _ v pd begrédnsningsytor (3.43c¢)
sn = Vn g gsy EENEE

im gk B2 - ixg) = 0 ... (3.43Q)
Re>oe

Identifikation av termerna i funktionalen £6r den allm&nna

andra ordningens differentialekvation ger

Fo= - [{] (ve)2av + [[ (wP/g)0® aF +
v F
. (3.44)
+ [ 2v 0as+ [[ inp® as”
S s”

ddr de ingdende beteckningarna f£6r randytor och omréden fés ur

féljande definitionsfigur.

Figur 3.1 Definition av randytor och omrdden
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3.2.2 Sju olika fall att behandla

Enligt kap. 2.4 kan potentialen ¢ delas upp i tre olika delar
o = @I + @S + ¢R ces (3.45)

Dessutom kan @R delas in i sex olika komponenter (ekv. 2.52)

en f8r varje rbrelsenod hos fbdremalet
bp = E n.

Randvillkoret p& fbremdlets yta (3.43c)

30 _
an n

kan nu delas upp i tva delar

£Y4) 30
I S _
-a—-rT—-l--g}-{-—- 0 ... (3.46a)
B@i
-B—E“Z ni ceo(3.46Db)

Sdtts detta in i funktionalen i fdregdende avsnitt, far man
sju olika funktionaler, som skall minimeras. Problemet har
alltsd delats upp i sju delproblem: Ett d&r spridningen av
vadgen mot fdremdlet berdknas, sex ddr den utstrdlade vagen

frédn varje rbrelsemod ber&knas. Funktionalerna blir:

Foo= ) (e av- [ wP/g)e,? aF -
F
... (3.47)
=[] 26, nds - [[ ik ¢,% d5" i=1,..6)
S s”
P,o= I W@ ? av - [ (P9 (B+eg) ? -
F

... (3.48)

- [f ix(@g+pg) % as”
-
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3.2.3 Indelning av volymen i tv& omrdden

I uttrycket f6r funktionalerna finns tva integraler som skall
tas d& R->», Den ena 8r integralen 8ver vattenytan F och den

andra &r integralen 6ver den fiktiva ytan S'.

D& omrédet V skall delas in i finita element m&ste volymen be-
grénsas s& att ett &ndligt antal element fas. Ett s#tt att gbra
detta dr att helt enkelt flytta den fiktiva ytan S' till ett
dndligt R-vdrde och lata ¢ uppfylla strdlningsvillkoret dér.
Ett annat dr att ha odndliga element utanfdr ett viss R-vdrde
ddr interpolationsfunktionerna uppfyller strdlningsvillkoret

och som har noder i odndligheten. (Se Zienkiewicz 197 ).

Hdr har en tredje metod anvdnts. Den innebdr att S flyttas
till ett &ndligt R-vdrde, och att man utanfdr detta R-virde
antar en testfunktion, som har ett i princip odndligt antal
parametrar, som skall bestdmmas. Denna testfunktion uppfyller
alla randvillkor utanfdr S”, och parametrarna best&ms genom
att potentialen och dess normalderivata skall vara kontinuer-

liga Bver ytan S7, dvs:

o = o' pa S' eos(3.49a)
3¢ _ 397 2 gt 49b
™ o pa § eos (3.49Db)
ddar ' asyftar potentialen utanfdr S'. Detta introducerar nya

villkor pd& ©®, som maste tas med i funktionalen. Funktionalen
dndras pd sa sitt, att en extra integral O6ver den fiktiva ytan

S” infdrs.

Matchningsvillkoren p& ytan 8' gdr, att det nya villkoret pa
funktionalen kommer att bero pd bdde ¢ och ¢', eftersom dessa
kan variera oberoende av varandra. Det innebdr, att man nu har
en funktional med tva argument i stédllet for ett. Den nya

integralen 8ver S”far fdljande utseende.

[[ &=~ 0;) (30", /0r)ds” ... (3.50)

sl
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f6r den utstrilade vagen och

[ (Cogrz - o) 2= (p5/2) 2@ /ar) as C.. (3.51)
o

f6r den spridda vagen.

De sammanslagna funktionalerna blir nu

F (0,07) = [[] (vq;i)2 av - [J w?/g ¢i ar -
v F ce. (3.52)
= [[ 2 ¢; ng dS + [ (¢]- 2¢7) 8¢;/sr dS'
s s
Fo(0,67) = [[{ (V(B.40,))2av- [[ wP/g (B +0)° +
70 sT'1 w /9 TP

\% F
ove(3.53)

+ [ (@D - 205) 8 (B +6g) /or - ©F 80 /or)as”
sl

FOr att visa att dessa funktionalers stationdra punkter @S
18ser problemet tas fOrsta variationen av Fo(@, ¢') med

0= 05+ 0.

F(0,0') = [[[ 208604V - [[ 2(u’/g) 0s0dF +
F

+ [[ ({8 B5-28Dg) 307 /3r + ee. (3.54)
5-

+ (¢§ - st)aaw’/ar - swg a@l/ar)ds”

5¢I = 0 da @I 4r en given funktion.
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Tilldmpa Greens teorem pad f&rsta termen

[[jvespav=-[[[ v’osoav+ [[ 22 spars [f S8 spas” +
F s~
... (3.55)

+

[ %% 30 aB + [| %% 50 as
B S

i

67, (0,07 = = [[ 7?0 0 av + [[ @2 - /g)0) 50 aF +

F

3 _ 30! 1y 280! '
+ é[ ((5; - E;”) &0 - (0-0") “5;") as

+

20 @8- e/ - 07 o) 22)ase
.

3T
«o0 (3.56)
Den sista integralen blir noll genom Greens teorem,

/] % (605 305/0r ~ ©g 3s0g/3r) ds™=
g-

=1 J1f (@ vPeey - 505 v 0y av -

\4
- /] % (805 8@g/on — B 38@g/on)dS = 0 ... (3.57)
Soo UF-UB”~

eftersom @0 uppfyller alla villkor utom det pd randytan S7.
P4 samma sdtt kan visas att funktionalerna Fl - F6 l6ser stral-
ningsproblemen.

I det f6ljande kapitlet skall nu visas, hur man kan anvédnda
dessa funktionaler f6r att 1l6sa problemet med gravitations-
vadgor pd vatten.
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4. FINIT ELEMENTFORMULERING

D& problemet har variationsformulerats skall minimipunkten
sbkas. Det finns flera olika metoder att tillgripa. Hir har
metoden med finita element anvénts.

Finita elementmetoden har flera f&rdelar framfdr ett direkt
variationsangrepp, ddr man ur en uppsdttning funktioner viljer
en kombination, som minimerar funktionalen. Dessa funktioner
skall forutom minimivillkoret uppfylla Dirichlets randvillkor,
och detta dr svart, om rédnderna ej har enkel geometri. Dess-
utom innebdr den direkta metoden, att det dr svart att ta hin-

syn till inhomogeniteter p& ett korrekt sitt.

En annan nackdel &dr, att de matriser som fas blir fulla och
tdta vilket innebdr att man inte kan anvdnda de kraftfulla
metoder som finns f6r att 18sa ekvationssystem med glesa

matriser.

Genom att anvdnda finita elementmetoden (FEM) kan man undvika

flera av dessa svarigheter,

Dirichlets randvillkor &r l&tt uppfyllda om man anvinder iso-
parametrisk avbildning. (Se avsnitt 4.12). Eftersom testfunk-
tionerna &r definierade bara pa delintervall s& kan inhomogeni-
teter utan svarigheter behandlas. Man kan dessutom variera ele-
mentstorlek och t&thet sd att omrdden av sdrskilt intresse kan
studeras i stdrre detalj. De matriser som uppkommer &r glesa
och bandade vilket inneb&r att effektiva ldsningsmetoder kan

anvdndas.

4.1 Element

Indelningen i finita element kan gbras pd flera olika sitt.
Figuren 4.1 nedan visar ett flertal olika element i en, tva

och tre dimensioner.
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Frihetsgrader E:
geometrl

[:l ¢ & &
¢ [::l i & '8
ii::::i‘ﬁ <f£I> :
I~
10 - 10
Frihetsgraderna anges ps foljande site.
betyder funktionsvirde
betyder vdrdena av fdrstaderivatorna,
betyder virdena av andraderivatorna,
betyder virdet av normalderivatan,

. 2 .
betyder virdet av blandade derivatan -5% .
1772

.\ O o

Fig. 4.1

Ett finit element &r karaktdriserat av tre storheter ndmligen
en geometrisk form, ett antal funktioner definierade pa& den
geometriska formen och ett antal frihetsgrader. Den geometris-
ka formen bestdmmer utseendet pd elementet t.ex. en triangel
eller en kub. Ekvationerna kan t.ex. vara linjdra funktioner
inom elementet. Frihetsgraderna bestdms av antalet noder, dvs
det antal punkter i elementet ddr funktionsvdrdena sbks. Fri-
hetsgraderna bestéms ocksd av villkoren pd sammanknytningen av
elementet med andra element t.ex. om derivatan skall var kon-

tinuerlig 6ver elementgrénsen.

Varje element har alltsd ett antal noder. Till varje nod &r
associerat en interpolationsfunktion som har f6ljande egen-
skaper. F6r det f&rsta skall interpelationsfunktionens varde i
den nod den associeras till vara ett. For det andra skall den
vara noll i alla andra noder. Men den &r inte noll mellan noder-
na.Den sOkta funktionen approximeras inom elementet med en sum-
ma av interpolationsfunktioner, som var och en multipliceras

med den sbkta funktionens vdrde i respektive nodpunkt.

n
f(x) = p(x) =

Tt~ =2

Ni(x) f(xi) ... (4.1)

i=1
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déar
Xg = nodpunkterna
M = antal noder i elementet
Ni(x) = interpolationsfunktionerna
f(x) = den sbkta funktionen

Funktionsvédrdena f(xi) dr obekanta och problemet 8r att sdka
dessa vdrden. Sedan &r funktionen f(x) approximativt kdnd Sver-

allt genom formeln ovan.

4.,1.2 Isoparametrisk avbildning

Om elementgrdnserna inte har enkel geometri t.ex. rdta linjer
kan geometrin ocksd approximeras med hjdlp av interpolations-
funktionerna ovan. Nodpunkternas geometriska ligen 4r bekanta
genom att geometrin f&r det omrdde inom vilket elementuppdel-

ningen skall gbras &r ké&nd.

Geometrin mellan dessa k&nda nodpunkter kan approximeras genom
att man avbildar ett baselement med hjdlp av interpolations-
funktionerna s& att noderna i baselementet avbildas p& noderna

i det aktuella elementet, se fig. 4.2.

(-1.1) (r.1

Finit element Baselement
globala koordinater lokala koordinater

Fig. 4.2 1Isoparametrisk avbildning
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4.2 FEM-formulering av problemet med

gravitationsvdgor pa vatten

H&r skall problemet beskrivet i kap. 3.2 FEM-formuleras. Nu &r
det ldmpligt att dela upp funktionalen (3.52 och 3.53) i sju

olika delar och kalla dessa Il - 17.
Dar
1, = [f] (ve)? av ... (4.2a)
v
I, =- /] w?/g ¢° ar e..(4.2b)
F
I, = I of d9¢}7/3r as'~ .o.(4.20)
G-
I, = - [] 2¢ 3¢7/3r as” c.. (4.2d)
-
Io = [[ 2¢; 3¢/3r ds~ e..(4.26)
-
I = - [[ 2¢ 3¢ /or ds” ve. (4.25)
5~
I, = - [[] 2¢; n, ds «. (4.29)
S

Beroende p& om det &r strdlnings- eller spridningsproblemet
som 1l8ses far de ingdende storheterna olika betydelse enligt
tabellen

betydelse

variabel stralning spridning
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Prim betyder att det gédller storheter utanfdr den fiktiva ytan
§7. I fallet med strédlningsproblemet skall integralerna 15 och
Ig ej tas med eftersom ®I=0. D& spridningsproblemet betraktas
forsvinner & andra sidan I., d& hastigheten hos fdremdlet &r

7
noll i detta fall.

Den infallande vagen, som behdvs d& spridningsproblemet behand-
las, antas vara en plan framadtskridande vag, vars vagvektor bil-

dar vinkeln GI med x-axeln. D& ges ®I av

iga cosh k_(z+h)
@I = — exp (ikor cos (6 - GI)) “EBEE“%“E”“" =
© cee(4.3)
= - igao cosh ko(h+2) ; e i T (x rycos n(8 - 8.)
w cosh koh n=0 o n o I
dar
ag dr amplituden pé& den infallande vagen
w vinkelfrekvensen
g jordaccelerationen
Jn Besselfunktionen av n:te ordningen
ko vagvektorns belopp ko=L/2n
h vattendjupet
r horisontella avstdndet fran origo

4]

1; n=0
n=12: n=1,2,3....

Utanfdr S antages den spridda och den utstrélade végen vara

o0
. . (1)
wi = niolaon cos né + B_ sin né| cosh k, (z+h) H_ (kor) +
o o
+ I I ‘umn cos né + B sin né|cos ko (Z+D) K (K r)
m=1 n=0
eos(4.4)
Hér &r
Kn den modifierande besselfunktionen av andra slaget
och ordningen n
H(l) Hankelfunktionen av fdrsta slaget och ordningen n
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h « es av
kO oc m 9

2 -
ko tanh koh - w°/g =20 oo (4.52a)
2 - -
Km tan K h + w'/g =20 m= 1,2 ... «oo (4.5b)
Definierar man km som
km = ik eoe(4.6)
fas en ekvation fo6r ko och km
2
km tanh km h - u°/g =20 m= 0,1,2... e (4.7)
Dessutom gédller
cosh km(z+h) = COS Km(z+h) ... {(4.8)
g (k r) =k () 2 7T/2 intl) oo (4.9)
n m n' m T
och
(1)~ e 2 _=-n/2 i{n+l)
Hn (kmr) = 1Kn ( mr) - e co. (4.10)
Med dessa definitioner och samband fas
¢‘ = ; § (o cos né + B sin n®) cosh k (z+h)H(1)(k r)
i mn mn m n m
=0 n=0
ceo (4.11)

Observera att %mn och %nn dr omdefinierade att innehdlla alla

konstanter.

4,2.1 Volymintegralen

Det inre omréddet V uppdelas i Mv finita element och Nv noder.
Varje element har 20 noder och elementformen &r hexaedrisk (se

figur 4.3).



|2
20

16

19

Fig. 4.3 Ett 20-nodigt hexaedriskt element

©
18 1

For dessa element dr interpolationsfunktionerna

N, = §
N =g
N =%
N =g

(1+EE

(1~C2

i) (1+rmi) (i+l;c.l) (EEi+nni+cci-—2)

E., n., Ei = *1 hdrnnoder

)(1+ﬂ“i)(1+CCi)

3
i
o

-s
2
-
ia
I
+
(=

oo (4.12a)

.o (4.12Db)

... {4.12¢c)

eo.(4.124)

ddr £, n, ¢ dr lokala koordinater och £., n.,, . dr de lokala

1 1 1

nodpunkterna. Dessa Ni anvdnds nu till att avbilda de lokala

punkterna &, n,

t pd de globala x,y,z-koordinaterna.
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Man far
e
X
v& 1 = x%) %} ee.(4.13)
e
z
dér
o Xl X2 oo....XZO
X7)= lyy vy ooeeiyyy o (4010
Zl 22 ......220

dr en 3 x 20 matris innehallande koordinater fO6r noderna i det

globala systemet

Wt = Ny (e, .. N0 (E,m,0) )

Dessa hexaedriska element kan alltsd vara godtyckligt formade
och orienterade i omradet V. Sidorna behdver inte vara lika
stora och mittnoderna behdver inte ligga mitt pa sammanbind-

ningslinjer mellan hdrnnoderna.

Det finns mdnga anledningar till att just 20 noder hexaedriska
element valts. Kubformen gbr att elementindelning och nodnumre-
ring blir enkla. Interpolationsfunktionerna &r kvadratiska sé

att fidrre element behbvs f6r samma noggrannhet som f£6r motsva-
rande linj&dra element. Dessutom ger den isoparametriska avbild-

ningen att randytorna approximeras béttre.

Inom varje element approximeras ~ genom

0
¢ =

[ I ac S

e ,e
. NS @7 oos (4.15)

i
e anger att kvantiteten &r associerad med ett element.
Om man later alla N? och @i ingd i tva vektorer

oe. (4.16)

och
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T
e _ e e e
{45} = {@1, Boreeer @ } e (4.17)
s& fas
T
{6%1 = (N®} (g%} e..(4.18)

Detta kan nu séttas in i integralen (4.2a)

[
[

L= I w6 av
\Y

o~ =

v
[1] (96%)2 av® =
e=1 Ve

o T 2
= [[] (vin®}" {$®}H° av® =
e=1
v
e
MV
= 3 (6%3T |[f] v n®) vin®)T ave| {4°) =
e=1
v
e
M
v
= ¢ (%1 [RS[{e®) =
e=1
= {017 |k, |18} .. (4.19)
déar
k& = [/ v (n®1v (n®)T qv® ... (4.20)
v e
\Y
och

o CLFRE TR TR
i I 5wty ot

N, & on.©
et 3?1) dx dy dz

(9%

.. (4.21)

i, 3 =1 .... 20
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Ty o
{67} = {¢l, Ppeeenn ¢NV} ee. (4.22)
som &r unionen av alla {¢%},

Sjédlva integrerandet av Ksij sker i de lokala koordinaterna
&, n, t. Det gdller

e e e 111
J[f ax® ay® az® = [ [ [ |J] ag an 4t ce. (4.23)
ve -1-1-1
och
(3 5\
Ix E14
3 - 3
{ b= 1l SR e (4.22)
P 9
3z FEJ
(-
dar |J| dr den s& kallade jacobianen, ]J\ dess determinant
och |J all dess invers.

(9x 3y 9 3
3 3 3F| |

3l ={ 5= £ H- %ﬁ‘ 1x%, y&, 2° ... (4.25)

9x 9 9z L)
(7w W) |5
Sdtter man in xe, ye, z€ uttryckt i lokala koordinater féas

(3

lal ={ 55 €T |n®|7T ... (4.26)

som kan evalueras i &, n, N och x€ eftersom N.l dr givna 1
£, n, t. Man fa&r sdledes
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ee. (4.27)

o 111 aNi aN® aN? an€
vig I I et oot
-1-1-1
amf aNS
= =) |J| df an 4¢

Integralerna dr sedan evaluerade med kvadratur. Mer om detta i

kap. 4.3.

Matrisen [K:] dr symmetrisk och reell eftersom Ni ar reella

och den globala matrisen [Kv] blir symmetrisk och reell. Genom

att gbra en listig nodnumrering kan [K gbras bandad.
g v

4.2.2

Integralen pd vattenytan

P4 samma s#tt som £8r volymsintegralen s#tts finita element

approximationen in i ytintegralen &ver vattenytan (4;2b)

, == [ w'ig e® ar -
F
= 3 (-0%/g)  (N® ¢ )2 ar®
ecF Fe

= z |¢e|T (-w?/g) [ %
ecF Fe

o 57T RS =
ecF

]

1017 |Rp | (o)

T ar® (4°)

coo (4.28)

dar {¢e} och {Ne} dr de delvektorer av {Ne}, {¢e} som inneh&l-

ler de noder som finns p& fria vattenytan, dvs ¢? e F©, {¢} &r
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dterigen unionen av alla {¢e}. Eftersom varje yta av elementet
har 8 noder &r {N®} och {$%} av storleken 8x1 s& att

K| = (-w?/g) |[ (F°) (F°)7T ar® ... (4.29)
e
F

dr 8 x 8 och

_ 2 e e e .o
Kp 35 = (-v /9) i Np NS aF i, j=1,...8 ... (4.30)

F
Precis som f6r volymsintegralen blir \K?I och lKFI symmetriska
och reella och eftersom {3°}e{¢} &r |KF]:S bandbredd alltid
mindre &n eller lika med IKv!:s. Sjdlva l&sandet av integra-

lerna sker genom integration 6ver de lokala koordinaterna

11
e 2 e .e
Kp 44 = (0%/9) [ ]owy N l351) ¢, A& an
-1-1

£=1 dirfdr att integrationen endast sker Over den yta dédr &£=1

i lokala koordinater. Determinanten av jakobianen ges av

5 2 9
lJFlz = 3?)2 + (§X)2||( X) 2 + (5%)2\
.. (4.31)
9X 3X 9y 0Oy ;2
15 77 * 7% 52

som evalueras 1 de lokala koordinaterna &£, n, [ med kvadratur.

4.2.3 Integralerna pa den fiktiva ytan

I dessa integraler behOvs serieansatsen och uttrycket £56r den
infallande vagen. D& ju bé&da dessa uttryck bestdr av oédndliga
summor, mdste dessa summor trunkeras sdg vid NO, Nm och M sé
att fd8ljande uttryck £fés

igao cosh kO (z+h)

N
. .n
¢I z m SSIhTh nio el i Jn(kor)cosn(e—gl)

.. (4.32)
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.. . (1)
¢i ERD ) (amn cosn® + anSlnDG)COSh km(z+h)Hn (kmr)

ee. (4.33)
dar Nm, m=0,1....M och M bestémts av vigperiod och geometri.

Koefficienterna Nm dr svlra att bestdmma eftersom de beror pa
fl6dets komplexitet men M kan fas ur

-(2ky - 1) % r/h
e

A
™

... (4.34)

ddr r &r radien hos den fiktiva ytan och ¢ dr noggrannheten.

Integralen 13 (4.2c):

e e e
Iy =] ¢] = o¢f ds
g” or

Sdtter man in uttrycket £for ¢£ s& far man

0 27 M N
m

I, = [ [ (¢ = (o, cosné + ansinne)coshkm(z+h)Hn(1)(kmrs)
-h 0 m=0 n=0
M N
x 1 sn@ + B__ sin n@)cosh k_(z+h)H_ 1) (k r 1% )
%mn ©© mn m n m s’ m
m=0 n=0
r d8 dz =
s
M N
- m 2 2 (1) (1)
- rsmzo nEO (2ﬂkm/€n)(a mnt® mn)Hn (klrs)Hn (kmrs)

. h
({sinh kah/4km) + 5) ... (4.35)
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Om man nu definierar en koefficientvektor {y} innehdllande
alla koefficienterna %nn och an kan denna slds samman med
nodvédrdesvektorn {¢} senare och bdda l6sas samtidigt. Mera om
detta finns i kap. 4.4.

{u} definieras genom

™
tud™ = {oggr agyr Borr @27 Bpare+oe++ %no’  Bono’

apgr @3pe Byyr Gy Bypreeeecee 0y Biyye

T
oMpgr Om1r Bm1r Om2r Buarecccc Oyymr Bum!
... (4.36)

som innehdller N, komponenter

N = L 2N +1 ... (4.37)
m

Alla Bio i=0, ...M 8r noll och har uteslutits.

Nu kan integralen 13 skrivas

T
I3 = {u)" |Xp|{w} ... (4.38)
dar IKDl dr en diagonal Np % Ny matris och Ky, ges av
Ko ={{rr_ )/ )H(l)(k r_) H(l)Zk r_) (sinh2k_h+2k_h)
Dn TEg! Men?Hy m's’ ‘n m s m ™M

... (4.39)
Det inre elementet i {y} &r antingen %mn eller Bran ®

KDl dr komplext om 1 2 ZNO + 1.
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Integral 14 (4.2d)

Denna integral kopplar finita elementansatsen med serieansat-

sen.
I,= - [ 62 4ras-=
4 or
5~
IS M Nm

=-1 (n®17T (4%} 3 I (o cosn+8 sin né)
eeS” g€ m=0 n=0

. (1) . e
cosh km(z+h) Hn (kmrs) km ds eos (4.40)

dir {N®} och {¢®} &r subvektorerna till {N®} och {¢®} som

inneh&ller vdrdena pa ytan S7

F8r enkelhets skull krdvs att elementen p& ytan S~ har exakt

PN

en elementyta p& S~. D& blir N® och ¢% 8 x 1 matriser.

Om man anvinder definitonen av {u} kan I, skrivas

4
1, = 0 (0T (6%) ce. (4.40)
ee8”
dar {Ki} 4r en 8 x Nj matris med
8
e _ ~a (1) cos n e
K 39 = i N; cosh k (z+h) H' ' (k r) ds
S sin né
eoo (4.42)
o
j bestdms av m och n, didr det j:te elementet i {ul} &r an och

mn
cos né eller sin né skall vdljas sd att cos né stdr tillsam-

mans med amn och sin n6é tillsammans med smn’ F6r att kunna

utféra integreringen i lokala koordinater skrivs
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e

11
.. = - [ [ (NS cosh k_(z+h) Bk r ) x
c ij i m n m s m

cos nlarccos x/rs)
ERE dgde ... (4.43)

sin n{arcsin x/rs) n=1

n=1 har valts for att den ytan alltid skall ligga p& S~.

2 - X (2 Y, 2 32,2 29X, 2 8y, 2 23z,2, _
|JSI l(BE )¢ o+ (35) + (ag) l |(a§) + (BC) + (BC) |
- X X 4 2y 9y 4 2 32,2 .. (4.44)

df 3T 3E 9L 3 3T

Nu kan integralen evalueras numeriskt.

Elementmatrisen sdtts sedan samman sa att

T Rt (o) =

"

i

" x T o) + 3 (07 K[ .. (4.45)

dédr endast de ¢; som ligger p& S~ dr berdrda. Den sista
manipulationen gdrs for att den globala matrisen skall bli
symmetrisk. Den globala ‘Kc| matrisen blir med N noder p& S~
av storleken Ns X NT' Den &r dessutom bdde full och komplex.

Integral I. (4.2e):

5

Hdr sker kopplingen mellan den infallande vagen och serields-

ningen. Denna integral finns inte d& strédlningsproblemen l8ses
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-0 3
I = é, ¢r 3¢ ¢; 98

0 2w
o

0

iga cosh k_(z+h) N
2 T

O
I 2rg (- 3 ) “Zosh k& (
~h 0 ©

.11
N e i Jn(kors)cos n(enel))

M N
. (z T
m=0 n=0

m . (1)
(amncos n9+an51n né)cosh km(z+h)Hn (kmrs)km)dedz

igao 2m NO n
= 2(- HE——_) ry é éio e, i I, (k r ) (cos né cos nb, +

N
+ sin né sin n@I)) (z°

(aon cos né -+ Bon sin né)

sinh 2koh + Zkoh
( 4 cosh k _h ) H (1) Tk ro)) coo (4.46)

Hdr har man integrerat i z-led och anvént

0 U km+kn
[ cosh k_(z+h)cosh k_(z+h) k_dz = sinh2k h + 2k b -
n m m k =k
-h 4 m n
eo. (4.47)

Dessutom har man anvant
cos n(8 - ¢I) = cos nd cos neI + sin nd® sin nQI oo (4.48)

Integrerar man né i 6-led ocksd fas

igao No _ n
Ig = (- m ) ISZ nio(uon cos né; + Bon sin nQI)l Jn(kors)
' sinh 2k _h + 2k h
Hél’ (kor)m o e ... (4.49)

2 cosh koh
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Ddr ortogonaliteten hos sin né

och cos né tagits i beaktande

27
j cos n@é sin m6 = 0 ¥ m,n
0
27 0 n#m
f cos nd cos mo =
0 27;/5n n=m n, m=0, 1, ...
27 0 n#m
f sin né sin mé =
0 ¥ n=m n,m=1, ...
Nu kan 15 skrivas
T
IS x - {Qc} {u} eeo (4.50)
dar {Qc} definieras som 2No—l vektorn med
iga -
(e Oy (. . n (1) .
an =( ) ( nrs) (i Jn(kOrS)Hn (kors)
sinh 2k h + 2 k_h cos'n @
[¢} e} I
2 cosh koh sin n GI eoe (4.51)

och det n:te elementet av {y} &r

]

Integral 16 (4.2€):

Denna integral kopplar den infal
mentansatsen. Aven denna integra

men lOses.

lande véagen till finita ele-

1 saknas d& strdlningsproble-
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= =7 / {QZ}T ;e (- (igao)/m) iko cos(e—eI) y

eeS g®

eikor cosi8-8;)  op k, (z+h) / (cosh k_h) ds® .. (4.52)

H&r har den infallande vdgen skrivits

1k0r cos(e—el)

o, =(- (ig ao)/¢)e (cosh ko(z+h))/cosh koh

I
v (4.53)
16 kan precis som integralerna f£&rut skrivas
. e, e
Ig =~ | {Qp}{¢ } c.. (4.54)

eeS

be och {Ne} dr fortfarande de delmd@ngder av vektorerna {¢e}

och {N®} som associeras med noderna p&d ytan 87 {Qg} dr en 8 x 1

vektor vars element definieras

~ iga ,
e _ e, o . _ ik r cos (6-86.)
Qp; = ée N ( 3 )ik cos(8-8;)e "o I
cosh ko(z+h) as®
cosh k_h
o
igao
_ ) lko } } (Nei(é— cosGI+ %»sin Q)I
cosh koh 3.1 s s ... (4.55)
e1ko(x cos @.+y sin 6.) cosh ko(z+h). JS|)n=ld€ dc

och integralerna kan l8sas numeriskt sedan x,y och 2z uttryckts
i de lokala koordinaterna. Sammansdttning av {Q;} for alla

elementen pd S~ ger oss

n

T
- {Qp} {9} «..(4.56)

dar {Qp} dr en vektor med {NS} komponenter som dr komplexa.
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Integral 17 : (4.29)

Denna integral &stadkommer r&relsen i fallet med radierade
vagor. Integralen uteslutes om spridningsproblemet skall

1l6sas.

I,=-[2 ¢; n; ds =
s

= - 5 [ 2 7T (45} n, as® ve.(4.57)
eeS s®
dar {N®} och {¢§} ir de delvektorer av {N®} och {¢§} som inne-

h&ller de noder som finns p& fdremdlets yta.

Hiar tillkommer ett problem som inte fanns vid de andra inte-
gralerna ndmligen att normalvektorns komponent i stradlnings-
modens riktning méste vara k&nd. Denna komponent beriknas
genom att man tar kryssprodukten av vektorerna i en hdrnpunkt
ldngs vdxande lokala koordinater i de tva riktningar som lig-
ger i ytan. For att f& den rédtta utdtriktade normalen j&mfdrs
denna kryssprodukt med motsvarande kryssprodukt f6r vektorerna
mellan en hdrnkoordinat och tva& andra h&rnkoordinater pd ytan
S. Om skaldrprodukten mellan dessa vektorér dr negativ byts

tecknet p& normalvektorn.

Figur 4.4 Kryssprodukter mellan de heldragna vektorerna
och de streckade vektorerna jamfdrs f6r att fa
den utétriktade normalvektorn.
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Hdr skall ocksd& ndmnas att normalvektorn dr 6-dimensionell med
en komponent i vardera svingningsnoden f&r fdremdlet, se
avsnitt 2.4.1.

1, =- 1 |R}| 4%}
eeS ces(4.58)
" e _ ooe e
dér R, = [ 2 N,” n.ds
s€

Integralen evalueras med kvadratur.
Slutligen fas

I, =~ |Rr| {9} ... (4.59)

4.2.4 Kvadratur

Da integralerna i kap.4.3 skall 16sas numeriskt kan man anvén-
da numerisk kvadratur. Tre olika Gauss-Legendre kvadraturform-

I, och I,.

ler anvdnds f£6r berdkning av Il’ 12, 4 6

Fo6r volymsintegralen I1 anvdnds en 2l-punkts formel f£6r den lo-

kala kubiska volymen

111
I = [ [ [ £gn,0) dedndr =
3
817 1.1

- /
= —— |-496f + 1283f + BIf

+ 53 |+0(1%)
v
360

f
.oo (4.60)
dar

fm = £(0,0,0)

Zfr = summan av vdrdena av f i de 6 punkterna halvvigs

mellan centrum och ytorna.

rf. = summan av vdrdena av £ i de 6 ytcentra.
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va = summan av védrdena pd f i de 8 h&rnen.

Fbr integralerna 12 och 16 approximeras integralerna med en

9-punkts formel

11 33
J ] fg,n)y dcdan=3I I ww £(E ,n) ce.(4.61)
-1 -1 i=1 §=1 i3 i 3

dir Ei N, och w, ges ur tabellen

i Ei ny W,
2 0 .8888889
1,3 * ,7745967 .5555556

FOr integralen 14 gbr de snabbt varierande funktionerna sin né
och cos n® i integranden att en noggrannare 16 punkts integra-

tionsformel har anvédnts

11 4 4
[ ] f£E,maan= ¢ I wiw, £(5,,0.) ce. (4.62)
-1 -1 i=1 g=1 J J
dér Ei N, och w, ges ur tabellen
i Ei n, W,
1,4 +,3478548 .7745967
2,3 +,6521452 .3399810

Integralerna I3 15 och I7 har redan utvdrderats i 4.2.3.

4.2.5 Den globala matrisen

Funktionalen J (¢, ¢1) kan nu skrivas i finita elementformule-
ringen, ddr de oberoende variablerna nu i stdllet f£6r funk-
tionerna ¢ och ¢| blir vektorerna {¢} och {u}, diar {¢} &r vek-
torn med nodvirdena fér ¢ och {u} #r vektorn med koefficien-
terna 0 och B i serieutvecklingen, allt i enlighet med de

féregdende avsnitten.
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Nu har man

J{e}, tuhy = {037 [k {6} +

T
+ {9} IKDI{¢} +

+ (1T chl{u} +

+ 0T Ik [Tle} +

+ {67 Ik _[{u} -

- (o Ttu) -

- {QP}T{¢} ... (4.63)

Dir {Qp} byts mot {RL} och {QC} mot O om strdlningsproblemen
behandlas.

Stationaritetsvillkoret blir nu att

§$i = 0 1= 1,ceoanccascns NV ... (4.64a)
och

9J .

rr 0 1= 1,00c0c00ncesan NT eo.(4.64b)

Utfbrs deriveringarna fér man

2]Kv|{¢} + 2\KF1{¢} + lxcl{u} = {Qp} v..(4,65a)
och
2|k [ {ud + tKCIT {6} = {0} ...(4.65b)

eller om strdlningsproblemen behandlas; byt {Qp} mot {RL} i
fbrsta ekvationen,
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{9} och {u} kan slds samman till en vektor {®} dir de fbrsta
N, elementen utgdr {9} och de f8ljande N, elementen utgdr {u}

Wt = e, (T ... (4.66)

Dessutom omfdrdelas elementen i {®} sd att de sista elementen

i {¢} av de ¢, som gdller for noder pd den fiktiva ytan S°'.
Alltsd &r
T T T 7
(1" = [{o;|w,es}™, {o;]ees}™, {u}7] .. (4.67)

Stationaritetsvillkoret kan nu formuleras som en enda ekvation

f6r att bestdmma {y}
Ik {v} = {Q} ‘ ... (4.68)

dar
T T T
{Q}" = [{Qp} 1o ] ce. (4.69)

Den totala globala matrisen [K] har féljande struktur

i VA Ny
R —NE
ST T T LT T T ITT T T J_ . .
mﬁcn—i Xy Ny

|

T

g1y —]
| N, |
| i |
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Matrisen |K| &r komplex och symmetrisk. Nu kan {y} f&s genom
att man inverterar |K| s& att

v} = k|7t {0} ... (4.70)

och nodpotentialerna s&vdl som koefficienterna i serieansatsen
kan l6sas ut.

Fér att f£& en effektivare 16sning av {y} kan den totala globa-
la matrisen kondenseras s& att de obekanta {u} elimineras. De
kan sedan naturligtvis fds genom substitution nir {¢} &r 18st.
Den andra ekvationen i stationaritetsvillkoret

[KDl{u} + ch|{¢} = {Qc} =>
N e R I P ) Ce(4.71)

som tillsammans med den fb6rsta ekvationen i stationaritetsvill-

koret ger

RES N SN S P S R D ST
= {Qp} - [k [xpl o} ce. (4.72)
eller
[k {9} = {0'} = {0"} ce. (4.73)
dar
oo _ T -1
Ikl = Ik | + kgl = [k [T [xp177 K| oo (4.74)
och
VYo -1
{g'} = {Qp} - IKCI le[ {a } c.. (4.75)

lK'l dr fortfarande symmetrisk och bandad och vid sjdlva ldsan-
det av ekvationssystemet lagras endast den ena bandhalvan av

|K*|. L&sningen sker med en direkt gausselimination.
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5 BERAKNING AV RESPONS

Enligt avsnitt 2.5 kan r6relsen hos ett flytande féremdl

berdknas ur ekvationssystemet

my g iy + Cij ny = -e i ¢, n; ds eea(5.1)
S

o}

En ytterligare uppdelning av problemet ger rdrelseekvationens
utseende

(myg+aggdng + byy my + Cygny = -p [ 2(dy + B5)/0t ny dS
=

o
ee. (5.2)

dar aij dr "added mass" och bij dr démpningskoefficienterna. I
ekvationen kan dven tédnkas ingad termer fréan en yttre dédmpning,
som beror pad ndgot annat &n hydrodynamiken t.ex. ett forank-
ringssystem eller ett energiuttag, om fdremdlet anvdnds som vag-

energiomvandlare.
Samma sak gdller termer innehdllande aterfdrande krafter fran

t.ex. ett ankarsystem. Dessa kommer att l&ggas till termer

inneh&llande nj.

5.1 Berdkning av excitationskrafterna.

Hogerledet i rbrelseekvationen frdn det fbrra avsnittet &r
excitationskraften. Det &r denna som sdtter fdremdlet i rbrel-
se. Denna &r endast beroende pd den infallande och den spridda

vagen ¢I och ®S.

Nu 8r alla potentialerna k&nda fra&n ber8kningarna enligt kap.4
och excitationskraften f&s genom en direkt integral av (®I+¢S),t
dver fdremdlets yta. Sjdlva integrationen sker 8ver den yta som
dr nedsédnkt under stillvattennivan d& kroppen dr i j8mviktslige.
Detta innebdr en linearisering, men man har antagit att vagorna
dr smad s& att linjdr teori kan utnyttjas, varfdr detta #ven kan
antas gdlla f&r rOrelserna.
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Vidare har man antagit att végorna dr harmoniska med tidsbero-
-iwt

endet e ; och derivation map tiden innebdr en multiplikati-

on med -iw.

Alltsd f&r man

Fogis = -0 [] (@ + 05)n; as
s
(o]
= iwp [[ (#; + @) n, ds ... (5.3)
S
o

Sdtter man nu in finita elementansatsen fas f&6ljande uttryck

f6r excitationskraften

s e T e ~e e
exi = iop 2 fi (8%} {(¢] + @) n;} ds ... (5.4)
eeS 5
Tildet det inneb&r att bara noder pad fbremdlets yta skall tas

med i integrationen.

Observera ocksd att det &r kvantiteten (¢I + ®D)ni som skall
interpoleras 6ver ytan. Integralen evalueras med numerisk kvad-
ratur enligt kap.4.4. Gauss-Legendre formeln med 9 punkter pa

ytan anvédnds.

5.2 Berdkning av added mass och damping
I vinsterledet pa rbrelseekvationen finns det tvad termer aij
och bij som beror pd hydrodynamiken. Dessa kallas added mass

och damping. Enligt avsnitt 2.5.3 &r dessa bada definierade

added mass ay = Re {p | ¢j n, ds}
S
o
damping bjk = Im {puw | ¢y Dy as}
S

o]
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Om dessa slds ihop kan b&da berdknas genom samma integral
= ..j; =
Ajk = (ajk + = bjk) o [ ¢j n, ds ee. {5.4)
S

[¢]

Nu kan finita element approximationen s#dttas in for ¢j som ger

_ e, T e
Riy =02 J1 0 ey n;lds ... (5.5)
eeS

och integralerna (21 st pga symmetrin) l&ses p& samma s&tt som

integralerna vid ber#dkningen av excitationskrafterna.

5.3 Berdkning av rorelserna

D& excitationskraften och added mass och damping matriserna &r
bekanta kan rdrelseekvationerna l&sas genom en direkt matris-
invertering. De i rdrelseekvationen ingdende matriserna mij
och Cij 4r givna som indata och innehdller de dynamiska och
statiska storheter, som behdvs f&r att ldsa problemet. Utseen-

det pa mij och cij finns beskrivet i avsnitt 2.5.5.

Eftersom problemet &r lineariserat och vagorna antas vara har=-

moniska, gdller detta &ven f6r rdrelsen. D& kan man anta att

ny(e) =gy e tut ... (5.6)
da ju
_ -int
Fexy = Foy® .o (5.6)

Sdtter man in detta 1 rOrelseekvationen fas

2 2 .
w mij noj w aijnoj—lwbijnoj+cijnoj = Foi ees (5.7)
Med
A, = (a,. + = b..)
ij ij w ij
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erhdlles
[o? (m,, +A,) +c.]n . =F (5.8)
ij ij ijd o] oi cee T
och roérelserna fés ur
_ .2 -1
oy = Lo (myy + By Cij] Foi ce.(5.9)

For att f& responsen, som berdknas som kvoten mellan rdrelsens
amplitud och den infallande vagens amplitud, midste absolutbe-
lopp och fas tas fram for noj'

Absolutbeloppet &r
= 2 271/2
v = [Re {ny5}° + In gy ] ... (5.10)
och fasen &r

Y = arctan [;m {noj}/ Re{noj}] e (5.11)

Responsen 8r nu Y eftersom ¢I 8r definierad sa att vagh®jden
péd den infallande vagen &r 1 m oberoende om det &r fysikaliskt
moéjligt eller ej.

Y 8r en funktion av w och bestdms genom upprepade losningar
f6r olika frekvenser. Vill man ha responsen for ett sdrskilt
spektrum hos de infallande vagorna, fé&s denna genom att mul-
tiplicera det erhéllna responsspektret med spektret £f6r de

infallande vagorna.
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6 INDATA

Som beskrivits i avsnitt 4.2 anvdnder programmet sig av

hexaedriska element med 20 noder. Nodnumreringen ges av
| 2 3

8./60 504 ®

f6ljande figur.

.,ii/ 1
4

Q0
ety

Fig. 6.1 Nodnumrering lokalt

D& mdnga integraler skall berdknas Over endast ytor i program-
met, m&ste man ange vilken elementyta, som ligger pa& de olika
geometriska eller fysikaliska ytorna. Detta innebdr att de 6

ytorna p& elementet har numrerats enligt foljande bild.

| ; 4
| 2 3

(@3

L 18 19 19 20 13 19 18 17

Elementytornas numrering, sedda fr&n elementets
inre.

Fig 6.2
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Férutom att ange vilka elementytor, som ligger pé& respektive
geometriska eller fysikaliska yta, méste man ange vilka ele-
ment dessa elementytor tillhdr.

Alla elementen maste alltsd numreras. F6r att minska indata-
mdngden ndgot skall den yta som ligger pd vattenytan alltid
vara nr 1, skall den yta som ligger pd den fiktiva cylindern
(S') alltid vara nr 5 och mdste den yta som ligger pa bottnen
vara nr 6. Detta medfdr att endast ytor som ligger pa f&rema-

let madste anges.

D& elementen p& respektive yta har specificerats och alla ele-
mentytornas nummer angivits skall nodkoordinaterna l&sas in.

For att kunna gbra den isoparametriska avbildningen, matar man
in en nodsammanbindningsmatris, som relaterar varje lokal nod
(1-20) i elementet med de globala noderna (se fig. 6.3). Detta
inneb&r att de globala noderna ocksd maste numreras. Om detta
sker listigt kan bandbredden p& matrisen i ekvationssystemet

minimeras. Detta kan ske genom att stSrsta minus minsta globa-
la nodnumret inom varje element minimeras. Programmet berdknar

bandbredden och skriver ut den.

135 (35 _of

4 o191

5
‘6 21 4
T

Fig. 6.3 Exempel p& nodsammanbindningar i 2 dim. De inre
siffrorna anger lokala nummer och de yttre globala
nummer. Den stora siffran anger elementnummer.

%

[R—
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Férutom dessa geometriska indata som dr fdrknippade med element-
indelningen skall styrvariabler, fysikaliska och dynamiska data

matas in.

Styrvariablerna &r

o variabel som anger om potentialen i varje nodpunkt skall

skrivas ut.

o variabel som anger om koefficienterna i1 serieldsningen

skall skrivas ut.
De fysikaliska indata &r
antal vinkelfrekvenser

vinkelfrekvens hos vagorna

infallsvinkel f6r végorna

0O 0O O O

vattendijup

De dynamiska indata &r

massan
trbghetsmomenten

vattenlinjearean

metacentrumhdjderna

yvttrbghetsmomenten for vattenlinjearean

koordinaterna f3r vattenlinjeareans ytcentrum.

O 0O 0O O O 0 ©°

koordinaterna for fOremdlets tyngdpunkt

De geometriska indata &r

karakteristisk ldngd hos fdremalet

superelementradie

stdrsta sjunkdjup hos féremdlet

antal element

antal noder

antal element p& begrédnsningsytorna

identifikation av elementen pd begrdnsningsytorna
identifikation av elementytorna p& begrdnsningsytorna

nodkoordinater

0O 0O 0 0o 0o 0o 0o 0o 0O o

nodsammanbindningar
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6.1 Beskrivning av indata kort f&r kort

Korttyp 1

Korttyp 2

Korttyp 3

Korttyp 4

Korttyp 5-14

Korttyp 5

Korttyp 6

STYRVARIABLER oformatterade, logiska

WRFLG1, WRFLG2

WRFLG1 - anger om l1l8sningarna i nodpunkterna
skall skrivas ut, T om de skall
skrivas, F om inte

WRFLG2 - anger om koefficienterna i
serieansatsen skall skrivas ut

T om de skall skrivas, F om inte.

Antal fall
NCASE

Dynamiska indata oformatterade reella
BMASS, AIMOM, WPLANE, HMETX, HMETY,
AJMOM, XC, YC

BMASS - massan hos fdremdlet

AIMOM - Trdghetsmomenten Ill 112 113 121
Typ Tz3 I3p I3p I3 iden
ordningen

WPLANE - vattenlinjearean

HMETX - metacenterhdjden vid vridning

HMETY kring resp. x~ och y-axlarna

AJMOM - Yttrbghetsmomenten Jx, Jy och ny

XC - koordinaterna f&r vattenlinjeareans

YC ytcentrum

Geometriska indata oformatterade reella RR,
H
RR - Superelementets radie

H - wvattendjup utanfdr superelementet
Elementdata oformatterade

Antal noder, antal noder pa& superelement-
ytan, Antal element

NNOD, NODR, NELE

Antal element pad superelementytan NB



Korttyp

Korttyp

Korttyp

Korttyp

Korttyp

Korttyp

Korttyp

Korttyp

Korttyp

Korttyp

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16
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Identifikation av elementen pd superelement-
ytan
NELER - vektor NB lang med elementnummer

Antal element p& vattenytan
NS

Identifikation av elementen p& vattenytan
NELES - vektor NS lang med elementnummer

Antal element pd fdremdlets vyta
NFX

Identifikation av elementen pd fdremdlets
yta. NELEFX - vektor NFX lang med
elementnummer

Identifikation av elementytor pd foremalet
FACE vektor NFX lang med ytnummer

Nodkoordinator
XY72 - %, Y och Z koordinater £f8r resp. noder
XYZ &r dimensionerad XYZ (3, NNOD)

Nodsammanbindningar

NCON - globala nodnummer

NCON &r dimensionerad NCON (20, NELE)
fdrsta index #r lokalt nodnummer och andra

index &r elementnummer

Fysikaliska indata

NWK, WAVEF, THETAI

NWK - antal egenvidrden f6r varje fall
WAVEF - vagfrekvensen for varje fall
THETAI - Infallsvinkeln f£or varje fall

Antal koefficienter for varje egenvdrde
NCOF - Vektor med antalet koefficienter
NWK lang

Korttypen 15 och 16 upprepas parvis sd minga gdnger som NCASE

p& korttyp 2 anger.
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6.2 Exempel pd indata

Pa foljande sidor finns ett exempel pd indata som anvints vid
kbérningsexemplet. Indata motsvarar en stdende cylinder som hér
ett sjunkdjup pd 0,5 m med en radie av 1 m. Cylindern flyter i
vattenytan och vattendjupet &r 0,75 m. Antalet element &r 84

och antalet noder &r 651.
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7. UTDATA

Resultatet fran ber#ikningarna presenteras i form av tvd matri-
ser och tva vektorer. Matriserna &r added mass och damping och
vektorerna adr generaliserade krafter och responser. Alla ut-
data presenteras i reella enheter dvs ingen normalisering har
gjorts. Momentpunkten har valts till origo dvs centrum pa den
cirkel som bildas av den fiktiva cylinderns skérning med lugn-
vattenytan. De komplexa vektorerna presenteras med bdde real-
och imagindrdel och med belopp och fas. Fasen dr tagen rela-
tivt den infallande vagens fas. Responserna &r definierade for
translationsmoderna, som amplituden f6r rorelsen delat med den
infallande vagens amplitud och f&r vridningsmoderna som vrid-
ningsamplituden delat med vaglutningen. Vaglutningen &r i sin

tur definierad som vdgamplituden delat med végléngden.

Férutom dessa huvudresultat kan man f& utskrivet potentialens
virden i varje nodpunkt och koefficienterna i serieansatsen
£8r att t.ex. kunna berdkna vadghdjder eller hastighetsvekto-
rer i olika punkter. Dessutom kvitteras alltid indata och de
berdknade virdena pd Hankel- och Besselfunktionerna skrivs ut.

7.1 Exempel p& utskrift

Utskriften pd f6ljande sidor &r frén en av frekvenserna (0,1

Hz) i kdrningsexemplet.
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8. KORNINGSEXEMPEL OCH JAMFURELSE MED ANALYTISK LUSNING

Som kdrningsexempel haxr valts en enkel geometri som det finns
analytiska l6sningar till. Geometrin 4r en stdende cylinder
som flyter i vattenytan. Cylinderns diameter d4r 1 m och dess
sjunkdjup 0.5 m. Vattendjupet har varit 0.75 m. Den analytiska
l6sningsmetoden finns beskriven i Yeung (1981), Garret (1971)
och Johansson (1986, 1989). I tabell 1 finns added mass, ddmp-
ning och exciterande kraft som de berdknas av programmet och
motsvarande analytiska resultat listade. I tabellen finns ock-
sad de absoluta och de relativa felen listade. K8rningar har
gjorts f8r sex olika vagperioder n&mligen 10., 3.33, 2., 1.43,
1.11 och 0.91 sekunder. Det framgdr av tabellen att de termer
som dr svarast att berdkna med hybridelementmetoden &r kopp-
lingstermer mellan heave och pitch samt i vissa fall pitch-
termerna. Man kan emellertid se att de termer som har stora
relativa fel &r relativt sett mycket mindre &n de Ovriga ter-
merna i respektive added mass och ddmningsmatriserna. De stora

felen i smé& vdrden beror pé& metoden att rdkna fram dem.

Metoden innebdr en summering av alla bidrag fran elementytorna
pd fbremdlet (se kap. 5.2). Detta medfSr att mdnga termer adde-
ras till varandra. I de fall d4 virdet dr litet adderas posi-
tiva och negativa termer s& att de ndstan tar ut varandra vil-
ket medfdr ett stdrre relativt fel. Om man d& istdllet relate-
rar felet i varje element till det absolut sett stlrsta virdet
i respektive matris och exciterande kraftvektorn blir alla fe-
len mindre &n 10%o0. Ett annat sdtt att f& reda pd hur stor be-
tydelse felen har dr att helt enkelt 1l&sa rdrelseekvationerna
fér cylindern med vdrdena fran programmet som indata och j&m-
fora med motsvarande berdkning da vdrdena frdn den analytiska
18sningen anvédnds som indata. I tabell 2 finns denna jémfdrel-
se listad. Ur denna tabell framgdr att alla relativa fel i ro-
relserna dr mindre &n 10% utom £Or heave=-rdrelsen vid perioden
0,91 sekunder. Vid denna period dr emellertid rdrelsen fOrsum-
bar (0,004).
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JdmfSrelse mellan HEMWAVE-resultat och

analytisk 1l6sning

HEMWAVE
91.27
3221.
283.0
6.32

1673.
171.5
3.51
-76.6

4422,
998.
207. °

HEMWAVE
107.2

3053
282.0
-16.98

2219
683.9
0.1
-14.50

7024
2758
47.25

Analytiskt
89.29
3341
306.5
-2.32

1562.
108.1
9.28
-120.2

4302
800.
331.

Analytiskt
101.4

3165.
305.8
-27.29

2196.
625.3
1.12
-48.72

7005.
2643,
155.41

Abs.fel

1.98
-120
=23

8.64

110,
63.
-5.77

-43.6

120.
197
-124

Abs.fel
5.8
-112
-23.8
-10.31

22

58.6
1.02

34.22

19
115
-108.15

Rel.fel %
2.22
-3.59
-7.66

7.1
58.6
62.2

-36.3

2.79
24.7
-37.5

Rel.fel %
5.7
~-3.53
-7.8
-37.8

1.03

9.37
91
70.2

0.3
4.35
69.6
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HEMWAVE

242.9
2877.

278.2

-32.07

2615.
1951.
10.93
168.9

11299
6899
729.5

HEMWAVE
589.4
2929,
279.7
5.896

2267.
3257.
38.27
294.3

15936.
13502.
2069.

92

Analytiskt

241.7
2981.

301.7

-43.88

2631.
1933.
8.30
147.7

11346.
6876.
637.1

Analytiskt
592.4
3026.
302.5
-7.223

2213.
3276.
35.12
284.0

16032.
13548,
1985.

Abs. fel

1.2
-104.
-23.5
11.81

16.

17.
2.63

21.2

-47
23
92.4

Abs. fel
-3.04
=-97.6
-22.8
13.12

-26.

-19.
3.14
10.33

Rel.fel %

0.5
-3.48
~7.79
26.9

0.61
0.92
31.7
14.3

-0.41
0.33
14.5

Rel.fel %
-0.01
-3.23
-7.5

-1.16
0.60
8.96
3.64

-0.60
-0.34
4.26
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HEMWAVE

1024.
3487.
293.9
92.33

907.2
3514.
26.67
155.5

15404.
21434
2642,

HEMWAVE

1031.

5620.
298.5
108.2

37.44
1809.

1.36

7.15

5885.
28920.
1122,

93

Analytiskt

1037.
3580.
316.2
79.21

924.4
3571
25.57
153.8

15560.
21624
2589

Analytiskt

1048.

5749.
320.7
96.1

38.19
1884.

1.32

7.11

5946.
29530.
1106.

=17.3

-57.2
1.09
1.7

-156.
-190.
53.

Abs. fel

-17

-129
-22.2
12.1

-0.75
-75.

0.04

0.04

-61.
-610.
16.

Rel.fel %

-1.25
-2.59
-7.01
16.56

~1.86

-1.60
4.3
1.09

-1.00
-0.88
2.06

Rel.fel %

-1.62
-2.24
-6.92
12.6

-1.97
-4.01
3.03
0.56

-1.03
-2.07
1.45



Symbolfdrklaring:
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added mass i sway

added mass i heave

added mass i pitch

kopplad added mass mellan pitch och heave

som A men ddmpning i stdllet £6r added mass

exiterande kraft i sway

exiterande kraft i heave

exiterande moment i pitch

Tabell 2 Jdmfdrelse mellan 18sning av rdrelseekvationerna med

Per.
10.0
3.33
2,00
1.43
1.11
0.91

Per.
10.0
3.33
2.00
1.43
1.11
0.91

HEMWAVE
x1 X3 x5
5.62 1.004 0.152
1.534 1.423 0.761
0.815 0.809 0.813
0.329 0.123 0.143
0.133 0.021 0.038
0.058 0.005 0.017
Relativt fel (%)
x1 X3 %5
-0.4 -2.1 =0.7
-0.2 -2.3 -1.9
-0.4 4.4 2.8
-0.6 3.4 2.1
=-0.7 -4.1 -6.6
1.6 25.0 -7.8

data fran HEMWAVE och analytiska data

Analytiskt
x1 %3
5.64 1.026
1.537 1.460
0.818 0.775
0.331 0.119
0.134 0.022
0.057 0.004

x5
0.153
0.776
0.791
0.140
0.041
0.018
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9. AVSLUTNING

Den hdr beskrivna metoden &dr anvédndbar £8r berdkning av rdrel=
sen hos ett flytande fdremdl. I en enklare variant kan den ock-
sd anvédndas fbr berdkning av vattenvidgors diffraktion runt
fixa foremdl sdsom smd Sar eller fundament till konstruktioner
som stdr pd botten. Metoden kan anvdndas d& bottenvariationer
férekommer i kombination med ett flytande fdremdl. S& som me-
toden implementerats h&dr 4r indatagenereringen védldigt arbet-
sam men det kan fdrmodligen avhjdlpas med en av de madnga pre-
processorer till vanliga FEM-program. Om det rdr sig om att
berikna rbrelsen fdr ett flytande fdremdl, da bottnen &r slit
och horisontell, finns det ett flertal andra anvdndbara meto-
der dir indatagenereringen dr enklare. Det skall emellertid
sdgas att det inte pd fdrhand &r givet att ndgon av dessa
metoder #dr noggrannare eller snabbare &n den hdr beskrivna
metoden. Undantaget dr analytiska l®sningar, men sddana finns
bara i ett fatal fall. En f8rdel med hybridelementmetoden &r
att inga "spdk"-frekvenser upptrdder som kan vara fallet med
panel eller k&llfdrdelningsmetoder. En m&jlig f6rdel med meto-
den dr att f6r en elementmetod som den hdr beskrivna Skar an-
talet obekanta i ekvationssystemen med volymen, medan det £for
panelmetoder gdller att antalet obekanta Okar med antalet fdre-
madl och féremdlets vata ytas komplexitet. Det kan innebdra att
vid m&nga f8remdl och fdremdl med komplex geometri &r hybrid-
elementmetoden snabbare och mindre minneskrdvande &n en panel-
metod. Ytterligare en sak som kan vara till hybridelementmeto-
dens f6rdel &r att matriserna i de ekvationssystem som skall
18sas dr bandade, medan de fOr panelmetoder &r fulla. Genom
att optimera nodnumreringen kan bandbredden hdllas fdrhdllande-
vis liten hos matrisen. Det dr troligt att om arbete ldggs ned
pd pre- och postprocessorer till hybridelementmetoden kan den
konkurrera eller komplettera panelmetoderna, a&tminstone i vis-
sa fall.
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10. SYMBOLLISTA

A Infallande vagens amplitud

Aij Komplex tilldggsmassa och dédmpningsmatris

asy Tilldggsmassmatris

a, Amplituden p& infallande véagen

B Bottenytan inom omradet f£&6r finit elementindelning

bik Dadmpningsmatris

b (S) ,h(S)Randvillkor

Cij Hydrostatisk styvhetsmatris

e Superfix e anger att kvantiteten gdller i ett
element

Fi Exciterande krafter

F Vattenytan inom omrddet f8r finit elementindelning

Fi,ﬁ Masskrafter pd fluidelement

£ Funktion

g Gravitationsaccelerationen

g(8),o(s)Randvillkor

Hl Metacenterhsjd vid kr#ngning kring y-axeln

H, Metacenterhdjd vid krdngning kring x-axeln

h Vattendjup

I, Vattenlinjeareans yttrBghetsmoment m.a.p. x-axeln

12 Vattenlinjeareans yttrdghetsmoment m.a.p. y-axeln

I12 Vattenlinjeareans deviationstr&ghetsmoment

J Jakobianen

Ki Matris med hydrostatiska krafter, excitationskraf-
ter, tilldggsmassa och ddmpning

KV'KD'KC Matriser i finita elementformuleringen

k Vagtalet, Vagvektorn

ko Vagvektorns belopp

Mn Antal noder i element

Mv Antalet element i volymen

Mi Exciterande moment

Mij Matris med massa och tr&ghetstensorn

Ni Interpolationsfunktioner

ng Normalvektor till yta
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P Trycket i fluiden
0., Q Vektorer i finita elementformuleringen

Horisontella avstandet fran origo

n K

Cylindrisk yta som begrdnsar omrddet f£6r finit
elementindelning

Foremdlets yta

o}

Integrationsyta

Normalkomponenten av hastighet

o

o

Fluidens hastighetsvektor
Integrationsvolym
Foremdls deplacementsvolym

Fashastigheten hos vagen

e}

Ytas hastighet i normalriktningen

o g

Grupphastigheten hos végen

Q

FSremdls vattenlinjearea

Exciterande krafter och moment

[N

Lyftkraftens angreppspunkts x-koordinat
Rymdfast x=-koordinat

Kroppsfast x-koordinat

Vattenlinjeareans tyngdpunkts x-koordinat

(¢]

Rymdfast y-koordinat
Kroppsfast y-koordinat
Vattenlinjeareans tyngdpunkts y-koordinat

Lyftkraftens angreppspunkts z-koordinat

o aQ

Rymdfast z-koordinat

NI N NI KN X xl><le>< TS ::FF v W

Kroppsfast z=-koordinat

Vridning runt x-axeln
Vridning runt y-axeln

Vridning runt z-axeln

m < W

Permutationssymbol

n Foreméls rdrelse i mod i

n Funktion som beskriver vattenytan n(x,y,t)
n Komplex tidsoberoende rdrelse

Tidsoberoende komplex rdrelse i mod j
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Hastighetspotentialen
Infallande vagens potential

-~

w
SRS
~ 0

Spridda vagens potential
Utstrédlade vagens potential

bl

Utstralade v&gens potential i resp. rdrelsemod

o

Tidsoberoende potential

Q

Komplex tidsoberoende potential

Obekanta nodpotentialer i finitelementformuleringen
Vagldngden

Obekanta koefficienter i serieutvecklingen
Viskositeten

Densiteten

Spdnningstensorn

=
d-

Vinkelfrekvensen
Masskrafternas potential
Funktion som beskriver vattenytan £(x,y,z,t)

Lokala koordinater i element

2 Mmm D E A D < E > e 6 6 9t 8 v .
e
Y

Sammanslagning av obekanta i finita elementformu-

leringen

AV, L Differentialoperatorer

<f,g> Skaldrprodukt mellan funktioner

Anger att kvantiteten gdller utanfdr omrédet for
finita elementindelningen

Jrs Volymintegral

I Ytintegral
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