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REFERAT

P& uppdrag av Statens Vattenfallgsverk respektive Statens R&d fér
Byggnadsforskning har framtagits matematiska modeller f6r be-
riakning av icke stationidra fl6desférlopp i reglerade vattendrag

resp dagvaitensysiem,

I avhandlingen diskuteras och analyseras de for icke stationidra
flédesfdrlopp styrande sambanden och en redogdrelse ldmnas {6r
flddesvagors karakteristiska férlopp. Olika typer av numeriska
16sningsmetoder och deras egenskaper presenteras. Fdr de ak-
tuella tilldmpningarna har framtagits numeriska metoder som
bygger pad en implicit differensformulering av de linjariserade

rorelseckvationerna.

Den £6r reglerade vattendrag konstruerade matematiska model -
len berdknar vattenstands- och flédesvariationer i valda berik-
ningssektioner ldngs vattendraget {6r givna tappningsférhallan-
den vid uppstrdms och nedstrdms kraftstation. Modellen harvi-
sat sig val kunna simulera uppmaitta flddesfdrlopp, dven {6r geo-
metriskt sett komplicerade #lviiror. Mannings tal for de olika be-
rikningsstrickorna bir bestdmmas geném kalibrering motf upp-

mitta vattensiandsprofiler.

Den inom ramen f6r detta projekt utvecklade ledningsnitmodellen
DAGVL-A beraknar {6r givna tillfléden vattensténd och fldden i
valda berdkningssektioner [6r ett konvergerande ledningssystem
under beakiande av ddmningseffekter. ¥ldde i helt fylld lednings-
sektion dverfdres till stréomning med fri vat{enyta genom inférande
av en mycket smal fiktiv spalt i ledningens hjdssa. Modellens upp-
byggnad krédver att varje ledning delas upp i minst tre berédknings-

strickor,

Fdrekomsten av vatienspréing kan medféra icke kontrollerbara be-
ridkningsstdrningar. 1 sidana situationer férutsittes flédet i aktu-
ella ledningar vara oberoende av flddessituationen i nedstrdms knut-

punkt,




I1.

DAGVL.-A bedbmes ge sa noggranna ldsningar att den kan utnyttjas
som referensmodell vid test av approximativa modellers egenska-
per vad avser beriknat flodesfdrlopp. Detta sagt med reservation
for de osidkerheter som vididder karakteriseringen av férlusterna

i ledningssystemets knutpunkter,

EPA-modellen SWMM, RRL -metoden och retardationsmetoden 4r
alla approximativa modeller vilka ej beaktar dimningseffekter frin
nedstréms liggande ledningar. Utflédeshydrografer fér ett hypote-
tiskt ledningssystem beriknade med hjélp av dessa modeller har
jaimforts med DAGVL-A:s "exakta'' 16sning. Denna jimférelse vi-
sar att for praktiska tilldmpningar erforderlig noggrannhet i de
flesta fall kan uppnds med EPA-modellen eller RRL-metoden, Av

dessa modeller &r RRIL,-metoden billigast att anvinda.,

I Sverige utnyttjas f6r ndrvarande endast retardationsmetoden.
Denna metod, vilken inneb&r en ren tranglation lidngs ledningen av
inflédeshydrografen, &r den mest approximativa av de ovan ndmnda.
Den ger en starkt forsenad utflédeshydrograf med felaktig form,
Flédestoppens virde kan antingen dverskattas eller underskattas

beroende pa ledningssystemets utformning.
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SUMMARY

Mathematical models for calculation of unsteady flows in regulated
rivers and in storm sewer systems have been developed under the
sponsorship of the Swedish State Power Board and the Swedish

Council for Building Resgearch, respectively.

In this report the one-dimensgional equations of motion are discussed,
and characteristic features of flood waves are presented, A review

is given of different numerical methods for solving the basic equations.
The models developed within this proje'ctr are based on numerical

golutions by means of linear, implicit, finite difference schemes.

By the mathematical model developed for regulated rivers, water
depths and flows can be calculated at selected sections along the river
for given discharge conditions at power plants located upstream or
downstream. A comparison between calculated and measured water
depths shows the model to be a reliable and valuable tool for simulation
of unsteady flows even for a relatively complicated river channel geo-
metry. The variation of the Manning number along the river should

be determined through calibration against measured water stage pro-

files.

The sewer network model DAGVL-A developed within this project,
calculates water depths and flows in tree-type sewer networks un-
der various flow conditions, including transient backwater effects.
Pressurized flow is transformed into equivalent free surface flow
by the introduction of a fictitious narrow slot at the upper part of
the pipe seciion. The calculation procedure requires each sewer

in the network to be divided into at least three length increments.

The existence of hydrauiic jumps may lead to uncontirollable para-
sitic oscillations in the generated numerical solution. In such
situations the sewers in question are assumed to discharge freely

into the downsgtream junction.



Iv.

The outflow hydrographs obtained by DAGVL.-A are believed to be
sufficiently accurate to serve as a basig for comparison between
approximative models, however with reservations for the uncertain-

ty regarding the description of flow conditions at junctions.

The EPA-model SWMM, the RRL routing procedure, the "kinematic
wave', and the "'displacement’ method are all approximative models,
which do not consider transient back water effects, Outflow hydro-
graphs for a hypothetical sewer network obtained by these approxi-
mative models have been compared with the "exact' solution of
DAGVL-A. The comparison made shows that for practical applica-
tions sufficient accuracy can be obtained in most cases by the EPA-
model or the RRL -method.

The only method in use in Sweden is the displacement method, i.e.
pure translation of the inflow hydrograph without changing its shape.
This method is the most approximate one of the above mentioned
methods. The outflow hydrograph is delayed, and it has an
erroneous shape. The peak flow may be over- or underestimated

depending on the characteristics of the sewer network.
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1, PROBLEM OCH MALSATTNING

1.1 Inledning

Nar vattenféringen genom en vattenkraftstation plotsligt dkas
fran sdag 100 ms/s till 800 mS/s erhdlles pd stationens ned-
strémssida en brant flddesfront som fortplantas lings vatten-
draget. P& stationens uppstrdmssida erhilles en negativ vag,
en vattenstdndssinkning, som fortplantas i uppstréms riktning,
Dessa férlopp dr exempel pa icke stationiira flsdesférhallanden
vilka for en detaljerad beskrivning krdver fysikaliskt korrekia

berdkningsmodeller.

De for ett icke stationdrt flddesforiopp i ett vattendrag eller i

en ledning styrande sambanden utgéres av ett kontinuitetssam-
band och ett dynamiskt samband. Dessa tvd samband - rérelse-
ekvationerna - har formen av partiella differentialekvationer vil-
ka i sin allménna formulering saknar analytisk 18sning. Nume-

risk 16sning maste dirfor tillgripas.

Qavsett om den numeriska 18sningen baseras pa de allméinna
rérelseekvationerna eller pa férenklade versioner av dessa ek-
vationer kan ber#kningstekniska svarigheter uppstd i form av o-
vidntade svingningar i de beriknade storheterna. Dessa sving-
ningar kan i vissa fall snabbt vixa i styrka och leda till helt o-
rimliga vattenstdnds- och flisdesvariationer. Det &ir i sadana fall
nddvindigt att kunna avgdra om dessa ''parasitiska svingningar"
sammanhinger med differentialekvationernas egenskaper eller
om de beror av det simulerade flédesférloppets karaktir eller
om de #r att hdnfora till brister i den numeriska l6sningstekni-
ken. En stor del av avhandlingen dgnas dirfdr it rorelseekva-
tionerna och deras egenskaper samt it flddesvigors karakteris-
tiska forlopp. Vidare presenteras olika numeriska 16sningsme-
toder och deras egenskaper, speciellt di de fér de aktuella till-

lampningarna framtagna metoderna.

De mera praktiska tilldmpningarna av de konstruerade beriknings-

modellerna redovisas i de tva avslutande kapitlen. _



1.2 Matematiska modeller f6r flédesfdrlopp
i reglerade vattendrag

I flera svenska dlvar planei‘as en effektutbyggnad vid redan existe-
rande vattenkraftverk vilken, om den genomféres, kommer att in-
nebéra stdrre och snabbare vattenstands- och vattenféringsvaria-
tioner &n de som erhalles vid nuvarande tappningsférhallanden,
Stérre krav in tidigare miste didrfsr stillas pa utnyttjade be-
rikningsmodeller. Malsittningen har darfér varit att utveckla

en matematisk modell som fér givna tappningsforhéllanden vid
uppsirdms och nedstréms kraftstation medger en detaljerad pr.og-
nos av vattenstands- och flsdesutvecklingen l&ngs vattendraget

mellan de tva stationerna.

Fn enkel och i Sverige ofta utnyttjad metod {6r berdkning av vatten-
stAndsutvecklingen i ett vattendrag vid givet tillfléde #r den metod;
som bygger pé en uppdelning av vattendraget i en serie delmagasin
f6r vilka uppriéttas dels en magasinskurva, dels en avbdrdnings-
kurva {or delmagasinets utlopp. Om didmningseffekter finns bér en
avbdrdningskurva konstrueras for varje dimningsniva. Med ut- |
géngspunkt fréan de konstruerade sambanden genomférs en stegvis

berdkning i tid och rum av flédesférloppet, se t ex Rundgren (1969).

I de fall da flddesvariationerna lings vattendraget 4r sm& kan den
skisserade metoden ge godtagbara resuliat, Vid snabbare flédes-
variationer kommer emellertid flddesvagens dimpning att bli starkt

beroende av delmagasinens storlek och det valda tidsstegets ldngd.

Itt stort antal berdkningsmetoder baserade pa f6renklade rérelse-
ekvationer finns redovisade i litteraturen, se t ex Miller och Cunge
(1975). Gemensamt f6r de flesta av dessa metoder 4r emellertid
att de ej kan behandla uppstréms géende vigor. De kan s8ledes ej
beskriva den uppstréms géende vdg som erhdlles vid en plétslig
tappningséndring vid nedstrdmskraftverket, Den planerade effekt-
utbyggnaden kan i Sveriges stdrre kraftproducerande #lvar komma -

att innebédra tappningséndringar av storleksordningen pA 1000 rn3 /s



pa nigra fd minuter, En godiagbar beskrivning av de stora och
snabba vattenstdndsvariationer som dirvid erhalles kan ej uppnas
med f6renklade berékningsmetoder.‘ En berdkningsmodell base-

rad pa de fullstidndiga rérelseekvationerna bodr darfér anvindas.

Matematiska modeller baserade pa de fullstindiga rorelseekva-
tionerna ger allmint sett sikrare resultat dn de forenklade me-
toderna., PFramfdrallt 4r de mera generella och lédftare atf an-
passa till olika typer av problemstidllningar. Tendensen synes
vara den att utvecklingen gir mot ett allt stérre utnyttjande av
modeller baserade pd numerisk 16sning av de fullstéindiga rérel-
seekvationerna allt eftersom dokumentationen rorande 16snings-
metoder och berédkningsresuliat vaxer, se Mahmood och Yevjevich
(1975). En siddan modell har dédrfér i féreliggande avhandling ut-

vecklats f8r till&mpning pa subkritiska flédesférhillanden.

1.3 Matematiska modeller for flddesfdrlopp i dagvattensystem.

Under senare ir har dagvattenproblematiken alltmer aktualiserats
av dkande miljévardskrav bland annat mot bakgrund av bridd-
ningsproblem i kombinerade ledningssystem och héga investerings-
kostnader i samband med utbyggnad och renovering av dagvatten-
ledningar. Ett{ meningsfullt studium av funktionen hos och effek-
terna av olika alternativa tekniska 16sningar krdver emellertid
tillgang till fysikaliskt mera korrekta berikningsmodeller &n den
berdkningsmetod - retardationsmetoden - som nu utnyttjas i
Sverige {6r prognos av floédesforloppet i dagvatienledningar.
Malsédttningen har diarfér varit att konstruera en matematisk
modell som med stdrre noggrannhet kan berdkna fl6desférlop-

pet i ett ledningssystem vid givna tillfldden.

Den snabba utvecklingen p& datorteknikens omréde har underlst-
tat utvecklingen av matematiska modeller f6r berdkning av av -
rinningsférloppet frén urbana omréden vid hiftig nederbsrd. Ex-
empel pd sddana avrinningsmodeller dr NIVA-modellen, EPA-
modellen SWMWM, UCUR-modellen, RRL-metoden samt WRE-

och HVM-modellerna. Dessa modeller innefattar en mer eller



mindre approximativ simulering av alla i det totala avrinnings-
forloppet ingéende delprocesser, I denna avhandling behandlas
dock enbart de i modellerna ingdende ledningsnitrutinerna, dvs
de berdkningsrutiner som beskriver flodesftrloppet i lednings-
systemet.

Existerande flédesmodeller f&r ledningsnit kan indelas i tva

grupper:

A-modeller, i vilka flodestérloppet beriknas under be-
aktande av eventuella ddmningseffekter fran nedstréms
liggande ledningar (WRE, HVM).

B-modeller, i vilka ddmningseffekter ej beaktas (NIVA,
FPA, RRL, UCUR, retardationsmetoden).

I typ B-modellerna berdknas alltsd flodesférioppet fér varje

ledning under antagande av fritt utlopp i ledningens nedstréms-
sektion, vilket torde vara en godtagbar approximation vid inte
alltfor flacka ledningssystem. En forutsittning dr givetvis att

1)

riknade B-modellerna bygger emellertid pa sa starkt forenkia-

inga dimmande konstruktioner byggts in i systemet. ’De upp-
de antaganden att deras formaga att med godtagbar noggrannhet

besgkriva ett givet flodesférlopp inte utan vidare kan accepteras.

Typ A-modellerna syftar {ill en fullstindig analys av flédesfor-
loppet i ett ledningsnit under varierande flsdesférhallanden och
randvillkor och 4r berdkningstekniskt mera kompiicerade dn
B-modellerna. '

Av forfattaren har utvecklats en typ A-modell och en typ B-modell
benimnda DAGVL-A resp DAGVL-B, Dessa modeller bygger pa
de fullstidndiga rérelseekvationerna och har utnyttjats som refe-
rensmodeller vid test av olika typ B-modellers egenskaper. Lit-
teraturreferenserna avseende typ A-modellerna HVM och WRE

dr alltfér knapphindiga f6r att tilldta en upprogrammering av
resp ledningsnétrutiner. Datorprogrammen har tyvirr ej varit

tillgéngliga.

1) eller att ledningarna ej gar fyllda.



2. GRUNDLAGGANDE EKVATIONER FOR GRADVIS
VARIERANDE ICKE STATIONAR STROMNING MED
FRI VATTENYTA. '

2.1 Grundliggande principer

Detta kapitel behandlar hirledningen av de tva grundliggande
ekvationerna f6r gradvis varierande icke stationdr, endimen-

sionell stromning med fri vattenyta, s k kanalstrdmning:

- kontinuitetsekvationen baserad pa lagen om

massans ofdrstdrbarhet

- rérelsemingdekvationen erhallen ur Newtons

andra lag

Ett kanalfldde sidges vara gradvis varierande om strodmlinjernas
krékning dr liten, vilket I6rutsdtter att kanalbottnens och vatten-
ytans krdkningsradie dr stor i fdrhailande till vattendjupet. En
konsekvens av detta dr att vattenfdringen eller vatienstandet ej

fAr variera f6r snabbt med tiden. Det vata tvirsnitiets form
behéver ej vara konstant men férutsities variera 3 18ngsamt
lings kanalen att ndgra avldsningsfenomen ej uppstar, Om ovan
nédmnda villkor &r uppfyllda kan flodesférloppet studeras med

hidlp av en endimensionell analys, vilket innebér att man férsum-
mar hastighetskomponenter vinkelrétt huvuAdﬂijdesriktningen. Tryck-
férdelningen kan dé fdrutsittas vara hydrostatisk och vattenytan kan

antagas vara horisontell i tvArsnitt vinkelrdtt huvudflédesrikiningen.

De {6r den endimensionella analysen uppstillda villkoren kan sy-
nag vara sa restriktiva att denna analys endast kan utnyttjas fér
mycket idealiserade fI6desférhallanden. Det visar sig emeller-
tid mdjligt att med tilifredsstillande noggranﬁhet anvinda de er-
héllna sambanden {6r berdkning av t ex relativt snabbt varieran-
de fldden i naturliga vattendrag. N&agra generella kriterier f6r
vad som kan anses vara gradvis varierande sirémning 4r svara
att uppstilla. Termen ''gradvis varierande' kan darfdr tolkas
olika av olika férfattare beroende pa vilken approximations- '

grad man beddmer sig kunna acceptera.



De endimensionella ekvationer, ofta kallade Saint-Venants
ekvationer, som hirledes med utgadngspunkt fran ovan angiv-
na grundldggande antaganden fdrutsitter dessutom att botten-
lutningen &dr liten men ej nddvindigtvis konstant och att vat-

ten 4r en densitetshomogen och inkompressibel vitska.

Vid analysen kommer vi att utnytija den i fig. 2-1 skissera-
de differentiella kontrollvoiymen. Kanalflédet definieras dir
av vattendjupet Y =Y (x, t) vinkelritt bottnen, tvirsektionen
A=A (x, Y)iyz-planet och avbdrdningen Q = Q (x, t). Den

differentiella kontrollvolymen utgdres av en strimla med

4

A
‘g'r-dt-dx
_......—-—-_?/ /ﬂ___ﬂ___-—\‘(x.t‘dt;
______fé___ £ A e e Y (X,2)
Q-
AlxY) J.Q‘ij‘_
8x 3
5,

Fig. 2-1. Differentiell kontrollvolym fér strémning
med fri vattenyta.

lingden dx, medelarean A och volymen W. Kontrollvolymen,
vars ''tak' utgéres av vattenytan, #r sdledes variabel. Huvud- -

flédesriktningen dr i x-led och t &dr tidskoordinaten.

2.2 Kontinuitetsekvationen

Kontinuitetsekvationen baserar sig pa lagen om massans ofor-
storbarhet. Det f6ljer av denna lag att nettoinflédet av massa
till den variabla kontrollvolymen W i fig, 2-1 méste vara li~

ka med massans Okning per tidsenhet inuti kontrollvolymen.



For en inkompressibel och densitetshomogen viiska erhalles

s8ledes
CR SR S (2.1)
eller

§+%=m . ’ (2.2)

Detta samband giller dven om vitskan icke 4r densitetshomo-
gen fOrutsatt att dess kompressibilitet 4r férsumbar. Vi for-

utsétter dock i det f&liande att dengiteten p = P, = konstant.

Om vi med b (x, y) betecknar sektionens bredd pa nivan y, se
fig. 2-2, erhalles tvdrsektionens area som funktion av vatten-
djupet Y =Y (x, t} enligt

Y
A = I b (x, y) dy 3 (2.3)
0
E Bix.Y)
' /
e i
< o bx.y} ” /’f
¥ T A lxY)
T,_ MP
TR
Fig. 2-2. Geometrisk definition av fl6dessektion.
Vidare erhélles efter derivering
oA _ ., 9Y,
'a-tw =B at (2. 43)
1 oohle
A ob {x, vy 3y . 2. 4b




dir B = B (x, Y) ir sektionens bredd i vattenlinjen. Vid pris-
matisk kanal, b = b (y}), reduceras ekv. (2.4b) till

Kontinuitetsekvationen kan sﬁle_des skrivas pé féljande alterna-
tiva former:

Beroende variabler:

9A
Rt QA (2. 6a)
9Q Y
-8-5(— +B-8-t—-'”0 . Q, Y (2.6b)
B Y  _ ay
AEY+VBB—+BH— 0: vV, Y (2. 6¢)

(prismatisk kanal)

dir V = Q/A ir flodets medelhastighet.

2.3 Rorelsemingdekvationen

En ekvation som uttrycker ett flédes dynamiska [6rhallanden
kan hidrledas antingen ur Newtons andra lag elier ur termodyna-
mikens forsta huvudsats. Hirledningen genomfd&rs hir enligt

det forsta alternativet,

FEnligt Newtons andra lag giller att vektorsumman F av alla
krafter som verkar pa en masspartikel Am &r lika med f6r-
indringen per tidsenhet av rérelseméingdvektorn Am ¢ ¥V, dir

¥ &r hastighetsvektorn. Saledes
)= F | (2.7)

Detta samband kan dven utnyttjas f6r en kontinuerlig samling
av partikiar, sasom en del av en strommande vitska, varvid

I representerar de pa partikelsamliﬁgen verkande yitre kraf-

terna.
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den vid tiden t befintliga vitskemassan i kontrollvolymen

i fig. 2-1 kan skrivas som summan av nettoutflédet av rorel-
semingd och 8kningen per iidsenhet av rérelseméingden inom
kontrollvolymen, s_e' t ex Daily och Harleman (1966) eller
Whitaker (1968}

gT( Am - V) = f p v (V-AdS) + g_f; I pVdW ;
S

W

dir A Ar normalvektorn riktad ut frén ytelementet dS pa

1}

kontroilvolymen, I huvudflédesriktningen erhélles med p=h,

d o J 2 2 9 I _
a-t—(Am Vx)—po vde—po [ deS+p0 -5t—( deA)dx—

Sz S1 A

)
= P, %(B%)dx-*pogg—dx; (2.8)

dir S, och S, &r kontrollvolymens &ndytor enligt fig. 2-1,
v, dr hastighetsvekiorns ¥ komponent i x-riktningen och B

d4r en hastighetsférdelhingskoefficient definierad enligt

T L
QT a

Vi observerar att B =1 om hastigheten &r lika stor i alla punk-
ter i tvdrsnittet,

De pa kontrollvolymen i fl8desriktningen verkande krafterna 4r
tyngdkraften Fg ;  tryckkrafter Fp och tangentiella krafter Fy

F, = p,gAdx - sind = p gAl dx (2.9)

1) x-riktningen
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dir © = kanalbottnens lutningsvinkel, I0 =sgin@=tan 8 =

kanalens bottenlutning och g = jordaccelerationen,

Resulterande tryckkraften i x-riktningen erhalles med i fig. 2-3

definierade tryckkrafter Fl’ FZ’ F3 och F4 till

szFl-F2+F3+F4; . {2.10)

R ~-¢Z¢UM

PPorss 2
R R
bixy} T
ticcr.orrn
Fs Lﬂ‘%ﬁ?”
Fig, 2-3 Hydrostatiska krafter i x-riktningen,

Vid gradvis varierande stromning forutséittes trycket vara hyd-
rostatiskt och vattenytan horisontell i tvarsnitt vinkelréitt hu-

vudstromningsriktningen. Séaledes

Y
Fz - Fy *—*-8%'( I [pog(Y-y)_-b(x, y) cos B] dy ) dx
0

v
- ([pogcos e[g-;f-b(x, y)+(Y—y)-E]3é3;—’—-zl]dy_) dx;  (2.11a)
0

v
F_+F =(Ipog(Y-y)'§PS(xi{—’—-y—)~cosedy)dx; (2.11b)
o o

vilket med cos 8 =1, (IO< 1%) ger

Y
i} oY ) oY . .
Fp—-pogwa;(Jb(x, y) dy) dx = - p_ gA 5 dx; (2.12)
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kanaleng botten och sidor och kanrskmvas

Fr = -7 Pdx (2.13)

ddr T,, &r medelskjuvspinningen i x-riktningen lings den vita
perimetern P, se fig. 2-2, Vi dterkommer till den praktiska be-

stdmningen av Ty, i kap. 2.5,

Summering av de fem termerna ger rorelsemangdekvatlonen pa

endlmens ionell form

2 .
G 3] oY :
dér I, = 'EMP/pOgA och bendmnes friktionslutningen.

Vid prismatisk kanal och konstant § kan ekv. (2. 14) formuleras

5 5
Bﬂmﬁvgg (gA - BBV?) 5= = gA (I_ - I) ; (2.15)

o)

En annan ofta redovisad formulering &r (B = 1),

2
v L v

a
ata (Y Zg):Io_ L 5 (2.16)

aq|

didr de berocende variablerna @, A Overfdrts till V, ¥ med

hjilp av kontinuitei{sekvationen,

Som tidigare pdpekats kan ett dynamiskt samband férutom ur
Newtons andra lag hérledas dven ur termodynamikens férsta
huvudsats, vilken utsédger att okmngen av systemets energ1 ar
lika med summan av till systemet utifrén tillfért virme och det
arbete yttre krafter utridttar pa systemet, Denna princip till-
ldmpad pa flédessystemet i fig. 2-1, ger med de antaganden som

tidigare utnyttjats




12.

2
3 5 2y
B,__?+TX @ %) +ghgzr=eh(l -1) (2.17)

dar Ie uttrycker flddets inre energidissipation (irreversibel dver-
foring av mekanisk energi till virme) per massenhet och tidsenhet

~och d &r en hastighetsfordelningskoefficient definierad enligt

2 .
G:-é—u I VBdA;
Q3
A

Denna energiekvation skiljer sig frin rérelsemingdekvationen
dels genom att den innehdller hastighetsférdelningskoefficien -
ten d istidllet £6r f , dels genom den annorlunda formulering
av hogerledet, Ie igtdliet I6r If.
Det grundlidggande antagandet vid hirledningen av rorelseméingd-

ekvationen dr antagandet om att strémlinjernas krékning 4r liten,
vilket leder fram till férutsidtiningen om hydrostatisk tryckftrdel-
ning {p + pgy = konstant). Denna fdrutsittning adr exakt uppfylld

endast om stromningen dr staiiondr och likformig.

De uppstilida differentialekvationerna skall kunna beskriva fort-
plantningshastigheten av i flédet infdérda stérningar, dvs kunna

ge ritt vaghastighet. En viss uppfattning om den approximations-
grad som antagandet om férsumbar krdkning innebér kan erhillas
genom en jimidrelse med enligt potentialstromningsteori berdknad

vaghastighet.

1) Trycketp = plx, vy, z, t) 4r i sjdlva verket sammansatt av
dels en hydrostatisk del beroende av avstandet till vatten-
ytan, dels en dynamisk del relaterad till stromlinjernas
krdkning och flddets turbulenta egenskaper och kan erhéllas
genom integrering av y- och z-komponenterna i Reynolds
ekvationer (allminna rérelseekvationer formulerade med
utgangspunkt frin strémningens turbulenta egenskaper), se
t ex Strelkoff (1969). Turbulensens inflytande pa tryck-
férdelningen dr dock i praktiken helt férsumbar.
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For en sviangande vaAg med liten amplitud och vagldngden 1. erhéal-

les ur potentialstrdmningsteorin en vaghastighet av, se t ex Hen-
derson (1966).

c = %-I;-rntanh 2£Y ; (2.18)

Fér vagor pd grunt vatten (Y /I, <<1) kan detta samband approxi-

merasg till
c=\Vegy ; (2.19)

vilket 4r den vaghastighet som fér stillastdende vatten (V=0) defi-
nieras av de uppstédllda rﬁrelseekvationerna.l)Vi finner da att max
5 procents el vid berdkning av vaghastigheten enligt ekv (2. 19) kri-
ver att Y/L<0.09. Detta innebidr att den av rirelseekvationerna
definierade vighastigheten for Y/I. = 0.09 &r ca 5 procent fér hog

beroende pa antagandet om hydrostatisk tryckférdelning.

2.4 Koefficienterna o och B

o - och @ -virdena dr vid likformig stromning funktioner av kanal-
sektionens form och rdhet samt av virdet pad Reynolds tal Re =

= V-R/v, ddr R = A/P = hydrauliska radien och V = vattnets ki-
nematiska viskositet., Vid turbulent strémning ar hastigheten for-
héllandevis jimnt férdelad 6ver tvirsnittet varfér & - och 8 -vérdena
avviker relativt litet frén virdet 1.0. I tabell 2.1 redovisas fran

Chow (1959) himtade viirden fér olika typer av sektioner.

virde paa virde pd 8
min | medelj max min | medel |max
Regelbundna kanaler 1.10} 1.15 |1.20 1.03 {1.05 j1.07
Naturliga vattendrag 1.15f 1.30 |1.50 1.05 [ 1.10 |1.17
Floder med istédcke 1. l20 1.50 12.00 1.07 | 1.17 |1.33
Floddalar, dversvidmmade 1.50] 1.75 [12.00 1,17 11.25 [1.33

Tabell 2.1 Normala variationsomréden {6r hastighetsférdelnings-
koefficienterna @ och B . Efter Chow (1959).

1) se kap 4.1.
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Det bor papekas att angivna virdena giller {6r likformig stromning.

I naturliga vattendrag med varierande sektionsform, krokar m m kan
koefficientvirdena givetvis uppvisa avsevirt stdrre variationer, Det
ir i sAdana fall nodvindigt att genomftra uppméitningar av hastighets-
profilerna och berikna virdena pa  ocha enligt de i ekv {2.8) och ekv

(2.17) givna definitionerna.

Miatvdrden avseende sirémning i delvis fylld hydrauliskt glatt cirkuldr
sektion med diametern d redovisas i fig 2-4 som funktion av relati-
va vattendjupet Y/d. Ett representativi virde pd B f6r Y/d>0.5
dr enligt dessa [6rsdk B =1.01. For ldgre viarden pa lyllnadsgraden
vixer B med avtagande vattendjup. Forsdken utférdes inom ett snévt
intervall med avseende pa rérviiggarnas rahet (stdirdr), varfér nagot
hogre vdrden, f# =1,02 - 1.05, kan {0rvédntas for t ex betongrér av

liten dimension.

Vid turbulent strdmning dr hastigheten relativt jidmnt férdelad dver
tvdrsnittet. Sambandet mellan § och o kan da approximativt skrivas,
Fngelund (1965),

;3:1+_.§.'—; (2.20)
vilket samband i huvudsak satisfieras av de i fig 2-4 redovisade ex-

perimentella resultaten.

Foér stationdr stromning (8Q/8t = 8Q/9x = 0} och konstanta virden pa

o och B kan ekvationerna (2. 14) och (2.17) 6verfdras till formen

oy . 2. ,
5‘}? (1 - BFI" ) - IO - If 4 . (221&)
N 1 _awmrdy=1 -1 .
5 (1 - o lo (2.21h)

dér Fr = Froudes tal = V/\/gA/B. Av dessa samband framgir att
den relativa betydelsen av o - och § -vérdenas avvikelse fran 1,0 av-

tar med virdet pd Froudes tal.

Fér en av de i detta sammanhang aktuella praktiska till&mpningar-
na - bertkning av flédesférhéllandena i mer eller mindre uppdémda
dlvfiror - dr detta villkor med avseende pa Froudes tal i de allra

flesta fall uppfyllt, Fr<ca 0.1. Vid den andra aktuella tilldmpningen
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Fig 2-4 Experimentellt uppmiétta virden pi hastighetsfdrdel-

ningskoefficienterna a och B i cirkuldr ledning med dia-
metern d. Reynolds tal VR/V dr av storleksordningen 10
Efter Yevjevich och Barnes (1970).

B

.

- berdkning av flodestdrlopp i dagvattenledningar - dr férhallandet
det

pa sjidlvrensning) kan erhélla superkritiska (strdkande) strémnings-

, att man p8 grund av gillande svenska minimilutningar (krav
férhéllanden med virden pa Froudes tal strax $ver 1.0, Det synes
dock icke rimligt, med hinsyn till tvriga gjorda antaganden och app-
roximationer, att i datorprogram inlégga rutiner som beaktar koef-
ficienternas variation med vattendjupet, viggarnas radhet etc. D3
det dessutom &r flodesforioppen vid fyllnadsgrader stérre 4n 0.5,
som Ar av stdrst intresse, foresids att man i detta fall sétter B =

1.03 = konstant, vilket motsvarar a = 1.09,

2.5 Uppskattning av T I. och 1

M—"f e’

Av ekvationerna (2.21) framgar att man fér smi virden pa Froudes

tal kan séitta Ie = If, dvs att

v~ pogRIf = pogRIe_ ; (2,22)

Vid likformig strémning géller detta samband exakt.
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Friktionslutningen och energilinjens lutning vid likformig strém-
ning I=1 =1 kan beriknas med hjilp av t ex Chezy s formel

1/2

v-c-Rr/2.q (2.23)

eller Mannings formel
(2.24)

diar C &4r Chezy s koefficient, n #&r Mannings r8hetskoefficient
och R = A/P #r hydrauliska radien. Uttryckt i engelska fot -
sekund - enheter far ekv (2. 24) uiseendet

v - 1.;1186 R2/3 {1/2 _; (2.25)

I svensk litteratur sittes ofta l/n =M dir M benidmnes Man-

nings tal. M omndmnes dven som Stricklers koefficient.

Av dessa formler &r Mannings formel den {6r kanalstrémnings-

berdkningar mest anvénda,

Det &dr en allmént vedertagen praxis att foér gradvis varierande
och icke siationir strdmning forutsitta att Ie och If (och"cM)
kan beridknas som for likformig strdmning. Detta torde i de fles-
ta fall vara ett godtagbart och i praktiken nddvindigt antagande,
men det dr liksom antagandet om hydrostatisk tryckfdrdelning,

1)

en approximation.

Enligt Liggett {1975) har mycket f& f6rsék gjorts att studera frik-
tionskrafter vid olikformig och icke-stationér stromning, men
det férutsittes allmant att f6r likformig strémning erhédllna ex-
perimentella resultat géller dven i dessa fall. Med tanke pa de
svarigheter som 4r férknippade med uppskattningen av virdet

pa rahetskoefficienter, torde dock de hir diskuterade effekter-

na vara av sekundidrt praktiskt intresse.

1)

Vid likformig stréomning erhélles fullt utbildade hastighetsprofiler,
vilket ej &4r fallet vid varierande fiéde. T, kan d& ej formuleras
gsom en entydig funktion av fléde och vattendjup vid given botten-
rahet, utan hénsyn maéste tas 4ven till hastighetsprofilens forind-
ring i tid och rum.



I'riktionslutningen If och energilinjens lutning Ie uppskatias
salunda i praktiken pd samma sdtt. Av ekv (2.21a och b) fram-
gar emellertid att vi vid olikformig stréomning ej kan séitta iden-

titetstecken mellan If och Ie'

2.6 Lateralt tillfldde

I de fall da ett lateralt tillfldde sker till huvudflddet méaste hin-

gsyn tas till detta i kontinuitets- och rérelseméngdekvationerna,

Vi forutsiiter att tillflddet kan betraktas som ett jAmnt foérdelat
flode g per ldngdenhet av vattendraget. Till vinsterledet i
ekv (2.1} méste d& ldggas termen ¢ - dx varfér kontinuitets-

ekvationen blir

oQ |, 0A _ |
o Ter 9 (2.26)

Vad avser rdrelsemingdekvationen behdver vi 1 ekv {2, 8) endast
dra termen poquxdx, (ux dr tillflodets hastighetskomponent i hu-

vudfiddets rikining) fran nettoutflédet av rérelsemingd.

Rorelsemingdekvationen vid lateralt tillfléde blir da

2
aQ , o Q@ Yy _ ]
ot tox (Bx ) e gy T eI - T tany (2.27)
2.7 Sammanfattning

Med utgdngspunkt fran lagen om massans oférstérbarhet resp
Newtons andra lag har hérleits iva styrande ekvationer for icke
stationdr, gradvis varierande kanalstrdmning. Dessa ekvatio-

ner A4r kontinuitets- resp rorelsemingdekvationen:

Q) , 9A _ . L BQ OY _

2
g;ﬁ“a?z (3%_)+gAg-§:gA (I, -1 ; (2.29)

17.
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Till hogerledet i ekv {2.28) resp ekv (2.29) skall vid lateralt tili-

flode ldggas termen ¢ resp qu,.

Vid stromning i prismatisk kanal kan rérelsemingdekvationen
skrivas

2)8Y

g$+zﬁv%§+(gA-er o gA (L - 1) ; (2.30)

B 4r en hastighetsférdelningskoefficient vars varde obetydligt av-
viker frén 1.0 och som vid utpréglat subkritiska forhallanden (sma

virden pd Froudes tal) kan approximeras till 1, 0.

Friktionslutningen [, kan berdknas ur for likformig strémning

uppstilida formier, t ex Mannings formel.



3. GRUNDLAGGANDE EKVATIONER FOR ICKE
STATIONAR RORSTROMNING

3.1 Vatien som kompressibel vitska. Tvirsektionens
deformation.

Rorstromning kan dga rum vid delvis eller helt fylid lednings-
sektion. Vid delvis fylld sektion giller de samband sorm hirleits
f6r strdmning med fri vattenyta i kapitel 2. En dkning av massan
mellan tva kontrollsektioner ger di en f8rhdjning av vattenytan,
Vid strémning i helt fylld sektion kan en dkning av massan didremot
endast ske genom en komprimering a\;f vattnet och en utvidgning av
rorsektionen, Nya kontinuitets- och rérelseméingdekvationer més-
te ddrfor uppstéllas, dir hénsyn tasg till vattneis kompressibilitet
och rorsekiionens deformationsegenskaper. Malsdtiningen dr da
att formulera de grundliggande ekvationerna, si att analogi erhal-
les mellan de tvd strémningstillstanden. Hérigenom underlittas
det numeriska berdkningsférfarandet vid gradvis dvergang mellan
stromning med fri vatienyta och i helt fylld sekiion. De genom-
férda hdrledningarna bygger i huvudsak pa gingse f6ruisitiningar
och antaganden inom den s k tryckslagsteorin, se t ex Parmakian

(1963) eller Streeter och Wylie (1967}, Sektionsarean forutsittes

18,

vara cirkuldr och ha diametern d. Beteckningar framgar av fig,3-1.

Fig. 3-1. Kontrollvolym for stromning i helt fyllid ledning

med diametern d. p 4r dvertrycket relativt
trycket vid n&tt och jimnt fylld ledning.
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Nar trycket i en vattenvolym 6kar med Ap &dndras vattnets den-
gitet med Ap. Storleken av denna dndring definieras av sam-
bandet

P A
Ap=E£-Ap=E9-/_\.pﬁ = (3.1)
v o a
Q

dér Ev = vatinets elasticitetsmodul, vilken fér praéktisktzbruk
kan férutsittas vara konstant och séttas till 2,1.107 N/m“.
Densiteten p har approximerats med vatinets densitet Po vid
natt och jimnt fylid sektion, vilken satts lika med densiteten vid
atmosférstryck. Vi férutsiitter vidare att densiteten &r konstant
bver tvirsnittet. a_ = V Ev/po ir ljudets hastighet (elastiska
tryckvagors hastighet) i en vattenvolym med o#ndlig utbredning
eller i en av oeftergivliga viggar omsluten vattenvolym och upp-

gir till 1435 m/s.

Vid hydrostatisk tryckfordelning giller relationen dp = -pgdy cos 8
vilket f&r sméa ledningslutningar kan reduceras till dp =-pgdy. Om
detta samband insidttes 1 ekv. (3. 1) vilken sedan integreras tver in-
tervallet (y =d; y = Y), dir Y &r trycklinjens niva relativt ror-

bottnen, erhdlles vatinets densitet vid &verirycket pg (Y-d) till

g(Y-d) /a°

2
p=p.e Pz p, (L+g(Y-d) [al ) ; (3. 2)

Ett relativt 6vertryck motsvarande 20 meter vattenpelare med-

for sdledes en sa liten relativ densitetsdifferens som Ap/p = 1074,

Med hjilp av ekv. (3.2) kan nu 6vertrycket p relativt trycket

vid ndtt och jamnt fylld ledning skrivas

Y
p= I gp0(1+g(Y—y)/ai)dy =
d (3. 3)

= g0, (Y-d) (1+g(Y-d)/2a°)

Om deformationen av ett ledningssegment dx antas oberoende

av omgivande sektioner kan for en cirkular ledning med diame-



tern d, sektionsareans ¢kning AA skrivas

Aod Ao
r P a
or

dar B_ = rormaterialets elasticitetsmodul, A _ = wdz/&l,

e = rorviggens tjocklek och a_ = W med dimen-
sionen hastighet. F&r betongror dr Er av storleksordning-
en 410" N/m% Med d=1m och e=0,05m erhilles

a_ till 1400 m/s.

Tvirsektionens area vid §vertrycket pg (Y-d) erhdlles nu
med ekv (3. 3) till
g (Y-d) (1+g(Y-d) /2 a_?)

2
r

A=AO 1+

A (1+g(¥-a)/a?); | (3.5)

diar vi forsummat termer av storleksordningen 1/(ara0)2.
Ett svertryck motsvarande 20 m vatienpelare ger alltsia med

a, = 1400 m/s en relativ areadkning AA/A = 1074,

3.2 Kontinuitetsekvationen

Kontinuiteisekvationen baserar sig liksom vid strémning med
fri vattenyta pa principen om massans oférstérbarhet., Netto-
inflédet av massa till kontrollvolymen i fig. 3.1 méste dirfor

vara lika med dkningen av konirollvolymens massa,
"5}?(PQ) th'-g't—(PA) dx dt ; (3.8)

Densiteten p antages som tidigare vara konstant éver tvir-
snittet,

Ffter utveckling av derivatorna erhilles

oA
+ o5t

°|0

2
o

9 _q.
_5?_0" (3.7)

1S
+

21.
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De tva sista termerna i denna ekvation kan med hjdlp av ekv (3, 2)

och (3.5) och med A/p = Ao/po skrivas

9A A 9p _ Y , 1 . 1, _ 850 Y.
5t Tp vt BRe Btz Y2 T 7 ar (3. 8)
r o]

didr a = ao/ V1+ 9.20 /a.zr och representerar ljudets hastig-
het ) i vatinet under hingsynstagande av vattnets kompressibili-
tet och rérviggens deformation. For den tidigare specifice-

rade betongledningen 4r a = a_ = 1400 m/s varfér a=1000 m/s.

Ekv. (3.7) kan da skrivas

8Q . Q 9p Y _ ..
M i | (3. 9)

Om vi nu jAmisr detta samband med ekv. (2.6b) finner vi, att
analogi erhilles mellan sambanden for stréomning i helt fylld
sektion resp stromning med fri vattenyta, om for Y >d giller
att

Ca 2 |
B=B_=gA /a - (3.10)

dp

gamt om termen T ir forsumbar (3.11)

©lo

I'ig, 3-2 Analogi mellan stréomning med fri vattenyta
och i helt fylld ledning erh3llies genom in-
férande av en smal fiktiv spalt i rérets hjidssa.

1) FElastiska tryckvagors hastighet



23.

Det férsta villkoret motsvarar inférandet av en mycket smal
fiktiv spalt med bredden Bs i rbdrets hjassa, fig. 3-2. Fosr

d=1m ocha=1000m/s &r Bs,av storleksordningen 10“5m.

Det andra villtkoret &r normalt uppfyllt av féljande skidl, Vid
stationdir strémning ir de longitudinella tryckdifferenserna
(p/0x) sma varfdr densitetsdifferenserna dr fdrsumbara
(8p/8x = 0). En si stor tryckdifferens som Ap = 50000 N/m2
(motsvarar 5 m Vattenpelare) ger en relativ densitetsdifferens
Ap/p av endast 3-10_5.

longitudinella densitetsdifferenser som beror av flddesvariatio-

Vi behdver didrfor hir endast beakta de

nerna i tid och rum. F&r dessa Overliggande differenser A [Bp/E)xJ

kan man emellertid visa att, se Parmakian (1963)

ap _+ 1 0p
] iy -

Eftersom kvoten V/a normalt 4r mindre &n 1/100 kan vi f6r-
summa termen (Q/p) dp/8x i forhéllande till termen (A /p)dp /8t
iekv. (3.7). '

Kontinuitetsekvationen f6r icke .stationér stromning i fylld led-

ning kan sdledes skrivas { i analogi med ekv. (2. 6b))

8Y _ . .
+Bsa_t_0' {3.13)

8

dir
Y 2 d = rirets diameter

B_ = gA_/a’ = den fiktiva spaltens bredd

a = ao/ Vi1+ E d /e E = tryckvigens hastighet

Idén med inférandet av den fiktiva spalten presenterades f5rst
av Preissmann, se Preissmann och Cunge (1961), och utnytt-
jades sedan av Cunge och Wegner {1964) f6r berdkning av svall-
ningsforloppet i en kraftverkstunnel med alternerande fri vatten-

yta resp. fylld sektion.
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De antaganden och det resonemang som anvints ovan &r det som
normalt anvéndes inom tryckslagsteorin. Vi skall emellertid
visa att analogin mellan strémning med fri vattenyta och strom-
ning i helt fylld sektion kan diskuteras fram pa ett nagot annor-

lunda sitt med utgngspunkt fran massflédet Q, = PQ.

Om vi i ekv. (3.6} infoér massflidet Qm = pQ erhéaller vi med
hjdlp av ekv. (3.8} och (3.,10)

0Q

m

oY _ . (3.14)
ox TP Bsar 0
DA vi tidigare visat att den maximala relativa densitetsdiffe-
rensen vid de flodesférlopp vi hédr avser studera &r mindre
dn 10"4, kan vi i koefficienten framfér 3Y /8t sitta p = Por

Ekv. (3.14) kan d& skrivas pd samma form som ekv. (2. 6b)

Q BY _ . . | (3.15)

men uttryckt i de beroende variablerna Qm/po, Y istidllet
for Q, Y. Kravet pd berikningsnoggrannheten bér dock ej
stdllas hogre én att det &r likgiltigt om vi berdknar Qm/p0 .
eller @, eftersom 1< Qm/poQ< 1+ 10_4. Vi kan dérfér
tillata oss att byta variabeln Qm/po mot variabeln @, vil-
ket ater leder oss till ekv. (3.13).

Det genomférda resonemanget dr givetvis i princip analogt
med det tidigare. Skillnaden &r endast den att vi i denna se-

nare hirledning ej behdvt utnyttja ekv. (3.12).

3.3 Rérelseméngdekvationen

Ekv. (2.7) applicerad pa kontrollvolymen i fig. 3-1 ger pa

motsvarande sitt som f6r stréomning med fri vattenyta

2

"g%(pQ)+"%(Bp%)+Ag§=pgA(Io_If); (316)
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ddr p &r overtrycket enligt fig. 3-1.

Inom tryckslagsteorin dr det praxis att i rérelsemingdekva-
tionen helt forsumma variationer i densiteten p och tvir-
sektionens area A. Om vii enlighet med denna praxis sitter
p= p, = konstant, A =A_- 7d® /4 och 9p/ox = p_g OY/0x er-
hilles

2
a g g L1
5%2+8_§(8%;)+ng3§:ng(10_1£); (3-1D

vilket samband 4r analogi med det f6r stromning med fri vatten-
yta, ekv. (2.14) fransett det forhallandet att vi hir arbetar med

en tvirsektion med konstant area.

Man kan vidare visa, se Parmakian (1963), att termen 8(13vQ2 /AO)BX
i analogi med ekv. (3.12) dr f6rsumbar jAmford meddQ/ot.

Denna ytterligare mojlighet till f6renkling kommer vi emellertid

ej att utnyttja. I tryckslagsberikningar férsummas dessutom

ofta friktionskrafterna beroende pi att man vid t ex en snabb
ventilstingning far mycket stdrre tryckvariationer dn de som

normalt fdrekommer vid stationidr sirédmning.

Ekv. (3.17) har alltsd erhallits med utgdngspunki frén antagan-
det om konstant densitet och konstant tvirsektion. Om vi i-
stdllef liksom vid diskussionen av kontinuitetsekvationen infor
massfladet Qm i ekv. (3.16) erhalles, jfr ekv (3. 14),

2

0Q,, (3.18)

3] m op _ )
T +B§‘(T“‘p )+A3§—pgA(IO—If),

Vi observerar att om termer av storleksordningen 1/(arao)2
forsummas blir

2
r

pA = p A_(1+g(¥-d)/a ?) (1 + g(Y-d) fa.”)

(3.19)

by (A, +B_ (Y-d)) = p A,

dir Af = totala sektionsarean inklusive den fiktiva spaltens area.
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Vidare erhélles pd motsvarande sitt

Jp Y o : .
Agx = 80,8 5 ‘3. 20)

Efter derivering och ins#ttning av sambanden ovan far da

ekv. (3.18) utseendet om f = konstant,

Q _
) m a m 2y 9Y _
ST(__}+2;3VH(--%—}+(gAf—BBSV )a;‘gAf“o-If),

Detta samband &r énalogt med réreiseméngdekvationen (2.15)
for prismatisk sektion men uttryckt i variablerna Qm/po, Y.
Liksom fallet var med kontinuitetsekvationen maste det dven

hir vara tillatet att byta variabeln Qm/po mot variabeln @,
vilket ger oss en fullstdndig analogi mellan strémning med fri

vattenyta och i helt fylld prismatisk ledning,

(3.227)

gQJrzBV 0D, (gA—BB-VZ}gg=gA(IO-§f);

Vid helt fylld lednmg giller alltsd att A = A = A + B (Y-d)
dir B = B = gA /a . Vi har sadlunda v1sat att rnan, genom
att i ledningens hjassa infsra en fiktiv spait vars bredd beror
av vidtskans och rérmaterialets deformationsegenskaper, kan
dverféora stréomning i helt fylld sektion till sirémning med fri

vattenyta.

Den genomférda diskussionen kan synas vara av enbart aka-

demiskt intresse. Ur praktisk berikningssynpunkt &r ju ekv.
(3.17) och (3.22) likvirdiga, ty i ekv. (3.22) kan vi om vi sa
énskar utnyttja approximationerna ' ' '
A=A _+B_(Y-d)=A_(1+ -d)y

2
a

o’
(3.23)

2
2.9Y ayY V& .
(gA“BBSV)'g* gA 3;(1—3—;2)~ng9;,

Malsidttningen har emellertid varit den att fé6r strémning i

helt fylld sektion ska formulera samband si likformiga med
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de {6r strémning med fri vattenyta som mojligt. Detta mal
har alltsd uppnatts genom att undvika att utnyttja alla "till-

18tna' approximationer.

3.4. Sammanfaitning

For stromning i helt fylld cirkulédr sektion med diametern d

har harletts kontinuitets- resp rérelseméngdekvationen

gi@*Bs’g’E‘Z:D? ' (3.24a)
5 5 5
g§+ 2BV ggﬂgA _8B V%) a%{‘ gA (T - L) ; (3.24b)

« _ - 2 - _ 42
dir Y=d, B = BS = gAO/a , A= AO+BS» (Y - d), AO = rd” /4
och a = elastiska tryckvagors hastighet i vatinet. Lingden B
kan tolkas som bredden pa en mycket smal fiktiv spalt inférd i
rorets hjdssa. Denna spalt representerar rérviggarnas och

vattnets deformaiionsegenskaper,

Dessa samband dr helt analoga med de som tidigare hirletts
for stromning med fri vattenyta i prismatisk kanal. Lateralt

tilifléde behandlas som vid strﬁmning-med fri vattenyta.
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4, - ANALYS AV RORELSEEKVATIONERNAS EGENSKAPER.
KARAKTERISTIKMETODEN '

4.1 Integrering av forenklade rorelseekvationer

I kapitel 2 och har visats att endimensionell strémning med fri
vattenyta resp i helt fylld ledning kan beskrivas med hjédlp av

analoga kontinuitets- och rérelseekvationer. Om vi fér enkel-
hetens skull sédtter =1 kan vi fér prismatisk kanal eller helt

fylld ledning skriva kontinuitets- resp rérelsemingdekvationen

9Q oY .
At Bgr =05

5 2 2. 9y
5‘§_+2VQ +(gh - BVY) gz = gA (I, - ) 3 (4.1)

dir B = B_ = gu_fi/a2 for helt fylld ledning. Vi har d& férutsatt
att det laterala tillflédet #r lika med noll.

Dessa tva icke -linjira partiella differentialekvationer uttryck-
ta i de beroende variablerna (Q, Y) och de oberoende variabler-
na (x, t) har ingen allmén analytisk lbsnihg. Vi skall emellertid
hir fb'rst. behandla en férenklad problemstdllning som majliggdér

en analytisk 16sning inom ett begrinsat omrade av xt-planet,

L.&t oss betrakta en rak kanal med konstant rektangul&rt tvir-
snitt och horisontell botten. Férutsitt vidare att friktionskraf-

terna kan férsummas. ¥kv. (4.1) kan da skrivas 1)

oY oV oY

Vox P Y¥axt a7 703 ' (4. 2a)

BV BV oY _

Vi infér nu hastigheten
c= VgY (4.3)

1}  jfr ekv (2. 6c) och ekv {2, 18)



vilken vi igenkinner som vighastigheten fér 1dnga vigor pa

vattendjupet Y. Eliminering av Y i ekv. (4.2) genom sub-

stitution av ekv. (4.3) ger

de av de

2V-5-—+c-5——+2qa—f0; (4
9V de _ .
,5.+v5~»+2 pe =0 (4

Om vi summerar resp subtraherar dessa bada samband er-

halles de tva ekvationerna

0 (V + 2¢) HV + 2¢)
"_(_HF__*JF(VJFC)”_UX_‘_"-O’ (4
respektiive

(Vv - 2c) 9{V - 2¢) _ . ‘ ’
_‘BT_'_+(V"C)'__83?——_O‘ _ (4.

En jimforelse mellan ekv. {4.5a} och den totala derivatan

d (Vv + 2c) O(V + 2¢) |

visar att ldngs en linje C+ i xt-planet med rikiningen

{g?x] =V4+c; (4
giller att

4

g-t-(’\f + 2¢) = 0; dvs att V+ 2c¢ = konstant = J, ; E(4.

29,
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5b)
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¢ (x,4}

{x-cdt,t-dt) - {x+cdt,t~dt)

X

Fig, 4-1 Karakteristiska riktningar i xt-planet f6r V = 0.

PA motsvarande sitt finner vi av ekv (4. 5b) att 1&ngs en linje

C_ med riktningen

d
v w9
gidller att

gt—(v-zc):; dvsattV- 2¢c - konstant = J_; (4.10)

Linjerna C+ och C_ benidmnes karakteristikor. De mot dessa
linjer svarande konstanterna (invarianterna) I, och J kallas

Riemann-invarianter.

Vi har alltsd visat att det f6r differentialekvationerna (4.2) ar
mojligt att definiera karakteristiska riktningar, se fig. 4-1,

langs vilka vissa kvantiteter, Riemann-invarianterna, 4r konstan-
ta. Om vi forflyttar oss med hastigheten V + ¢ parallellt x-axeln
kommer vi att uppfatta kvantiteten V + 2c som konstant. Hastig-
heterna V + ¢ och V.- ¢ representerar alltsd vid subkritiskt
fldde, V< \Vg¥, fortplantningshastigheten f6r stdrningar (diffe-

rentiella stérningar) i nedstrdms resp uppstréms riktning.



Randviilkor

i punklen x=0

T —— 7
7
Y =y '/’
q=-VY e 7
%
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{
!
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C
438m 100
438m B0
398m 60
c B
438m 40
Ce
4£70m 20 Ostort omride
P
Ce C.
S00m 0
Yi0t) ! { }
A 100 200 300 400
Fig. 4-2 Konstruktion av karakteristiskt rutnét och berikning

av vattenstandsutvecklingen Y (0,t) i en 400 m 18ng

3L

X

horisontell kanal under antagande av férsumbar frik-

tion.

Efter ABBOT (1966).

31,
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For att demonstrera det praktiska utnyttjandet av de hédrledda

sambanden betraktar vi en 400 m lang horisontell kanal med

konstant rektangulirt tvirsnitt, fig, 4-2. Vidare forutsities

att friktionsifdriusterna kan forsummas och att kanalens ned-

stromsinde dr sluten.

Vid tiden t = 0 géller att vattendjupet Y = 5 m och medel-

hastigheten V = 0. Vi later da avbsrdningen g per breddme-

ter i punkten x = 0 foérst 6ka linjédrt fran noll till q; = 6 mz/s

pa tiden Aty

= 4 mz/s pd tiden At,

= 60 sekunder och direfter avta linjdrt till qq =

= 20 sekunder f6r att sedan vara konstant.

Vi finner da att det lings C+ - resp. C_ - karakteristikor ut-

giende fran x-linjen (t=0) giller att

1

J V+ 2¢

+

14 m/s

J V - 2¢

-14 m/s

(4.11)

I skirningspunkten P mellan tva s8dana karakteristikor méaste

bada Riemann-invarianterna vara satisfierade.

Tnom den del av xt-planet i fig. 4-2 som begrinsas av linjen AR

och x-axeln giller saledes att V = 0 ochatt ¢ =7 m/s, dvs

att Y = 5 m. Tappningen i punkten x = 0 kan dirfér ej ge nagot

utslag i punkten x = 400 m fSrrin efter tidigast 400/7 = 57 sekunder.

Av ovanstdende féljer att det dven lings alla C_ -karakteristikor

utglende frin linjen AB maste gilla att

J =V-20=V-2VgY¥=-14m/s (4.12)

medan lings t-axeln enligt de givna randvillkoren

-qlt/Atl ; O t< AL,

vV (0,t) - Y (0,1) =

_qz :

Y (0,t) kan nu 16sas ur ekv.

t-linjen inom avsnittet AC.

-qy + (qi—qz) . (tuAtl)/At2; At txAt

r

1 +ATL

Atl + Atzé t

(4.12) och (4.13) f&r punkter pa

2

(4.13)
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De erh3llna vattenstdnden framglr av fig. 4-2 tillsammans med

av Abbot (1966) redovisade karakteristiska riktningar.

Lings C, -karakteristikan utgdende frén punkten t = T pa t-linjen

giller att

V+2¢ =V (0, T)+ 2¢ (0, T) ' (4,14)

dir ¢(0, T) = V g¥(0, T), medan lings alla C_-karakteristikor

inom omradet ABRC
V-2c=-2c(x, 0)=-14m/s (4.15)

I skdrningspunkterna mellan den betiraktade C+—karakteristikan
och C -karakteristikorna, dvs lings C+-karakteristikan, maéste

saledes gilla att
V{x,t) = V (0, T)/2 +VgY (0, T) - 7 m/s = konstant
c{x,t) = V{0, T)/4+VgY (0, T)/2 + 3,5 m/s = konstant (4.18)

C+—karakteristikans riktning erhdlles ur sambandet

dx} _
[a?L‘ V{0, T) +c (0, T) (4.17)
varav féljer att C_-karakteristikorna &r réta men ej parallella

linjer inom triangeln ABC, dvs inom det omrade som ej berdrs
av frdn punkten x = 400 m reflekterade stérningar. C -karakte-

rigtikorna dr didremot ej rita linjer.

Fkvationerna (4.7) - (4.10) ger oss allts8 mdjlighet att under
vigsa forutsidttningar analytiskt berdkna V och Y (eller ¢} i
alla punkter inom triangeln ABC, vilket ej #r m&jligt utanfoér
linjen BC pa grund av karakteristikornas krékning. Dir maiste

nagon form av passningsrikning tillgripas.

Den hir genomiférda hidrledningen av karakteristikor och Riemann-
ekvationer Sverensstimmer med den som ges av Stoker {1957).

I f6ljande avsnitt redovisas en mera generell matematisk metod,
se { ex Hildebrand (1362) eller Abbot (1966).
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4.2 Matrisformulerad hirledning av karakteristiska

riktningar och tillhérande Riemann-ekvationer.

Man kan visa, se { ex Abbotf (1966), att de karakteristiska rikt-
ningarna dr kurvor i x, t-planet tvirs vilka férstaderivator (i
detta fall 9Q /0%, 9Q/3t, 9Y /0% och 9Y /8t) kan vara diskontinu-
erliga och lidngs vilka diskontinuiteter i dessa derivator kan
Sverféras. Detta innebir att derivatorna léings karakteristikor-
na dr obestimda. De karakteristiska rikiningarna kan dirfor
bestimmas genom att man sdker de vérden pad dx/dt, for vilka
dessa blir obestimda, dvs de virden pa dx/dt {6r vilka de par-
tiella derivatorna kan anta o#ndligt ménga virden,

Vi forutsétter att Q och Y samt deras partiella derivator
existerar i hela xt-planet. De tolala derivatorna av Q@ respY
erhdlles da till

dQ _ 3Q , 9Q dx ,
Q@200 & (4.18)

£:8Y+8Y.dx
dt 3t " Sx dt

Ekvationerna (4.1) och (4.18) kan ses som ett system av fyra
linjdra ekvationer i fyra partiella derivator, vilket kan skrivas

pd matrisformen

M, - X = M, ; (4.19)

3 1 [ 1 r 1
1 0 0 B aQ/ox 0

M, = 2V 1 (gA-BV?) 0 |;x=|oQ/ot|; M,= gA(I_-1,)
dx/dt 1 0 0 oY /Bx dQ/dt

0 0 dx /dt 1] | 8Y /ot | | dY/at |



Enligt Cramers regel giller att 16sningen till detta ekvations-

system kan skrivas

det N det N det N det N4

Q_Q.-—: 1~§.@=m2-§.¥_= S-BYz . (4 20)
x det Nfl’ 5t  det Ml’ ox det Ml’_a—f— det Wil * ’

dir determinanten av Nl’ NZ’ N3 och N4 erhilles genom att i
mairisen Ml byta f6rsta, andra, tredje resp fjirde kolonnen mot
vektorn MZ‘ Kravet pa o#éndligt antal 16sningar, dvs odefinierade
véirden pa de partiella derivatorna, innebir saledes att determi-

nanterna i tiljare och nidmnare bada ir noll,

Det 1\/1'1 = 0 ger efter utveckling

2 2 |
(g%) —2Vg%‘-—ig%ﬂ)=o; (4.21)

Denna ekvation har tva 18sningar

dx _  + fgA |
T = V-VHE (4.22)
vilka definierar tva karakteristigska riktningar i xt-planet for
de tv& simultana ekvationerna (4.1). Den riktning som defini-

eras av plustecknet bendmnes som tidigare "'C, -karakteristikan'

medan den som ges av minustecknet benimnes ''"C -karakteristikan'',

Villkoret det N, = 0 ger

QR ea-BvH I Eoen -1y (4.23)

(Man kan visa att motgvarande samband dven kan hirledas ur

villkoren det N2 = det l\T3 = det N4 = 0),

Om vi nu substituerar ekv (4.22) i ekv (4.23) finner vi lidngs

C+-karakteristikan att

R VEY B ea, -1 (4. 24)
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och langs C_-karakteristikan att

gTQ - (V+ gA) B—?—{- gA (I - L) .(4'25)

Dessa ekvationer, vilka i det foljande bendmnes Riemann-
ekvationer, bhrukar i mtegrerad form kallas kvasi-invarianter
£i11 ekv (4 1) och de tillhdrande karakterlstlkorna ekv (4. 22).

Termen ''kvasi' Rarrsr fran det férhéllandet att hgerledet 4r

skiljt frdn noll. Om’ hogerledet ir lika med noll (I_ = I,) er-
halles ndmligen ur t ex ekv (4 24) att ' h
Q - J(V -y %) B dY = konstant {invariant) ; : (4.26)

langs C+—karakteristikan, (ifr ekv (4, 8) ).

De simultana partiella differentialekvationerna (4.1) har tva
reella karakteristikor, varfér de bendmnes hyperboliska.
Fikvationer med en reell karakteristika kallas paraboliska

medan ekvationer utan reell karakteristika ir elliptiska.

4,3 - 'Karéktéristikmetodén

I féregaende kapitel har visats att de partiella differential-
.ekvationerna (rérelseekvationerna) enligt ekv (4. 1) har kunnat
dverforas tlll ett system av ordindra differentialekvationer,
Riemann- ekvatmnerna vilka #r satisfierade ldngs vissa kurvor

karakteristikor, i xt-planet. Salunda giller att

Satigfierad ldngs
C+— karakteristikan

dQ o JEA, o dY |
9Q (v ,/g gl - e (1 oL [%] _ V+\/gB_A,- " (4.27a)
+

Satisfierad ldngs
C -karakteristikan

aQ vy gA)B%EY: gA (I-1,) ; [dx] v %

Med hjdlp av dessa ekvationer kan, under vissa férutséttningar

(Io‘If = 0), analytiska 16sningar erhillas inom de omraden av



xt-planet dir nagon av karakteristikorna utgér en rit linje.
Vid de flesta praktiska tillimpningarna &r emellertid si ej
fallet, varfsr ett numeriskt férfarande méste tillampas.

Vidare kan friktionen i allménhet ej férsummas.

1.4t oss fdrutsitta att vi kdnner vattendjupet Y och flédet @
i de tva punkterna 1 och 2 pd x-linjen i fig. 4-3. Fréan punk-
terna 1 och 2 utgdr karakteristikorna C, resp. C_, vilka skir
varandra i punkten 3. Om avstandet Ax mellan punkterna 1
och 2 viljes tillrédckligt litet bor det vara en godtagbar approxi-

mation

Fig., 4-3 Karakteristiskt rutnit vid beridkning med hjdlp
av karakteristikmetoden.

att ersitta de tv8 karakteristikorna med deras fangenter i
punkterna 1 och 2. Den nya punktens (3) koordinater defini-

eras da av sambanden

At = [(%f—{u]l%xg—xl);
(4. 28)
a= [ig) ], U -

och virdena pa @ och Y i denna punkt kan beriknas ur ekva-

37,
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tionssystemet (4.27) med féljande virden avseende punkt 1
insatta i ekv' (4.27a)

dt = At ;

Q- Qy-Q

dY:YS_,Yl; _ (4. 29)
(v-VE) - (v, - i—lﬂ;

gh (I, - T = ghy (I - 1)

och motsvarande virden avseende punkt 2 insatta i ekv (4. 27h).
P& samma sitt berdknas @ och Y i punkterna 6 och 7, dir-
efter i punkterna 8 och 9 och sedan i punkt 10. Om Q och Y
skall kunna berdknas i hela xt-planet erfordras, f&rutom be-
gynnelsevillkoren lings linjen t = 0, &ven ldmpligt formulera-

de randvillkor l4ngs ridnderna x =0, x = 1.

Den ovan skisserade berikningsgingen, karakteristikmetoden,
dr i princip en exakt metod fér 16sning av transportproblem.
S8som i exemplet ovan maiste vi dock i praktiken pa grund av
karakteristikornas krokning inféra vissa approximationer vid
konstruktionen av det karakteristiska rutnitet. Om mera
"exakta' 16sningar Snskas kan t ex det iterativa fdrfarande som

beskrives i fig. 4-4 utnyttjas.

Karakteristisk riktning,
defirierad av for -

W\ hallandena i punkt 2
N, (forsta approximation)

Karakteristisk riktning
definierad av for-
hallande i punkt 3

{andra approximation
av karakteristikan)

Fig. 4-4  Bestimning av karakteristikors skirningspunkt
med hjilp av successiva approximationer.
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Ekv. (4.27a och b) har alltsd en siadan form att de kan 16sas
numeriskt genom en successiv berikning av koordinaterna

(x, t) f6r det karakteristiska rutnitet och motsvarande virden
pa de beroende variablerna (Q, Y). P& grund av de program-
meringstekniska svarigheter som #dr forknippade med denna

"~ procedur dr det dock ovanligt att karakteristikmetoden utnytt-
jas pd det sitt som skisserats i fig 4-3. Ur berikningssyn-
punkt dr det oftast enklare att utnyttja sa kallade finita diffe-
rensschema, se kap 6. Karakteristikmetioden representierar
emellertid i sig sjidlv en differensmetod och maste som sidan
betraktas som den mest optimala, Det &r med denna metod
majligt att férklara "oférklarliga numeriska svirigheter' som
kan uppsta vid berikningar med hjilp av finita differénsmeto—
der, Abbot {1966},

4.4 Definition av subkritiskt och superkritiskt tillstdnd

med hjilp av karakteristiska riktningar

Det framgar av den diskussion som tidigare f&rts att virdena
pd @ och Y inom omradet KPIL i fig 4-5 helt bestdmmes av
fdrhadllandena, dvs virdena pa @Q och Y, lings linjen KL,
eller, vilket &r ekvivalent, férhallandena i punkten P bestdms
av férhillandena lings denna linje. Omradet KPL brukar kal-

las beroendeomradet fr P.

Punkten P:s beroendeomride X Punkten M:s nfluensormride
| )
P
Cs
C. C. Cs

X o= X

K L M

2) b)

Fig. 4-5 Beroendeomrade och influensomrade
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P4 motsvarande sitt inses att karakteristikorna utgdende fran
punkten M i fig, 4-5 utgér yttre grinser fér det omrade, punk-
ten M:s influensomrade, inom vilket férhéllandena i denna punkt

har ndgot inflytande pa 16sningen av differentialekvationerna.

Enligt ekv. (4.27) definieras de karakteristiska riktningarna av

sambanden

C+: [dx]+:V+ gBi’-

dt
(4.30)
Salunda giller att om
V<VgA/B; dvs Fr = v < 1; (4,31)

Vegh /B

kommer férhéllandena i punkten P att vara beroende av férhél-
landena bade uppstréms och nedstréms denna punkt, vi har sub-
kritiskt (sirémmande) {15destillstdnd, fig. 4-6a. En stdrning
kan da fortplantas bade i uppsiréms och nedstréms riktning, ne-

gativ resp positiv x-riktning.

t t

ﬂ\
P P
C, Cc C. cC
X =
a) Subkritiskt flode b) Superkritiskt flode
1 t
P

C. C. c, c.
c. \c.
1 3 X > X

Fr(14~—Fr>1 Fra1 —:-'&—Fr(i

c) Kritiskt djup d) Vattensprang

Fig. 4-6 Karakteristikor svarande mot olika viirden pa
Froudes tal.
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Om Fr>1, kan en stérning enbart fortplantas i nedstréoms rikt-
ning, vilket definierar superkritiskt (strdkande) tillsténd, fig.
4-6b. ' '

I en 6vergangszon mellan subkritiskt och superkritiskt till-
stdnd maste C_-karakteristikan ndgonstans vara parallell med
t-axeln, fig. 4-6c¢. I den sektion, dir detta intrédffar, (kritisk
sektion eller bestimmande sektion), rader ett entydigt samband
mellan V och Y,

-\ BA . S 1. _
v 5 dvs ¥Fr=1; Y Ykrit' (4.32)

ochom Fr>1 8r Y>Y

Om Fr<1 i4r saledes Y< Ykrit krit’

Det framgar av ekv (2. 21a) att vattenytan i en bestidmmande sek-
tion skulle ha en vertikal tangent, vilket dr orimligt. Férklaring-
en ir den att antagandet om gradvis varierande stromning (hydro-
statisk tryckftrdelning) ej &r uppfyllt i ndrheten av en bestéimman-
de sektion. Vid numeriska berikningar vallar dock detta férhal-

lande i allméinhet ej ndgra problem.

D4a flodestillstandet sverglr frén superkritiskt till subkritiskt
tillstdnd erhdlles den situation som skisserats i fig. 4-8d.
Karakteristikor av samma familj, C_, "konvergerar mot en
skirningspunkt, innebirande att vattenstandet kan anta tv& vérden.
Tva zoner med gradvis varierande stréfnning atskiljs av ett s k
vattenspring med icke férsumbara vertikala accelerationer, fig
4-7. De endimensionella rdrelseekvationerna &r ej lédngre gil-

tiga och karakterisfikmetoden kan ej anviéndas.

Rérelseekvationerna giller s8ledes fortfarande savil uppstréms
som nedstréms vattenspranget medan vi {8r sjilva vatténSprﬁnget,
diskontinuiteten, maéaste stidlla upp siirskilda samband som relate-
rar flsden och vattenstand i uppstromssektionen till de i nedstroms-
sektionen, se kap. 4.5.
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L

|

l <y ——
“~— Fr > | |

]
'7//////////////////////!//////////////////Jr//////////////////////////77

Y
S A

Tva lésningar till
differential ekvationerna

|
|
|
S A
|

I}

T T —> X
karakteristik | rorelsemingd- | karakteristik
metod " betraktelse metod

Fig. 4-7 Overgéng fran superkritiskt till subkritiskt
tillstand i vattensprang.

Ftt mot vattenspringet svarande fenomen kan intriffa vid en
snabb och stor vattenféringsdkning., Genom att vAghastighe-
ten ¢ = \/gT/E‘ vixer med vattendjupet kommer C+—karak—
teristikor att konvergera och forma en kurva beskrivande
banan i xt-planet f6r en chockvdg med samma egenskaper som

ett vattensprang, se fig. 4-8 och t ex Henderson (1966).

Som senare kommer att framga erbjuder de numeriska meto-
derna goda mojligheter att approximera diskontinuiteter. Detta
sammanhéinger med att differensekvationerna snarare beskriver

ett diskontinuerligt dn ett kontinuerligt flsde.
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chockvigens bana

23 2 2

Fig, 4-8 Utbildande av chockvag vid snabb vattenféringsékning.

4.5 Begynnelse- bch randvillkor

Fér att vi skall kunna berdkna @ och Y i hela xt-planet krivs

" att vissa villkor &r givna delslings x-axeln (t = 0), dels vid upp-

stroms och nedstréms rand. Av karakteristikmetoden féljer att
antalet villkor méste vara lika med antalet karakteristikor som

har sitt ursprung fran den aktuella randpunkten.

Fran x-axeln utgédr fran varje punkt oberoende av stromnings-
tillstandet tva karakteristikor (en positiv och en negativ) varfér
tva begynnelsevillkor maste ges. Vanligen ges Q och Y, #dven
om andra typer av begynnelsevillkor dr mdjliga.

Vid strommande tillstdnd utgar fran vardera randen en karakteris-
tika, se fig 4-9, varfsor ett villkor, Q eller Y, skall ges vid
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A
Q-=a(t) a-:0ft)
eller C. Subkritiskt C: eller
Y:=Y(t) {strommande] Y=YI(t)
C. tillstand c, 1)
Q-Qit) C. Superkritiskt
h s {strakande) Inget
oc ) + tillstand Tk
YY{t) c villkkor
+
C.
C‘ »
Q-aln Vattensprang Q-alt
och c, eller
Y=Yt SARALY
1}
Initialvillko
ol C. iti r
Y %

Q=0 ¥Y=Yix

Fig. 4-9  Randvillkor vid olika flsdesférhallanden

vardera randen. Om sdlédes Q = Q(t) 4r given vid uppstréoms
rand erhdlles Y ur Riemann-ekvationen lings den mot randen

inkommande C - karakteristikan.

Vid superkritisk stromning utgir tva karakteristikor frén uppstroms
rand och ingen fran nedstréms rand. Saledes skall inget nedstréms-

randvillker ges medan Q och Y skall specificeras vid uppstréms rand.

I en bestimmande sektion ges randvillkoret av det férhallandet at't
C_—karakteristikan dr vertikal, Fr = 1, dvs en entydig relation

Q = Q(Y).

1} eller entydigt samband QR = Q(Y) i bestdmmande sektion



Ibland utnyttjas en avbdrdningskurva i en icke bestdmmande sektion
som randvillkor av det skilet att nigon sektion med anvindbart rand-
villkor ej finns tillgénglig, Detta dr en approximation eftersom fl6-

det ej kan vara en entydig funktion av vattendjupet.

Vattensprang upptrider om det vid uppstréms rand rdder super-
kritiska férhdlianden och vid nedstréms rand subkritiska for-
hallanden, se fig 4-7. Vi maste di ge tva randvillkor vid 6vre
randen och ett villkor vid den nedre. Flodesférhillandena dr
darigenom dock ej verbestdmda, ty vattenspréngets lige 4r fort-
farande obestidmt, vilket gér att vi maste tillskjuta ytterligare
ett villkorligt samband. Detta samband 1) beskriver relationen
mellan de s k korresponderande vattendjupen, dvs vattendjupet
uppstréms resp nedstréms vaitenspranget, se t ex Chow (1959).
F5r en kanal med horisontell botten far detta samband f6ljande
utseende om friktionskrafterna lings den korta stricka som vat-

tenspranget upptrider férsummas,

2

2
pQ pL

= [pYTA + B (4.33)

} uppstroms } nedstrims
dir YT ar den aktuella sektionens tyngdpunktsavstand rdknat
frén vattenytan. Storheten inom klammer benimnes specifik
kraft och utgdr summan av i sektionen verkande statisk tryck-
kraft och genom sektionen per tidsenhet passerande rérelse-

méngd.

De ovan angivna randvillkoren giller cavseit utnyttjad numerisk
berikningsmetod. Avvikelsen fran dessa regler kan medféra

instabila berakningar.

4.6 Sammanfattning

Roérelseekvationerna enligf ekv (4.1) har visats kunna 8ver{ras
till tva ordinira differentialekvationer, Riemann-ekvationerna,
'vilka &r satisfierade lings vissa kurvor, karakteristikor, i

xt-planet. Salunda giller att

1) En rorelsemiéngdbetraktelse med vattenspranget inlagt i en
finit kontrolivolym.
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dr satisfierad liangs CL-

karakteristikan med rikt-

dQ gA dy _
@ - V-V BT eA g - T ie ningen
fuiaing = V4 &2
(&), - v/E
[ 4r satisfierad langs C -
Q (V + _gé) B ayv . A (T - 1) karakteristikan med rikt-
dx _ gA .
y [H“c_] "V -VS

Med utgdngspunkt fran dessa samband kan f6r givna begynnelse-
och randvillkor konstrueras ldsningar Q(x, t} Y(x, t} till rorelse-
ekvationerna med hjédlp av den s k karakteristikmetoden, TUnder

vissa fOrutsdttningar kan dven analytiska 1dsningar erhéllas.

Karakteristikmetoden dr i princip en exakt metod fér 16sning

av stromningsproblem. Det dr med hjilp av denna metod mdaj-
ligt att definiera strémmande och strikande flodestillstnd

samt att diskutera t ex fiddesfronters egenskaper. Av karak-
terisfikmetoden foljer dven randvillkorens korrekta formuiering

vid olika flédestillstand.
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5. KANAL VAGORS ALLMANNA EGENSKAPER
5.1 Inledning

Ur ingenjdrssynpunkt &r det givetvis av stort intresse att kunna
beddma kanalvagors egenskaper i stort, Med kanalvigor skail
da i detta sammanhang {6rstds vattenféringsvariationer i delvis
fylida dagvattenledningar under ett nederbdrdstillfdlle eller i na-

turliga vattendrag till £61jd av regleringsatgidrder,

Vi har tidigare visat ait sma stdrningar vid gradvis varierande

strémning fortplantar sig med hastigheien
c=vf\/gA/B:ed; (5.1)

Storningar som fortplantas med denna hastighet bendmnes dyna-
miska vAgor. For en kanal med rektangulidr sektion och kongtant
bredd erhalles den relativa hastigheten  gY, vilken #r hastig-

heten f8r en transporterande vig pa grunt vatten.

En kanalvig kan givetvis betraktas som sammansatt av minga
smé dynamiska vigor vilket dock ej ger oss nigon direkt moj-
lighet att uppskatta vigens hastighet i stort. Ett ndrmare stu-
dium av de dynamiska vAgorna ger oss emellertid inblick i sjil-
va vagfrontens egenskaper och flddets stabiliteteférhallanden.

Vi skall vidare visa att man vid langsamma vattenfdringsvaria-
tioner kan utnyttja én férenklad analys, den g k kinematiska vag-

teorin.

5.2 Dynamiska vigors tillvixt och dédmpning

LAt oss betrakta en liten positiv vag (t ex genererad. av en vatten-
téringstkning) i en prismatisk kanal med initiellt likformig strém-
ning med normaldjupet Y och motsvarande medelhastighet V..
Véagfronten kommer dé att f4 nedstrémshastigheten c, = Vot \/E]");’,
dir D #r medeldjupet A/B.
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Férhillandena nirmast vagironten beskrives enklast i det rorliga

koordinatsystemet_(g , u)

u-t .2

Frontens lige definieras alltsd av §= 0. Tidsvariabeln har bibe-
h&llits oférindrad men bytts mot u beroende p& att derivatan
8/0t i det gamla koordinatsystemet (x, t) innebér att x-koordina-
ten halls konstant, medan 9/du i det nya systemet ( §, u) inne-

bar att § hélls konstant, vilket &r vad vi dnskar.

Ekv. (5.2) ger f6ljande samband mellan de partiella derivatorna -

i de tva systemen

= . g + . .
E_—r g .r. .B_ .8._. -.5___,.’ |
(5. 3)

5.9 98, 8 du._ L0
5t DF Bt TP vt O Ot T

Rérelseekvationerna uttryckté. i de beroende variablerna V och -

Y och de nya oberoende variablerna ¥ och u far da utseendet 1)
aY oY oV _ . :
E-ﬁ+(cf"V)5?-D-SE—O’ (5-43)
oV N S |

m T (e - V) g—ggz-g(lo—ff), -~ (5.4Db)

Friktionslutningen If kan generellt formuleras (R 4r sektionens

hydrauliska radie)

I, = koett, - V¥ /R™; (5.5)

Om Mannings formel utnyttjas géller att koeff, = Mannings tal,

k=2, m-= 4/3. Under f6rutsittning av att koeff., i ekv (5.5) har
, Yt

ett av Y och V oberocende virde kan L da skrivas (index 'n

betecknar normaldjupsférhillanden)

1)  jfr ekv (2. 6c) sid 8 och ekv (2.16), sid 11.



k m
L= 1_(V/V))" (R /R) - (5. 6)

f

Frontens ldge definieras i det nya koordinatsystemet av punkien
E- 0. Vi fdrutsdtter nuatt V och Y kan beskrivas med hjilp

av en Taylorutveckling i omréadet ndrmast denna punkt. Saledes

{5.7)
2
Y=Y+ gyl + gTygu
diar {motsv. for vy och vz)
5 :[BYJ Loy e aZYJ _
! gE§=0+’ 2 7352 g= 0"
v och y &r funktioner av u men ejavg{ . Fodrsta derivatorna

av V och Y map x och u forutsitts vara diskontinuerliga i
punkten £= 0 och vi betraktar enbart férhdllandena uppstrdms
fronten, § > 0, Vid sjslva fronten erhflles di

5y . )
LB—EJE= ot T yl(u) ’
(5. 8)
Y _ :
hgt_]g-.: N IR

Vagfrontens branthet { -9Y/8x) bestdms s8ledes av vdrdet pd
yi(w) =y,{t), sefig 5-1.

=-{2L
1”)- [°*]§=o

Fig 5-1 Vagfronten férutsdttes kunna beskrivas som
en diskontinuitet i forsta derivatorna av V
och Y map x.

49,
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Vi skall nu studera villkoren for att den dynamiska vagens brant-
het, definierad av yl(t), skall véxa eller avta alltefiersorm vigen
fortplantas nedstrdms. Om brantheten vixer 4r flddet instabilt.

Dimpas didremot gtérningen dr flddet stabilt,

Ins#ttning av ekv (5.7) i ekv (5.4a) ger i punkten £ = 0 dir V=Vn

Y1 (5.9)

Efter derivering av ekv (5.4a och b) m a p E och insétining av
ekv (5.7) erhilles efter diverse ridkningar med hjidlp av ekv (5. 9)
for £=0

dy 1 Dy g2 8k
g "ty a7 %;ﬁ tgy—(Ve - Dyy s (5.10)
dir

dP , m

Ve = (1 - R I } o Frn = Vedernikovs tal
Fr =V, / gD, = Froudes tal
R = A/P diar P = vita perimetern

Om vi nu inf6r beteckningarna

b='g10k (1 -Ve) /2 VvV, (5.11)
1 an
G=bVD [g/(1+5 —3¢) (5.12)

kan ekv (5. 10) kortare skrivas

dy
1 _ b _
TV -G (5.13)

Tillvixten av vagfrontens branthet 4r proportionell mot dy} /dt.
Vi finner da att om Vedernikovs tal Ve > 1, vilket innebdr att

b <0, G< 0, kommer en positiv stdrnings branthet att vixa



utan grdns. Vagfronten tenderar att bli vertikal och bryta. Flédet

ir alltsd instabilt.,

Om Ve< 1 har vi tv8 m&jligheter. For det fall att den initielia
stdrningens branthet, representerad av Yo =¥y (0} &r stdrre &n
det kritiska virdet G givet av ekv (5.12) erhélles aterigen en bry-
tande vag. Om Y o< G kommer diremot vigens branthet att avta
exponentiellt, vilket framgdr efter integrering av ekv (5, 12},

¥ Ge_tb
yl(t) - -0 _Pb;; {5.14)

((_}—yO ) +yoe

Villkoret Ve < 1 ir alltsd ett nddvéindigt men ej tillrdckligt vill-
kor f8r erhdllande av stabil stationdr strdmning. Detta villkor
kan dven formuleras med hjilp av Froudes tal. Fdr en bred rek-
tangul4r kanal (R = Y, P = B) erhdiles med Mannings formel

(k =2, m =4/3 enligt ekv (5.5)} villkoret Fr< 1.5 medan
Chezy ‘s formel (k =2, m = 1) ger villkoret Fr< 2. Detta ana-
lytiska stabilitetsvilikor dr alltsa kdnsligt f6r val av friktions-

formel.

Fn mera generell formulering av Vedernikovs tal, vilken kan -

hirledas ur definitionen i ekv (5. 10), &r

Ve :W—;' (5.1?)

L

dir dw = V gB/A - dY, se Escoffier och Boyd (1962).

Den genomidrda analysen har visat att {6r virden pa Ve >1
vixer stérningens branthet oavsett dess initiella storlek., Om
kanalen #r tillréckligt 18ng erhilles en brytande vigfront. En
approximativ uppskattning av den kanalldngd som erfordrasg fér
att en brytande front skall utbildas kan erhdllas ur ekv (5. 14)
genom att sétta ndmnaren i hﬁgra ledet lika med noll. F&r en
rektangulir kanal erhdlles med utnyttjande av Mannings for-

mel och med €= y_ /(yo - G)
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Vn + VgDn

Thrott tbr‘ott (Vn T gDn) ) b ne =
2 2
=(H 3 Ve _Vn Ing - (5.16)
(1 - Ve) gT_ >

vilket samband Overensstimmer med det som redovisas av
Montuori (1963).. x
mot 1/(Ve-1).

brott AT séledes i huvudsak proportionell

12
@ LU, o
%x Flode med roll ~waves
E g *— o Flode utan roll-waves _|
g" 6 X
o #
= . K %
£ X X
L e
X p
2 ?:ue Mm X )
g L °o¢e a b
rd L 'S ] [
0
0 8 16 24 32 40 48 56 54
g'io
V2 "X brott
n

Fig 5-2 Bildandet av roll-waves. i brant kanal (Ve > 1) vid
© stationdrt tillfléde.

Erforderlig flytstréicka Xy rott f6r utbildandet av
roll-waves enligt experimentella resultat samman-
stdllda av Montuori (1963). Den teoretiska grins-
kurvan &r ekv (5.16) med € = 1074



Hirledningen av Vedernikovs stabilitetskriterium férutsétter sma
stdrningar. Siadana stdrningar forekommer alltid, &ven vid statio-
nir strémning, och leder vid branta kanaler, fér vilka Ve > 1, till
bildandet av viixande vagor, s k roll-waves, se fig 5-2. Vid dimen-
sionering av branta kanaler kan utbildandet av sddana vagor med-
féra behov av stdrre kanaldjup {6r att spill skall undvikas, se t ex
Brock (1969). I fig 5-2 redovisas dven en av Montuori (1963) utférd
sammanstiilning av observationer rorande utbhildandet av roll-waves.
Grinskurvan ekv (5. 16) atskiljer vil fléden med och utan roll-waves

4

om € sittes till 107 . ir dock endast en svag funktion av € .

Eprott

1 de hir aktuella praktiska tilldmpningarna &r varken villkoret om
stationdr likformig stréomning eller villkoret om smaé stérningar
uppfyllt. JoUy och Yevjevich (1974) har emellertid med hjdlp av nu-
meriska experiment {datorberikningar baserade pa karakferistik-
metod med specificerade intervall) studerat mdgjligheten att utnyttja
Vedernikovs kriterium fér gradvis varierande strémning i en rek-
tanguldr kanal. P3 basis av resultaten fran berikningar avseende

positiva vagor (vaittenféringsvariationer) drog de f5ljande slutsaiser:
- nar Ve < 1 §ver hela vagprofilen, dédmpas vagen

- nar Ve < 1 {r vagprofilens dvre del (vigtoppen) och Ve > 1 fér

dess nedre del, dimpas vagen

- nér Ve > 1 éver hela vigprofilen, vixer vighdjden och végfron-

tens branthet

Det f6r likformig stromning hidrledda stabilitetsvillkoret skulle
sdledes kunna utnyttjas #ven for beddmning av om en vig kommer
att viixa och efter en viss flyistricka fa en brytande front eller om

den kommer att dimpas nér den fortskrider lings kanalen.

De av Jolly och Yevjevich fér Ve > 1 beriknade {lsdesférloppen
kan givetvis endast vara giltiga s8 linge som vAgfronten ej bry-
ter. Allteftersom frontens branthet kar, vixer de vertikala acce-
lerationerna {6r att s8 sméningom ej lingre vara férsumbara, var-

vid de f6r gradvis varierande sirémning uppstillda differentialek-
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2.0 1 £,
. “Fry Vep
_ 45 133
R - aaiitll ul Fl‘b ,VEp
| 1.0 4g= 30 096

1 4 + } '. i fot
0 200 400 o0 g0 - Avstand i fo

Ym = maximalt uppmétt vattendjup ldngs kanalen

Yb = basflédesdjup

Yp - = maximalt vattendjup i inflédessektionen

Frb = Froudes tal for basflodet

Vep = Vedernikovs tal Ve fér vagtoppen i inflodessektionen
Fig. 5-3  Exempel pi av Jolly och Yevjevich (1974) redovisade

berikningsresultat

vationerna ej lingre ir giltiga. Den numeriska berikningsmetoden
behéver diarfér visserligen ej ge orimliga resultat, men den kan ej
ge en fullstindigt korrekt bild av frontens utseende, Vi kommer
emellertid att i f6ljande avenitt utnyttja Jolly och Yevjevich slut-
satser f8r att diskutera den eventuella férekomsten av vixande
vigor och av brytande vagfronter i vattendrag och dagvattenled-

ningar.

5.3 Forekomst av viixande vigor och brytande vagfronter

i reglerade vattendrag och dagvattenledningar.

I reglerade vattendrag rader nistan undantagsldst strémmande

tillstdnd (Fr < 1) varfér Vedernikov-instabilitet ej 4r aktuell,
Flodesvagorna kommer darfor att successivt dimpas och flackas
ut allteftersom de fortskrider lings vattendraget. Diremot kan
vattenféringsvariationerna vid padrag av turbinerna i kraftverken
vara s hiftiga (av storleksordningen 1000 m3/s pa mindre #n

30 sekunder) att det kritiska viirdet G pa vattennivdns stighastig-
het enligt ekv (5.11) kan komma att éverskridas. Hirvid kan €én
brytande front erhéllas men knappast ndgon vixande vig. Vid be-
rikningen av hégsta och ligsta vattenstand i samband med kort-
tidsreglering &r emellertid en exakt dtergivning av dessa fronters

utseende av ringa praktisk betydelse. Genom speciell numerisk



teknik kan en approximativ simulering géras av frontens fortplant-

ning, se kap 7.6,

Vid strémning i ledning med cirkuldr sektion kan, under forutsitt-

ning av att Mannings tal antas konstant f6r alla djup, Vedernikovs

tal skrivas

Ve= 2ppSine-¢coseg, (5.17)
377 ¢(1 -cose)

dir ¢ #r den mot vattendjupet svarande centrumvinkeln (¢ = 27

vid helt fylld sektion). Antagandet om konstant Mannings tal svarar

mot den i fig 5-4 angivna s k delfyllnadskurvan Q/qu11 for lik-
formig strémning, qull dr avbdrdningskapaciteten vid n#tt och

jamnt fylld ledning.

Y/d
10
0.8+
as L OFULL ARULLxRFULZ
04+
0.2+ v r2/3
1 veuL  rFuLdR
- Q/aFuLL,
0 02 04 06 08 10 12 VIVFULL

Fig 5-4 Samband mellan relativ fyllnadshsjd Y /d och
relativt flsde Q/Qpy;] resp relativ hastighet
V/Ve1 vid likformig strémning i cirkular
sektion med diametern d. Mannings tal har
férutsatts vara konstant och oberoende av
vattendjupet.

De mot kurvorna f6r neutral stabilitet, Ve= 1, svarande grins-
kurvorna har i fig 5-5 inlagts som funktion av Froudes tal, Nir
Y /d gir mot vardet 0. 82 vixer det kritiska virdet pa Fr obegrin-
sat. Virdet ¥ /d = 0.82 svarar mot den fyllnadsgrad da flsdes-

hastigheten har sitt maximum.
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10 Instabilitet |dngs
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Fig 6-5 Stabilitetsférhallanden enligt Vedermkovs kriterium.
Fr &r det mot Y/d svarande virdet pa Froudes tal.

Fér Y/d >0.82 dr dV/dY < 0 och saledes Ve<O0. En stabili-
tetsanalys genomférd lings C_-karakteristikan dx/dt = V- @ﬁ,
leder di till stabilitetsvillkoret Ve<-1, Fysikaliskt kan denna
instabilitet tolkas sd att vi pd baksidan av en positiv vig kan erhil-
la en vidxande branthet. Denna instabilitet, som é&r begrénsad till
sjalva vigtoppen, bdr dock ej ha nigon signifikant betydelse for |
flsdesvagen som helhet. '

Dagvattenledningar ligger ofta i s& branta lutriingar att superkri-
tiska forhadllanden erhalles. Stdrre samlingsledningar torde dock
i allminhet ej ligga i s& stora lutningar att s& hdga Froudes tal
som Fr = 2 uppnis, se ﬁ‘g 5-6. ILedningar av mindre dimension

har diremot ofta mycket stora lutningar.

For vigor med ''vaghtjder' stérre &n Y /d = 0.6 krivs mycket
stora 1edn1ngslutn1ngar for att villkoret Ve >1 &ver hela vag-
profilen skall vara uppfyllt (I =>"10 /oo f6r en ledning med dia-
metern 1000 mm). Allteftersom vaghsjden vixer avtar virdet
p& Vedernikovs tal f6r att 4 smaningom bli mindre &n 1.0, var-
vid vigens tillvixt avstannar. N&gon obegrinsad tillvixt av vag-

hjden bér darfor ej vara mojlig,
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Fig 5-6 Samband Froudes tal Fr - relativ fyllnadsgrad Y /d
vid likformig strémning 1 delvis fylld cirkulédr sektion
med diametern d. Qg1 har berdknats med utgéngs-
punkt frén ekvivalenta Sandraheten 1 mm och lednings-
lutningen 4 ggr de i svenska normer rekommenderade
minimiiutningarna m a p sjidlvrensning.

(1) :d = 225 mm 1=18 O/oo Qey = 65 1/s

(2) :d= 500 mm 1= 8 %00 Q= 3601/s
o

(3) : d = 1000 mm 1= 4 /oo Qpyqy = 1560 1/s

Bryfande vagfronter kan d&ven erhallas pd grund av hiftig till-
rinning. Detta {6rhadilande illustreras av det experimentella re-
sultat som redovisas i fig 5-7, Forsokef har utférts i ett 85 m
18ngt plastrdor med diametern d =0,105 m, lutningen 5 - 107 och
kapaciteten Qg ., = 6.31/s. Fliodet var vid tiden t = 0 stationdrt
och lika med 0.7 1/s. Déirefter skade flédet i huvudsak linjart till
6.11/s pa 35 sekunder varefter det avtog linjart {or att efter yiter-

ligare 35 sekunder dter vara stationirt och lika med 0.7 1/s.

Figuren illusirerar hur flédesvigens branthet vixer intill dess

att den ca 70 m frédn inloppspunkten fir en ''vertikal'' front. Vi-
dare framgar att vdgens tillvaxttakt { 9Y/98t) i mitpunkten x = 5 m
ir av samma siorleksordning som den kritiska tillvixitakt Cp G
som ges av ekv (5,12) f&r vattendjupen 2.4 resp 5.0 em. Froudes
tal varierade under flddesférloppet i intervallet 1. 0<Fr <1.15,
dvs Ve< 0.5.
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Vattendjup
iem
A Cyag =094 mis
&1 , Cyviig =100 m/s .
61 Kritisk titl- 1
vaxttakt _J
€ G — o~
el e
5 ~ - - el
T
e — -
2 Ctront = DB5m/s | Miatpunkt x=50rm
Cirony = 084 m/s ‘J — ——Matpunki  x252.0m
AL AR Matpunkt x=75.5m
4] + + + 4 + + +
0 20 40 60 80 ’ 100 120 Tid i sekunder
Fig 5-7 Laboratoriefdrsok CTH. 1 plastrér med diametern

10,

5 cm registrerade vattendjup pa olika avstdnd

x fran inloppspunkten vid en i huvudsak triangulir
tillflsdeshydrograf med basflédet 0,7 1/s, topp-
flsdet 6.1 1/s och varaktigheten 70 sekunder,

Fsr att en uppfaitning skulle erhallas om det redovisade modell-

£il1fldets praktiska motsvarighet har i tabell 5-1 detta 6verfrts

med hjilp av Froudes modellregel { Fr

modell Frprototyp) till

tre prototypledningar med samma lutning och friktionsegenska-

per som den experimentella ledningen.

d Q Q ' Q Varaktig- Vertikal
full topp bas het vagfront
{(mm) (1/s) (1/s) (1/s (s) efter
(m)
1056 6,3 g§.1 0.7 70 70
225 42 41 - b 102 150
500 312 302 35 153 330
1000 1763 1707 196 216 670
Tabell 5-1 Enligt Froudes modellregel beriknade infiédes-

hydrografer f6r ledningar med diametern 225,
50(9 resp 1000 mm. Ledningarnas lutning ar
5 ~ /oo och ekvivalenta sandriheten 0.1 mm.



De uppskattade ''prototyphydrograferna’ &r mycket branta men
kan likvil tdnkas férekomma i sarnband med exceptionella regn.
Det dr dock, utan omfatiande modellstudier med olika kombinatio-
ner av basfldden och hydrografer, omdjligt att uppskatta frekven-
sen av sadana {lodesfdriopp som det som redovisats 1 fig 5-7.

vid sma basfloden fir man dock alltid rikna med att en vertikal
flsdes{ront utbildas.

h.4 Kinematisk vagteori

Med rérelseméngdekvaﬁonen skriven pa f_ormeﬁ, ifr ekv (2. 16},

[ .y . 8Y _ Vv 12V )
{7 % % " %x g ot (5.18)

framgar at{, om de termer i higerledet som beaktar flodets och

vattendjupets variation i tid och rum, de g k sekundédra gradient-

termerna, dr férsumbara jimférda med bottenlutningen IO 1), kan
ekvationen approximeras med sambandet
IL.=1 _ (5.19)

innebirande ati @ kan beriknas som {&r likformig stréomning.

Med t ex Mannings formel kan rérelseekvationerna da skrivas

0Q Y _
7% "B 0

2/3  1/2

o (5.20b)

Q=M-A-R
Eftersom Q &r en entydig funktion av vattendjupet (vi férutsitter

att-M-virdei e] beror av Q) kan kontinuitetsekvationen formuleras

1dQ oY , 9Y _ . '
T??HY"?KJrET 0 | E {5.21)

Vi noterar vidare att det definitionsmissigt giller att

dy _ 9Y dx  9Y | _ :
T ok @ ter (5.22)

En jimfdrelse mellan de tva sista sambanden visar att fér

1)  Vattendrag med tdmligen stor lutning och relativt
langsamma vattenféringsvariationer { ''flack' vag).

; ‘ (5.20a)
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ay _, |
dx _ 1 dQ a {5.23
T B dy TldQ ., . -23)
x® 0

Detta innebdr att Q och Y synes ha konstanta virden f6r en ob-
servatdr som forflyttar sig med hastigheten dx/dt = (dQ/dY)}/B,
vilket #r definitionen pd en sann odiampad vagrorelse, Denna vag-
rérelse, definierad av ekvationssystemet (5.20), benimnes ''kine-
matisk vag', Lighthill och Whitham (1955).

Varje punkt pd vigprofilen férflyttar sig sdledes med den mot det
aktuella djupet svarande kinematiska hastigheten

o dRTE W | (5. 24)

vilken vixer med vattendjupet om Q &4r en vixande funktion av A.

AB =An B:

> X

Fig. 5-8 Formindring hos "kinematisk vag'. Végprofilen vid
tidpunkterna ty och t0+At.

Den 'kinematiska vigens' framsida kommer dirfér att bli successivt

brantare allteftersom den rér sig nedstroms vattendraget. 1)

Vagen
kommer att &4ndra form men den bibehdller sitt maximidjup och
maximifldde, se fig 5-8. Den kinematiska teorin beaktar siledes
ej forhallandena nedstréms om vigen. Ekvationssystemet (5. 20)
definierar endast en karakteristika, dx/dt = ¢ varfor "informa-
tion' ej kan transporteras i uppstréms riktning. Teorin kan dir-
fé6r ej utnyttjas ndr nedstréms randvillkor signifikant paverkar

flsdesforloppet.

1) Jifr dven kap 5. 6, fig 5-11.
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Om vi infér Vedernikovs tal Ve, definierat av ekv (5.15), kan

den kinematiska vighastigheten ¢, skrivas

1dQ _ o, A 4V _ oA .
Ck*B-aﬂ-T— V+B—a.? V + B Ve ; . (5.25)

medan den dynamiska vighastigheten &r

cd'_—'V+\/gA/B; (5.26)

S&lunda finner vi att den kinematiska vaghastigheten 4r mindre &n
eller 1ika med den dynamiska vdghastigheten om Ve < 1. Det tidi-
gare hirledda villkoret Ve < 1 for ett flodes stabilitet kan saledes

tolkas s& att flodet dr stabilt om ¢ < Cgr

Av ekv (5.25) framgir att den kinematiska vidghastigheten &r stérre
an flsdets medelhastighet om dV/dY>0. F6r en bred rektangular
kanal erhilles enligt Mannings formel

dVv d

_ _ 2/3
ck—V+Y H—Y-~V+YH?(MY

L 1/2

5
o V=3V (5.27)

(Chezy"s formel ger ¢ = 3V/2)
Den kinematiska vaghastigheten vixer siledes med vattendjupet.

Detta dr emellertid inte fallet vid strémning i en ledning med

cirkulidr sektion, varfér detta fall tas upp speciellt i kap 5. 6.

Eftersom de sekundfra gradienttermerna aldrig 4r helt f(‘jr"surnbara
kan en kinematisk beskrivning av en vig ej bli helt exakt utan vi kom-
mer hela tiden att ha en 'tdvlan'' mellan vigens kinematiska och dyna-

miska egenskaper, '1_) Utnyttjandet av den kinematiska teorin innebér

s8ledes alltid en stérre eller mindre grad av approximation.

Om Ve<1 (Fr<1.5 a 2,0 f6r en rektangulér kanal), ett vill-
kor vilket normalt &r uppfyllt i naturliga vattendrag, ir alltsi

den kinematiska vighastigheten mindre &n den dynamiska vag-
hastigheten och de dynamiska vigorna kommer att fungera som
fsreldpare till huvudvigen. Vi har emellertid tidigare visat att
dynamiska vagor aviar exponentiellt om den initiella brantheten
underskrider vardet G, givet av ekv (5.12). En flack v8g kommer
darfdr trots allt att uppvisa kinematisk karaktér,

1) kinematisk uppbrantning resp dynamisk utflackning.
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For att undergdka vilka villkor som 4r forknippade med den kine-
matiska teorins férutsitiningar studerar vi en positiv vag i en ka-
nal med rektanguldr prismatisk sektion.med bredden B. Vi foérut-

sitter da att vagen i huvudsak har kinematisk karaktdr, dvs att

dQ _2Q , . 9Q_
X = c =0 ; dY_ 8Y oY _ .
e 9t ko a0
(5.28)
-m-B-v2/3. 1 1/2, _ 149
Q=M-B- YLy °c T B AV

Vi finner di med hjédlp av kontinuitetsekvationen, ekv (5.20a), att

9 0Q
Y 25 ot
I =- : {5.29
%/ Lo Q5 3 35 51 )
Vov,9Y_2 .2 1 8V, 9Y_ 10 . 2,
g/ T3 gt/ g e (5.30)

dir Fr &r Froudes tal. De tvé sista gradienttermerna &r s8ledes

ej av stérre storieksordning &n 9Y/8x, sévida inte Fre > 1.

Forhéllandet (9Y/ox) /IO' beror av dels bottenlutningen 1., dels
av f1ddets variation med tiden, -89Q/8t. L&t oss forutsiitia ett vatten-
drag med bredden 200 m, flddet 200 mgl/s och bottenlutningen Io =
1077, Om vi vidare sidtter M =30 (Y= 2 m, Fr =0,1) och kridver
att 8Y/8x<0. LI f6r att de sekundira gradientiermerna skall kun-
na anses vara fé6rsumbara, finner vi efter inséttning i ekv (5,29)

att vattenféringsdkningen ej skulle f& vara stdrre &n ca 9.5 m? /s
och timma for att en vdg med kinematiska egenskaper skall erhalias.

Det kriterium vi hdr utnyttjat krdver siledes en ldngsam flddesdkning.

En av Henderson (1963, 1966) genomférd analys av flacka kanalvégors
ddmpning och hastighet visade att vagtoppens hastighet endast obetyd-
ligt avvek fran den kinematiska. Aven vdghdjdens ddmpning visade
sig vara liten for flacka vagor. Det 4r dock omdjligt att sitta ett ge-
nerellt kriterium f6r vad som é4r férsumbar dimpning eller ej, Detta
bestims a\; de praktiska konsekvenserna i.det aktuella fallet. Enligt
Chow (1961) och Henderson (1966)“tyder utférda observationer i natur-

liga oreglerade vattendrag pa att flodvagornas hastighet ofta vil app-

roximeras av den kinematiska hastigheten.
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De flesta stdrre svenska vattendrag dr reglerade och avtrappade
genom vattenkraftutbyggnader. Vattenféringsvariationerna beror
da nistan helt av tappningarna vid kraftverken. Tappningséndring-
arna ér ofta stora och snabba och lutningarna flacka varfér villko-
ret f6r erhallande av kinematiska vagor ej &r uppfylit. Den kine-
matiska teorin dr ju dessutom endast tillZmpbar i de fall da flo-
desférioppet dr oberoende av nedstrdms randvillkor, vilket ej

ir fallet i ett reglerat vattendrag.

}

5.5 Branta flddesfronters hastighet. Monoklin vig.

Fig 5-9a avses askadliggdra en brant flédesfront genererad av-en
plotslig - f1odesdkning - Q, - Qq it ex en kraftstations avloppskanal.
Fronten ror sig med hastigheten cp > V2 >'V1‘ och kommer bl a
genom frikiionskrafternas inverkan att dndra utseende alliefiersom
den foriplantas ldngs kanalen. Om kanalen e] 4r alltfor lang kan vi
férsumma denna foréndring och betrakta fronten som en likformigt

foriskridande vag. Genom sektionerna 1 och 2, vilka forutséttas

!

!
|
!

|
R tvttrivesss PGy
///////////////////)77;
. . 1 _ i
a) Brant flédesfront b} Monoklin vagprofil:
o 27 Y17 Yierit
A
c e 2”@
6 A2 A
S SRS ES
Ay Ay
¢) Monoklin vagprofil: d) Berikning av monoklin

. végs hastighet
ERCTaR TR §1

Fig 5-9  Olika typer av végfronter. Y, .. 4&r det mot .

fiodet Q_ (overrun) svarande kritiska djupet.
. - r . ‘ : R S .
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rora sig med frontens hastighet, passerar da det stationdra flddet
Q, = (cp-V)A, = (cp-Vy)A,, vilket i engelsk text bendmnes "overrun'',
Frontens hastighet kan sdledes skrivas

Vohp - Vih -9

' 2
c. = = L (5.31)
f A, - A A, A

Den genom fronten per tidsenhe{ passerande massan ,c:»(cf~V2)A2
erhaller hastighetsékningen V2—V1, Rorelseméngdtillskotief per
tidgsenhet 4r saledes p(cf-Vz)Az(V2~V1). Enligt Newtons andra lag,
se kap 2.3, balanseras detta tillskott av den pa den aktuella massan
verkande resulterande kraften. Om vi forutsétter att friktionskraften
balanseras av tyngkrafiens komponent parallellt bottnen utgéres den
resulterande kraften av skillnaden mellan de hydrostatiska tryckkraf-

terna i sektion 2 och sektion 1, Séaledes

dar Sr'l och sz dr areornas A, och A, tyngdpunktsavsténd réknat

fran vattenytan. Eliminering av V, med hjilp av ekv (5.31) ger

g(A¥, - AF,)
+\/ 292 171 (5.33)

som vid rektanguldr sektion reduceras till cy = Vl(f) \/_gY2(1+Y2 /Yl)/z'.

Vagfronter med liten hojd (Y, /Y1 = 1} fortplantas alltsd med en has-
tidhet motsvarande den dynamiska hastigheten, ekv (5.26).

Monoklin vag:

Allteftersom en flddesfront genererad av en vattenfdringsdkning fort-
plantas lédngs en kanal kommer dess 'profil att fordndras. Om kana-
len &r tillrdckligt lang kan emellertid en i huvudsak likformigt fort-

skridande vagprofil uppnds. En sidan vag benamnes monoklin vig.

Den utgdr ett asymptotiskt gréinstillstdnd vid vilket jimvikt erhéil-
lits mellan den dynamiska utflackningen och den kinematiska upp-

brantningen.

Man kan visa att védgprofilen satisfierar ekvationen (om en bred

kanal med konstant bredd B.och om If beridlmas enligt Chezy s formel) 2)

1} Fér givna viarden pd Q2 Q1 och Al kan Cy och A beraknas
genom passning ur ekv (5. 33) och sambandet Ce % A -A )

2) se vidare Chow (1959) eller Lighthill och Whitham (1955).
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(Y-Y,) (Y,-Y) (Y-Y,)

dy .
& Ty 3 (5.34)
o krit
w3 2 2 . ' 2
dar Y .. = Q,./gB" och Y, = Y, [(1+ \/YE/Yz) . Om Y, >Y,> Y, .

erhdlles siledes en gradvis varierande profil som asymptotiskt anslu-
ter sig till normaldjupen Yl resp. Y2. Vigfronten far mycket stor
lingd och kan endast utbildas i mycket 1dnga kanaler, fig 5-9b.

Om Y,> Y, ..> Y, foljer av ekv (5.34) att den teoretiska vagpro-
filen antar ett fysikaliskt orimligt utseende och att den &r vertikal

for ¥ = Ykrit.
~utbildas vid vdgens nedstrémsédnde, fig 5-9c.

I sjdlva verket kommer en brant, turbulent front att
1)

Eftersom flédet d4r likformigt bade framidr och bakom fronten kan
man med hjilp av t ex Mannings formel berikna den monoklina
vagens hastighet direkt ur ekv (5.31), vilken formulerats under an-

tagande av en likformigt foriskridande vagprofil, se fig 5-9d.

Vid inte ailtfdr stora vaghdjder Y,-Y, kan den monoklina vagens
hagtighet approximeras med den mot medelvatiendjupet Ym=(Y1+Y2)/2
gvarande kinematiska hastigheten,

= [g%]m = Cym (5.36)

Det ovan genomférda resonemanget kan dven appliceras pd en "tri-
anguldr’' vag (en vag didr flddet efter viss tid sjunker tillbaka till
utgangsvirdet), dven om det f6r en sddan vag ej dr mdojligt att de-
finierad nagot stabilt asymptotiskt grinstillstdnd. Om Ve < 1 kom-
mer en frianguléir vag forr eller senare alltid att ddmpas och flackas
ut &ven om sjdlva fronten kan tillviixa-i branthet, jfr fig 5-7. Efter-
hand som véghijjdeﬁ dimpasg kommer de sekundira gradienttermer-
nas inverkan att minska i omr8det kring vagtoppen och v&gens "'fram-

sida' kommer att f& karaktiren av monoklin vig. Vé#gtoppens has-

1)  Man kan visa att vattendjupet Yf alldeles uppstrtms den

branta fronten dr stdrre dn Y En E:';kning av Y

krit’ krit
medfdr en Skning av Yf. Innan Yf blir lika med Y2 over-
skrider emellertid Froudes tal virdet 2 (Ve >1)} varfor f16-

det blir instabilt. ILighthill och Whitham (1955).
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tighet kan da approximativt'uppskattas enligt den kinematiska

teorin och vagfrontens enligt den monoklina vagens fdrutséttningar.

5.6 Kinematiska vigor i delvis fylld cirkulér sektion

F'ordelen med den kinematiska teorin &4r att den ger ekvationer som
har en enkel analytisk 16sning, ekv {5.23). Man har dirfér disku-
terat att anvdnda denna teori vid berdkning av f18desfOrlopp i dag-
vattenledningar. S&dana ledningar ldgges ofta i branta lutningar
och flodesforioppet &r relativt oberoende av nedstrdmsférhillan-
dena. Forutsédttningarna for den kinematiska teorin skulle ddrfor

kunna vara uppfyllda, i varje fall vid inte alltfér héftiga tillfldden.

Y/d-082

4
u

-05 0 05 10 Cy/Viun 15

Fig 5-10 Relativ kinematisk vaghastighet ¢} /Vyy)y vid strém-
ning i ledning med delvis fylld cirkuldr sektion under
foérutsditning av konstant Mannings tal.

I ett naturligt vattendrag dkar den kinematiska vighastigheten L
med vattendjupet. Vid strémning i ledning med cirkulér sektion
avtar ddremot ¢, f8r viirden pd relativa fyllnadshdjden Y/d> 0.6,
se fig 5-10. Den kinematiska teorin ger en vixande branthet dels
pa vagens framsida inom djupintervallet 0< Y/d< 0.6, dels pa
vagens baksida fér Y/d>0.6. Om ledningen &r tillrickligt 1ang

skulle sdledes ett okritigskt utnyttjande av den kinematiska ansat-



sen kunna ge det i fig 5-11 skisserade fysikaliskt sett orimliga for-
loppet. Hinsyn méiste givetvis tas till det f6rh&llandet att det utbil-
das vertikala fronter. Forfarandet blir helt analogt med det som
redovisats i fig 4-8 {6r en snabb vattenféringstkning, varfér man
blir tvungen att i xt-planet konstruera envelopkurvan till karakte-
ristikornas skdrningspunkter (chockvigens bana). Aven om detta
dr i princip méjligt att genomfdra maste den analytiska 16sningen

enligt den kinematiska feorin beddmas som praktiskt n:mrwéindbar.1

Det bdr dock tilldiggas att flera numeriska berdkningsmetoder utgar
fran den kinematiska ansatsen, t ex RRL—.metoden, se kap 9.6,
I'srklaringen till att dessa metoder trots allt ger rimliga resul-

tat dr att den utnyttjade numeriska tekniken infér sddana approxi-
mationer att en artificiell dimpning erhilles av flodesvigen. Be-
rdkningsresultatet verensstdmmer séledes ej med forutsittningen
om en odidmpad vag.

Vagprofil vid tidpunklen

QfQpgn
A

to to* At

104

0sd

06 1

04 4

024

0

> X

Fig 5-11 Med hjdlp av kinematisk vagteori berdknad fl6des-
profil (fysikaliskt orimlig) vid tidpunkten ty+At.
Cirkuldr sektion med diametern d.

Allteftersom vagtoppen didmpas och flackas ut vixer mdjlig-

heten att uppskatta dess hastighet med hjélp av den kinematiska
vagteorin. Att sd Ar fallet dven vid strdémning i cirkulédr sek-
tion framgir av de i fig 5-7 och fig 5-12 redovisade vaghastig-
heterna for tv8 uppmitta fiddesfdérlopp. (Med vagtoppen avses det

maximalt erhdllna vattendjupet i sektionen ifraga. Det maximala f16-

1) Detta giller givetvis dven fér flédesfdrlopp i kanaler
och naturliga vattendrag. :
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det i en given sektion intréffar normalt tidigare 4n det maximala
vattendjupet. Se vidare Henderson (1966) ). For vattendjupen 4,
6 och 8 cm uppgér den kinematiska hastigheten i det aktuella fal-
let tiil 0.88, 1.00 resp 0.92m /s, 1) vilka vdl rimmmar med de upp-
mitta medelvighastigheterna f6rutom d4 vagtoppens héjd idr stérre
4n ca 7 em. VAghastigheten dr d& stérre #n den kinematiska has-
tigheten vid dessa nivder. En rimlig uppskattning av vagtoppens
hastighet kan dd erhdllas med utgdngspunkt frin den kinematiska
hastighetens maximivirde f6r Y/d = 0.60, enligt den prickade
vertikala linjen i fig 5-10. Den mot basflédet 0.7 1/s svarande
dynamiska vaghastigheten uppgér till 0. 88 m/s vilken vil épproxi-

merar vagfronternas hastighet,

Enligt Ackers och Harrison (1964) visar d4ven resultaten frén deras
experimentella undersékningar avseende vagors dimpning i delvis
fylld cirkuldr sektion att den kinematiska hastigheten ofta vl app-
2)

roximerar vagtoppens hastighet.’ Undersdkningen omfattade inlopps-

hydrografer av varierande branthet i en ledning med diametern

10.5 cm och lutningar i intervallet 2-1072 - 1075,
Vattendjup
i em Cyig=10im/s
¢ Cyig=107m/s
8§

Matpkt x=50m
— e Matpkt x=52.0m
......... Matpkt x=755m

] e e T e
2 1 Ciront 0.83rn/s
| :

Ctront =0.80m/s

Tid i sekunder

0 60 120 180 %0 300

Fig 5-12 Laboratorieférsék CTH, I plastrér med diametern
10.5 cm registrerade vattenstind pé olika avsténd
x fran inloppspunkten vid en i huvudsak trianguldr
tillflédeshydrograf med basflédet 0.7 /s, topp-
flodet 6.1 1/s och varaktigheten 264 sekunder.
I,=510°3. 1.0<Fr<1.15, Ve<0.5.

1) Motsvarande dynamiska vighastigheter &r 1.18, 1.46 resp 1.70 m/s.

2)

Eftersom vagens ddmpning 4r okind och Cp = Ck(Y) kan v8gtoppens
hastighet uppskattas endast 6ver kortare flytstrickor.



5.7 Sammanfattning

I detta kapitel har diskuterats kanalvagors stabilitetsegenskaper och
méjligheten att med utgéngspunkt frén en férenklad teoretisk ansats

(kinematisk teori) uppskatta vdgornas hastighet.

- For virden p.ﬁ Vedernikovs tal Ve > 1 &r flédet instabilt, dvs en
genererad stdrning ddmpas ej utan tillvixer i h&jd och branthet oav-
sett dess initiella storlek allteftersom vigen fortplantas nedstréms
vattendraget. Villkoret Ve > 1 motsvarar f6r en bred kanal Vill—
koret Fr>1.5 & 2,0 och leder vid branta kanaler, f6r vilka Ve > 1,
till bildandet av viaxande Vﬁgor, s k roll-waves, dven vid stationirt

tillflsde, .

Det hirledda stabilitetsvillkoret kan #ven utnyttjas for beddmning
‘av om en vag kommer att vixa eller dimpas nér den fortskrider
lings kanalen.. Nidr Ve > 1 &ver hela vigprofilen erhdlles silunda
en successiv tillvixt av vagens héjd och branthet. Om kanalen dr
tillrackligt 1dng kan en brytande vigfront erhillas, Brylande vig-
fronter kan &ven erhfllas vid snabba och stora flédesdkningar oak-
tat Ve< 1.

Den kinematiska vagteorin forutsitier att flédet Q 4r en entydig
funktion av vattendjupet Y, dvs att @ kan berdknas sow for lik-
formig strémning. Denna ansats leder till en végrdrelse som bi-
behiller gitt maximidjup och maximifldde och dér varje punkt pa
vagprofilen f6rflyttar sig med den mot det aktuella Vatteri.djupet

svarande kinematiska hastigheten Cp = dQ/dA.

Den kinematiska teorin kan utnyttjas f6r beddmning av vagtoppens
hastighet 1 kanaler och 1edningair med tdmligen stor lutning och

ej alltfér snabba flédesvariationer.

I en tillrdckligt l1ang kanal kan en likformigt fortskridande vag-
front uppnds. En sfdan vigfront bendmnes monoklin vag och den
utgdr alltsd ett asymptotiskt grinstillstidnd, till vilket en av en

vattenféringsdkning genererad vagfront sa smianingom anpassar sig.
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6. NUMERISK LOSNING AV RORELSEEKVATIONERNA

6.1 Inledning

Det har som tidigare framgétt ej varit mdjligt att finna analytiska
. 1osningar till rérelseekvationerna som med tillricklig noggrann-
het beskriver flédesfirloppet i ett reglerat vattendrag eller i en

dagvattenledning. Numerisk 16sning méste darfor tillgripas.
De numeriska metoderna kan indelas i féljande kategorier

- berdkning baserad pa differentialhekvationerna Gver-

forda i s k karakteristisk form, Riemann—ekvationerna

- berdkning med explicita eller implicita differensschema

baserade pa de ursprungliga differentialekvationerna

De olika berdkningsprinciperna kommer kortfattat att{ beskrivag

nedan.

6.2 Karakteristikmetoden

Denna metod har tidigare redovisats 1 kap -i 3 av vilke_t”framgﬁr
att Q@ och Y erhalles fér oregelbundna tids- och avstandsinter-
vall vilket ofta bedomes som programmeringstekniskt obekvamt,
Ett mera 6verskadligt beridkningsschema erhalles om man utnytt-
jar ett fast rektanguldrt rutnit i xt-planet, vilket &r fallet med
"karakteristikmetod med specificerade intervall' eller som den
ocksa benimnes Hartrees metod, se t ex Yevjevich och Barnes
(1970) eller Ligget och Cunge (1975),

I denna metod berdknas Q och Y i punkten P i xt-planeti

fig 6-1 med utgangspunkt frén kinda virden pd Q och Y i punk-
terna M, R och L. Tidsteget At fdrutsittes vara si litet att
karakteristikorna PE och PF kan approximeras med rita lin-
jer och att E och F faller inom intervallet MIL., At maéaste si-

lunda satisfiera det s k Courant-villkoret



AxX

(6.1)
MS [yt Vgl

Kvoten Cr = At.|Vv ¥ \‘/gA/B | /Ax benimnes Courants tal.

Virden pd At som satisfierar ekv. (6.1) ger siledes Courants

- tal Crsl.

tmel T

At

Fig. 6-1 Karakteristikmetod med specificerade intervall,
Subkritisk strémning,

Punkterna E och F:s x-koordinater kan vid subkritisk strém-

ning bestdmmas ur sambanden, jfr ekv (4.28),

xp = %g - g |(V+ VEATB) g + (V + VeA/B) ] At
(6.2)
xp 7 xg + 3 (V- VEA/B) g + (V- VeA/B) | ] at

Virdena QE, QF’ 'YE och YF kan direfter beriknas genom in-
terpolation varefter Riemann-ekvationerna utnyttjas pa motsva-

rande sitt som i kap 4.3 f6r ber#kning av QP och YP'

Om sdlunda Q och Y &r kinda i alla berikningssektioner vid

tiden t, kan nya virden pA Q och Y erhallas fér tidpunkten

t+ At. Q@ och Y vid uppstréms och nedstréms rand erhalles

ur de givna randvillkoren och Riemann-ekvationerna lings de

negativa resp positiva karakteristikorna.,

Hartree-metoden har ovan beskrivits i sin enklaste form. Dess

noggrannhet kan férbédttras med hjdlp av olika iterations- och
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interpolationsftrfaranden,

6.3 Berikning med explicita differensschema

Fér att undvika de interpolationsrutiner som ingar i karakteristik-
metoderna anvindes i allméinhet s k finita differensmetoder, dir
man med hjilp av differenser approximerar derivatorna i de ur-
sprungliga differentialekvationerna. Vi illustrerar hir detta fér-
farande med hjilp av kontinuitetsekvationen

9Q oY _ . . :

E;i?.+ B ot o 0: _ (6.3)
dir vi fér enkelhetens skull forutsitter att B = konstant.

t t

r {a) \ (b}
m+1 mel
at at
m m
S—— z %
TSI S S (3 RN B
L {¢)
me1
at
m
at
m-1
3 K
. j“'l Ax J Ax j“
Fig. 6-2 BExemplifiering av explicita differensapproxima-

tioner: .a) instabilt schema b) villkorligt stabilt
schema (diffusivt schema) c¢) villkorligt stabilt
schema (Leap-frog schemat).

Vi approximerar derivatorna enligt det i fig 6-2a angivna schemat:

Q.M m m
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(glf)m—(Yl_ﬁ”- ™) /Bt (6. 5)
J ]

dir t ex. Q;:l ir flodet i punkten (j+ 1, m) i xt-planet.

Insatta i ekv (6.3) ger dessa approximationer differensekva-

tionen

m+1

1/2AX+B(Y Yy /At =0 (6. 6)

m

- Om vi p8 motsvarande sitt Sverfér dven rérelsemingdekva-
tionen till differensform och dédrvid approximerar koeffici-
enterna framfér derivatorna och ¢vriga '"konstanter' i punk-
ten (j, m) erhdlles tva linjira ekvationer i Qm + och Ym+1
vilka kan omformas till explicita uttryck f6r beraknmg av Q
och Y. pé den nya t-linjen under férutsitining av ait vi kdnner

losningen pa linjen tm

1.8t oss nu anta att vi inom ett litet omrade kring punkien (j, m)

kan utveckla Q och Y i Taylorserier enligt

om - [ gt 2R, é__+82Q_Ax2-l~'83Q.Ai3+ m
j+1 3 T 2 | 2 A R R
: 9x 2! 8x“ 3l i
52 2 .3 3 0 o
g+l {Y+gg AL, Y AT, Y A +J
J 1 ot ol Bt 3l i
Om vi substituerar dessa serier i ekv (6. 6) erhélles
3. m 2 |
{(BQ) +(?__@) _‘2_4-}_].
i 9x" ] 31
oy, ™ 22y, ™ Ap
B ('5"‘) +(“—"“2—) st =0, (6. 8)
at® 4 2l

Ekv (6.8) gar tydligen mot ekv (6. 3) nir At och Ax gir mot
noll, vilket innebir att differensekvationen (6. 6) &r i 8verens-

staimmelse med (konsistent med) differentialekvat_ioﬁen (6.3).

Utnyttjandet av ekv (6. 6) fér approximering av ekv {6. 3) mot-
svarar en trunkering (avkortning} av Taylorserierna. Schemat
(6.6) siges sdlunda ha ett trunkeringsfel av O(sz, Aty ("O"=

storleksordningen). Man siger ocks3a att differensschemat &r



T4,

av andra ordningen m a p Ax och av férsta ordningen m a p At.
En halvering av Ax skuile alltsd férvintas ge en reduktion av det
av Ax beroende trunkeringsfelet med faktorn 0.25. Motsvarande
faktor for At &r 0.5, | ’

- Man finner tyvérr att épproximationen (6.5) av tidederivatan i de
allra flesta fall leder till instabila beré&kningar, dvs att berdknade
virden pA @ och Y blir allt orimligare &ven om Courant-villko-
ret, ekv (6.1), #r uppfyllt. Stabila berskningar erhélles for Cr<1 om
vi skriver, jfr fig 6-2b, (motsvarande fér 9Q/9t i rorelseekvationen)

(BY

m
)~

m+1 m m .
j~[Yj —(Yj+1+Yj_I)/2J JAtL (6. 9)
Om vi nu gar tillbaka via Taylorutvecklingarna till den ursprung-
liga differentialekvationen finner vi emelleriid att den nya differens-
ekvationen ej lingre konvergerar likformigt mot ekv (6. 3) utan i-
stéllet approximerar f5ljande ekvation med ett trunkeringsfel av

o(ax2, At?),

2 .2 :
Q- 9Y _ , Ax™ 9°Y | -
7t Ber TP aAr o (6.10)

Differensschemat (6. 9) har alltsi introducerat en tilldggsterm av
diffusiv {d&mpande) karaktir, vilket dels var nddvindigt ur stabi-
litetssynpunkt, dels visat sig vara f6rdelaktigt vid berdkningar av-
seende branta flédesfronter, se kap 6.5. Tilléiggstermen kan &dven
ses som ett trunkeringsfel, som for att vara sa litet som méjligt

kriver sma védrden pa (Ax)2 i férhallande till At,

Det sétt pa vilket derivatorna i differentialekvationerna approxime-

Ty aQ .
ras bestdmmer saledes trunkeringsfelets storlek och om differens-
ekvationerna 4r i 6verensstimmelse med differentialekvationerna.

Approximationssittet avgdr dven om differensschemat kommer att

leda till stabila berdkningar eller ej.



6.4 ., . Numerisk stabilitet b

Differensekvationernas numeriska stabilitet kan testas genom att
man undersdker om négon del av 18sningen kan viéxa i tiden utan
gréns sa att den till slut {8r ber#dkningen att bryta samman, Den-
na tesf, som utvecklats av von Neumann, se O'Brien, Hyman och
Kaplan (1951), férutsétter att 16sningen till differentialekvationerna

kan skrivas som Fourierserier:

Qx, ) =>Q, exp [i(ag x-Bt)] o (6. 11a)
Il

Y (x, .t) =.§ Yn exp [i { G X - Gn_t)] _ ‘ (6.11b)
= _

dér Qn och Y #r Fourier-konstanter, ¢ = och B, dr végtal i
runr och tid gsamt i =V -1. Vi infér dessa samband i differensekva-
tionerna och studerar kvoten mellan motsvarande termer i serien

i punkten x = jAx vid tidpunkterna (m+1)At och mAt, dvs

exp |1 (jo, Ax - (m+1)B AD]  -ip A 6 12)
= e N .

exp [i (jo, A% - m Bn/_\.t]

et BnAt kan ses som en tidsberoende amplitudfaktor. Villkoret

for stabilitet dr att amplitudfaktorns belopp< 1, dvs att

-i g A
e

< 1; , (6.13)

vilket fOr explicita schema leder till att Courant-villkoret,
ekv (6. 1) skall vara satisfierat, sdvida schemat 6verhuvudtaget
Ar gtabilt. Detta nddvindiga villkor foljer ju &ven direkt av de-

finitionen p& beroendeomrade och influensomrade, se kap 4.4,

Stabilitetsanalysen kan endast utféras for linjédra eller linjarise-
rade ekvationer. Den linjira analysen bedémes dock ge f5r de

ursprungliga icke-linjira ekvationerna tillimpliga resultat.

1) 1 Appendix redovisas en stabilitetsanalys av ett implicit diffe-

rensschema.
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Med hjidlp av Fourieranalysen kan man dven studera kvantiteter-

na R, och R,, se Ligget och Cunge (1975) och Appendix,

R. = differensldsningens amplitudfaktor
1. den analytiska 16sningens amplitudfaktor

R = &V differenslésnihgen definierad vAghastighet
2  av analytiska Iésningen definierad vighastighet

Om R1< 1 ger den numeriska 16sningstekniken en artificiell
dimpning av upptrddande vagor., Differensschemat benidmnesg

1)

da diffusivt eller amplitud-dissipativi.’ Ddmpningen dr bergen-
de av antalet delstrickor Ax per vagldngd L och avtar med
vixande virde paA L./Ax, se fig 6-3. Det finns sdledes en dvre

grins for storleken pa Ax fdr ett givet maximalt dimpningsfel.

Ry
A
¢ A0
cblgs B
0.5 4 . Ax
v/ eBleoae .
ax Analytisk
lésning Rq=1
0 Loty + i + ? ! > L
235 w0 5. 20 25 Ax
Fig 6-3 Relativa amplitudféktorn R, som funktion av L/Ax fér

ett diffusivt explicit schema applicerat pa den
linjidra differentialekvationen 8V/8t - ¢-8V/3x=0,
Efter Ligget och Cunge (1975).

Fr%ﬁ karakteristikmetoden vet vi att den av differentialekvatio-
nerna definierade vaghastigheten ir oberoende av den studerade:
stdrningens vaglangd. Den av differensekvationerna genererade
vAghastigheten visar sig emellertid vara beroende av véglingden
och av samma storlek som den analytiska endast for det fall att
Courant-villkoret 4r exakt uppfyllt. (Vissa implicita schema ge-
nererar dock en vaghastighet som alltid &r skild frén den analy-
tiska), For finita differensschema giller séledes ndstan alltid

2)-

tiofisindelning ge mera korrekta vﬁghasfighéfer, se dven Appendix,

att Rziﬁ 1, de &r dispersiva Allmént sett synes tdtare sek-

1) Diffusivt schema = artificiellt ddmpande schema,

2) Dispersivt schema = stérningarnas fortplantningshastighet
vaglidngdsberoende,



7.

Ett differensschemas dispersiva egenskaper kan leda till att
energi Sverfdres frén lingre till kortare vaglidngder vilket, om
ingen artificiell ddmpning forefinnes, kan medfdra parasitisk
vagbildning, se fig 6-5. Det kan dédrfdr i vissa sammanhang
vara berdkningstekniskt f6rdelaktigt att utnyttja diffusiva dif-
ferengsschema 8y att didmpa tillvixten av dessa icke dnskade
vagor, Ofta dr dock den i de fullstindiga ekvationerna via den
kvadratiska friktionstermen inbyggda naturliga ddmpningen till-

ricklig f6r att ddmpa ut de parasitiska végorna.

1

6.5 Berikning med implicita differensschema

Stabilitetsvillkoret Cr<1 {0r explicita differengschema har den

i vigsa fall olyckliga konsekvensen att, om berdkningsstegen Ax

av noggrannhetsskil (t ex varierande geomelri) maste viljas sma,
kan det tilldtna vardet pA At bli sé litet att problemets lésning
kriver ett orimligt stort antal berdkningscykler. I sddana fall &r
det ur berikningsekonomisk synpunkt dnskvirt att kunna utnyttja '
differensschema som &r stabila obercende av valet av At, dvs
dar valet av At kan baseras enbart pi 6verviganden rérande’
dnskad berdkningsnoggrannhet. 'Ett s8dant schema erhélles om

vi later differensschemats beroendeomréde tdcka hela berik-

» o B
ningsomradet m a p x.

Ett implicit differensschema erhalles om derivatorna approxi-

meras pa t ex foljande sdtt, fig 6-4a

ae- eI - v -0 @ -] /2855 (6.19)

oY m+1 m

= (Y. - Y Aty
ar = (V5 3)/ '
B=Br.n;
3

ddr 0 dr en koefficient i intervallet 0< 6<1, med vars hjélp
olika vikt kan lidggas pa differenserna pa ''gamla' och "nya' tids-

nivan.

1) En analys av olika implicita schemas egenskaper redo-.
visas i Appendix.
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Nédr 8 = 0 erhalles ett explicit schema, vilket framgar av en

jimfdrelse med ekv (6.4). Om 8>0 erhalles en ekvation med

tre obekanta pa linjen tm+1: Qj+1’ Yj och Qj-l'

‘ (a) t (b)
m*‘ -__—:?ﬁr met i
At At
m g m
= X | -
j-1 8% Ax gt j-1 s g AX gy
1\ (el . .
Kontinuitetseky, Rorelsemidngd -
e ekva!!oq
At
m
jo1  Bx Bx juy ) X
(nod]) ([segment)

Fig 6-4 Exemplifiering av implicita differensschemas:

a) centrerat schema (Crank-Nicolson)
b) Preissman’s schema (boxschema)
c¢) nod-segment schema

Formulerar vi rérelsemingdekvationen pd motsvarande s#tt
som kontinuitetsekvationen erhalles fér varje inre berdknings-
mt” Med

totalt” N sektioner (N-2 inre sektioner} fis ett system av

sektion tvd ekvationer i sex obekanta pa linjen t

2N-4 ekvationer i 2N obekanta. Om dessa ekvationer komplet-
teras med ytterligare fyra ekvationer (vid subkritisk strémning
ett randvillkor och en Riemannekvation vid vardera rénden) er-
hélles slutligen ett ekvationssystem varur de 2N obekanta kan
l6sas med hjdlp av iterativ teknik eller det speciella Gaussgelimi-

neringsférfarande som bendmnes dubbel-sveps metoden, se kap 7.4,
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Det erhallna ekvationssystemet &r linjirt om koefficienterna i dif-
ferentialekvationerna approximeras pa linjen to ‘En stabilitets-
analys visar da att schemat #r ovillkorligt stabilt om 0.5<6<1.

For undvikande av icke linjir instabilitet bor dock den kvadratiska
friktionstermen If approximeras i punkten (j, m + 1/2), Strelkoff
(1970), Abbot och Ionescu (1967). Denna approximation kan géras

utan att systemets linearitet spolieras, se kap 7. 2.

En Taylorutveckling av Q och Y kring punkten (j, m + 1/2) visar
att differensekvationerna &r i dverensstimmelse med differential -

1)

vara approximerade i denna punkt vilket kan ske via en iterativ

ekvationerna. Vi bortser da fran att &ven koefficienterna skulle

procedur, se Abbot och Ionescu (1967). Fér 8>0.5 introducerar
differengschemat tilldggstermer av diffusiv karaktir och trunke-
ringsfelet véxer frin O(Ax%, At?) till O(Ax?, At).

B =

icke-ditfusivt schema
20 _ //HYI 183=05)
’ . '} N A ! [ :
| orior” [N e s
8:066"

Biftusiva schema

15

N N .
= —
1.0 . \\5 T “':#m_’ b

0t § 0 15 20 2% 30 35 40

Fig 6-5 Jidmfdrelse mellan analytiska och numeriska lésningar
" med implicit schema (Preissmanns schema, se fig 6-4h)
applicerade pa de linjira dlfferentlalekvatlonerna oV /ot +
9Y /ox = 0, BV /ax+ aY/at 0. Efter ngget och Cunge (1975).
Cr =2, ‘

Differensschemat &r alltsa for de lineariserade rérelseekvationer-
na av andra ordningen och icke- dlffuslvt om 6 =0.5. Foér 6>0.5
4r schemat av forsta ordnmgen m a p At och diffusivt, dvs artifi-
ciellt dampande:-, ifr fig 6_5_ Alla dlfferenssche:ma applicerade pa

rérelseekvationerna &r soni_ tldlgare papekats dispersiva, (se sid 76).
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I denna framstillning har exempel givits endast pd differensschema
ledande till linjdra 'ekvationssystem. Om dven koefficienterna och
termen I, approximeras pé den nya t-linjen erhalles ett icke-linjart
system vilket m8sie 1osas via mera tids- och kostnadskrivande itera-
tiva metoder, se t ex Amein och Chu (1975). Samma grad av nog-
grannhet bdr kunna erhallas fér motsvarande kostnad med ett linjirt

system om At véljes lifet.

Som framgatt av beskrivningen ovan kréver de implicita metoderna
per beridkningssteg i tiden ett mera omfattande berdkningsarbete én
- de explicita metoderna. FOr att en berdkningsekonomisk vinst skall
kunna gdras krivs dérfér att man med den implicita metoden kan ut-

nyttja ett stdrre tidssteg dn det som definieras av Courant-villkoret.

6.6 Svaga l8sningar vid diskontinuerligt fldde.

1)

Dissgipativ operator

Av karakteristikmetoden féljer att de differentialekvationer vi stallt
upp f6r gradvis varierande strémning ej férmér beskriva starkt for-
anderliga férlopp sisom branta fronter till £61jd av snabba vatten-

féringsékningar. Vid sddana flédesfronter erhilles skirningar mel-
lan karakteristikor av gsamma familj vilket indikerar att differential -
ekvationerna ej har nigon entydig 16sning. De antaganden under vil-

ka rorelseekvationerna dr uppstdllda i4r ej ldngre uppfyllda.

Med hjdlp av differentialekvationerna kan vi beskriva ﬂﬁdesf}‘:‘)rhé’d—
landena nedstrédms och uppstréms fronten. Vi kan dessutom re-
latera frontens hastighet till férhéllandena uppstréms oech ned-
stréms om denna via finita rérelsemingds- och kontinuitetsbetrak-
telser. Denna princip uigdr grunden f:’jr; en gpeciell metod att be-
handla digkontinuiteter, s k igsolering av fronten (shockfi_tting), se

t ex Faure och Nahas (1961). Metoden medfér emellertid program-
mefingstekniska svarigheter varfér den dr oldmplig f6r praktiskt
bruk. Det mest rationella 4r givetvis en berdkningsprocedur av

samma typ som den vi utnyttjar fér gradvis varierande strémning.

1} I detta avsnitt har bendmningen dissipativ samma betydelse som
diffusiv, Ett dissipativi schema &r sdledes detsamma som ett
artificiellt dimpande schema.



De differensekvationer vi uppstillt 4r formulerade med utgéngs-
punkt frén differentialekvationerna fér gradvis varierande fléde,
men genom sin finita konstruktion representerar de egentligen ett
diskontinuerligt fléde. Aven i de fall d& differentialekvationerna
ej har négon entydig 16sning definierar differensekvationerna en
sddan. Differensekvationerna kommer dirigenom att kunna simu-
lera den vagformade yta som i vissa fall kan erhéillas bakom en
brant flédesfront. Om frontens branthet och héjd dr alltfér stor
kan emellertid de genom den numeriska tekniken genererade pa-
rasitiska vigorna komma att véxa l8ngt 6ver fysikaliskt rimliga
nivder och eventuellt medféra instabilitet i berdkningarna, jfr
fig 6-5. |

Som vi tidigare sett kan differensekvationernas férméga att be-
skriva en brant flédesfront ytterligare f6rbdttras genom utnyttjan-
det av diffusiva differensschema vilka ger en artificiell démpning

av upptriddande vagor. Dessa differensschema approximerar, som
framgﬁr av ekv (6.10), differentialekvationer av diffusiv karaktir
medan de ursprungliga ekvationerna dr av konvektiv karaktdr. De
numeriska 18sningarna ger ingen skarp front utan sprider ut denna
Over ett vigst ldngdintervall, se fig 6-6. Utflackningsgraden beror
av schemats didmpande och dispersiva egenskaper. Frontens medel -
hastighet kan dock bli vil &tergiven. Det dr saledes mdjligt att med
hjslp av differensekvationer generera si kallade generaliserade eller
svaga 10sningar till de ursprungliga differentidlekvationerna, Abbot
(1974) och (1975), Cunge (1975). De svaga l0sningarnas utseende ir

emellertid beroende av hur rorelseekvationerna formuleras,

Analytisk idsning

/ Ditferensldsning
. /
€ .
'\ ~—C  Analytisk dsning
~

[

Y TV

Fig 6-6 Brant front atskiljande tv& zoner med
gradvis varierande fléde.
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For en rektangulédr kanal med horisontell botten och férsumbar

friktion kan rorelseekvationerna skrivasg

BY L 3(VY) _

at = ox ’

ov . 8, V2 SR
,Jt_+,a§_(_2_+gy):o; | | (6.16)

Den férsta ekvationen uttrycker lagen om massans konstans och
den andra lagen om energins konstans. Ekvationerna kan dven

skrivas pa formen

OF _ 8G(F) _ .

3 T Tex U

dir | _ (6.17)
Y VY

Fo= ;o Go= |2 ;
vl Ve/2 + gY

Enligt Lax (1957) giller att om en diskontinuitet {brant front) at-
skiljer tva kontinuerliga ﬂﬁdeszroner, se fig 6-6, och om vi ned-
stroms.och uppstréms om denna diskon{inuitet har de genuiﬁa 16s-
ningarna Fl och Fz, bildar F1 och F2 tagna tillsammans en
svag 18sning om och endast om

c - (F, _Fz)

{6.18)
dir c¢ A&r digkontinuitetens hastighet.
Om vi applicerar ekv (6. 18) p& diskontinuiteten i fig 6-6 erhélles

/ 2 o
2gY -
+ -T2 . ,
g ool .‘ (6.19)

(
1 1+Y2

vilken hastighet ej tverensstdmmer med det allm#nt vedertagna

sambandet, se kap 5. 9,

AT | |
c =V1(- )\[—2—?; (Y1+Y2)‘ R _ | | (6.20)

f&r en brant fronts fortplantningshastighet.
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Viljer vi ddremot att formulera rorelseekvationerna enligt dels
lagen om massans konstans, dels lagen om rdrelsemingdens
konstans ( V.- Y sittes hir lika med Q)
Y , 0Q _ .
at tax 0

(6.21)

2
3 ., 9, Q 0¥ _ .
'5_t+5—x(T)_+gYTx 0;

erh8lles den fronthastighet som ges av ekv (6.20). Aven om ekv
(6,16) och (6.21) har samma genuina 1ijsnihgar har de ej ddrmed
dven samma svaga lésningar. For att den svaga ldsningen skall
ge en korrekt fronthastighet méste séledes rorelseekvationerna

formuleras enligt ekv {6. 21').

Som redan framgétt av fig 6-5 kan diffusiva differensschema gene-
rera svaga 10sningar. Diffusiva tilliggstermer kan erhéllas pa

t ex det sétt som anges av ekv {6, 9) dir vi bytt Y?ﬁi ekv (6.5)

mot
¥ m m
ij(Yj+1ij-1)/2 | | (6.22)

Abbot (1974_) har emellertid visat att detta dissipativa schema inte
4r nagot annat &n ett specialfall Vav' vad han benimner "dissipative
interface'!, hir benamnt dissipativa operatorer, vilka applicerade
pa icke-dissipativa schema ger schema vilka kan generera svaga.

l6sningar. En generellt formulerad operator dr

# %* ‘ :
I = B R
i T F W e

[l

vilken #r relaterad till Fj enbart genom villkoret att F? = Fj om

alla dissipativa fakiorerna ¥ dr lika med noll. En enk.el dissipativ

o Vi Fyeg)
(6.23)

operator dr den centrerade operatorn . .

. P |
. =8, + . -2Y.4+ T, . << . .
F §EVF, j*Fip) 5 (0<y<0.5) (6. 24)
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vilket som ett specialfall ger ekv (6.22) f6rY =.0.5. Den dissipa-
tiva operatorn reducerar alltsd amplituden pad den vid berdkning-
en erh8llna kortvagiga parasitiska vigbildningen, se fig 6-7 var-
igenom den energiférlust som erhdlles i ett vattenspring eller vid

en brant front simuleras. Da givetvis &ven l&ngre vagors amplitud

Niva
A
600 +
ST ]
500 +  ——--y=1/20
- yE 1712
400 1S . —...—..-‘Y= 3,8 o
o vee Y 1/6

s M :’ 4t N B R
0 2 & 6 8 10 12 W% 16 18 20

Fig 6-7 Effekten av dkande virde pa Y {6r en centrerad dissipa-

tiv operator applicerad pa en vandrande front.
Efter Abbot (1974),

reduceras bdr anvindningen av dissipativa operatorer begrinsas
till kritiska omréden i xt-planet och dess styrka (dissipativa fak-
torn v ) bor héllas s8 18g som méjligt. * Om en upptridande v&g
har vaglangden L kommer den centrerade operatorn att ge ampli-
tudreducermgsfaktorn

_ 27Ax. |, o L _
kr =1-2v {l-cos . ) : _ : (6.25)

vars virde som funktion av ¥ och antalet delstrickor L./Ax per

vaglingd framglr av fig 6-8.

I Preismanns schema, fig 6-4b, utnyttjas koefficienten 6 fér
genererande av svaga lésningar. Som framgar av flg 6-5 vixer

detta schemas dissipativa effekt med Vardet pd o.

Yiterligare exempel pa anvandandet av dissipativ operator och
viktningskoefficient vid implicit rnetod redovisas i kap 7.6,



Ky
1.0
=n- A
0.5 1 ;_L: L n b3 ;’_J]
] A  —
' / vig amplitud
-05 +
-1.0 $ $ n=1L/Ax
0 6 8 10

Fig 6-8 - Den centrerade digssipativa operatorns amplitud-
reduceringsfaktor k,. som funktion av dissipativa
faktorn vy och antalet delstrickor n = L./Ax per
vaglangd, :

6.7 Sammanfattning

De numeriska metoderna kan grovi indelas i f6ljande kategorier:

karakteristikmeioden
explicita metoder

implicita metoder

Karakteristikmetoden och de explicita metoderna kréver f6r att

stabila berdkningar skall erhdilas att

At g £ox

ST VaATBl

dve att Courants tal

cr-at- |[vIVEA/B | Jax<t

Implicita metoder 4r ddremot i allménhet ovillkorligt stabila, dvs
att At och Ax ur numerisk synpunkt kan viljas oberoende av var-
andra. Valet av dessa storheter kan darfér baseras enbart pa dver-
viganden om Onskad berdkningsnoggrannhet vilket i vissa fall kan

leda till 1dgre berdkninggkostnader.

85,
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Ett differensschema &r diffusivi (amplitud-dissipativt) om den
numeriska 18sningens kdmponenter (Fourierserie-komponenter)
dimpas snabbare 4n den analytiska 16sningen, | Exempel pa icke
diffusiva schema &r de implicita differensschema som skisserats
i fig 6-4, forutsatt att differenserna p& "gamla' och ''nya'’ tid-

. ] »
nivan ges samma vikt.

Aven om det d&r dnskvirt att utnyttja icke diffusiva schema kan det
ibland vara nddvindigt, t ex vid berdkningar avseende branta fl16-
desfronter, att sa modifiera schemat att det blir diffusivt. Detta
kan ske med hjdlp av en g k dissipativ operator'eller en viktnings-

koefficient,
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7. BESKRIVNING AV UTNYTTJADE IMPLICITA
METODER. NUMERISKA EXPERIMENT.

7.1 Val av metod

Det éir-ovanligt att man i rapporter rérande numeriska berdkning-
ar avseende icke stationir strémning finner nigon diskussion kring
motiven f6r valet av en viss metod. Detta sammanhinger troligt-
vis med att berdkningstekniken har varit och fortfarande &r i en
snabb utvecklingsfas. Néagon litteratur med f6rsék till en samlad
diskussion av olika metoders fér- och nackdelar har ej funniis. Det
forsta verket av denna typ synes vara det foreldsningsmaterial frén
en kurs om icke stationir stromning i Fort Collins, 1974, som ut-
givits av Mahmood och Yevjevich (1975). Samtidigt presenterades

en bibliograﬁ tver amnesomradet av Miller och Yevjevich (1975).

Négra generella objektivé kriterier f6r valet av numerisk beréknings-
metod glr ej att stdlla upp. Det viktigasie kriteriet &r givetvis
ait berdkningsmodellen gkall kunna simulera de aktuella fldes-
férhallandena med en viss noggrannhet. Vilka krav man hirvid
stdller 4r beroende av problemets natur och varierar fran fall

till fall. Andra faktorer av betydelse dr berikningskostnader och
anvidndarvinlighet. Viss vigledning kan dven erhallas utifran en
analys av differensschemats diffusiva och dispersiva egenskaper.

Det synes salunda dnskvirt att arbeta med ett icke diffusivt sche-

ma som vid behov kan goras diffusivt.

Som framgatt av kap 1 har malsétiningen for projektet avseende f15-
degfdrlopp i dagvattensysfem varitatttafram en beréikningsmodeli
som mdjliggdr beskrivning av flddesforloppet i delvis eller helt
fylida ledningssystem. Vid strémning i helt fylld ledning erh&lles
dynémiska Vﬁghastighetef av storleksordningen 1000 m/s, inne-

bdrande orimligt sma tidsteg At vid explicita metoder. Det be-
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démdes darfdr vara nodvindigt att utveckla en implicit metod om
inte alltfor stora approximationer skulle behéva tillgripas vid strém-

ning i helt fylld ledning.

Den konstruerade berikningsmodellen bygger pa det i fig 6-4c
skisserade nod-segment schemat och m&jliggdér beridkning av sivil
subkritiska som superkritiska flddessituationer, Schemats upp-
byggnad tilldter dven [6rekomst av vatienspréng, Under vissa be-
tingelser kan dock vattenspréng ge okontrollerbara beriknings-
stérningar. Stromning i helt fylld sektion approximeras med hjilp

av den i kap 3.2 introducerade spalten i rérets hjéissa.

Som framgér av diskussionen i Appendix synes nod-segment sche-
mats dispersiva egenskaper vara négot séimre #n boxschemats
{(Preismann-schemat). Vissa inledande ber#ikningar genomférdes
ocksd med detta senare schema sisom det presenterats av Cunge
och Wegner (1964). I denna artikel utnyttjades fér forsta gdngen
den fiktiva spalten. En mera genomarbetad formulering av box-
schemat &n den som ges av Cunge och Wegner redovisas av Ligget
och Cunge (1975}, 7

Vissa svarigheter uppstod emellertid vid férséken att anpaséa box-
schemat till de {6r vattenspréng gillande randvillkoren vilket ledde
fram till konstruktionen av nod-segment schemat. Det &r mojligt
att dessa svarigheter vad avser boxschemat skulle ha kunnat &ver-
vinnas med hjidlp av nu vunna berikningserfarenhetierna. Nod-seg-
ment schemat visade sig emellertid ge en fullgod simulering av upp-
mitta flodesforlopp varfor den fortsatta modellutvecklingen basera-

des pé detta schema.

Nir féreliggande projekt avseende flédesférlopp i reglerade vattendrag
startades byggde den férsta matematiska modellen pé nod-segment-

schemat. Mycket god 8verensstimmelse erhslls diarvid mellan



uppmétta och berdknade vattenstandsutvecklingar, For vissa dlv-
stréckningar erhdlls emellertid instabila berdkningar, vilket sam-
manhidngde med allt{ér snabba variationer i sektionsareorna lidngs
slven. Med hjdlp av en svag dissipativ operator kunde de upptré-
dande parasitiska vagorna kontrolleras utan men f&r beriknings-

resultatet.

Det bedémdes emellertid vara av intresse att studera &ven nigon
annan typ av differensapproximation. En dlvmodell konstruerades
darfor enligt ett av Abbot och lonescu {1967) presenterat differens-
schema. Aven detta schema kunde dock ge instabila bél;éikr'ling'ar vid
alltfér snabbt varierande sektionsareor. Pa grund av étt Abbots
schema leder till en enkel dubbel -gveps algoritm med ldgre berik-
ningskostnad baserades emellertid den fortsatta programutveck-
lingen pé detta schema. Alvmodellerna &r konstruerade enbart fér

subkritiska fl&desférhallanden.

I det féljande ges en detaljerad beskrivning av uppbyggnaden av det
modifierade Abbot-schemat och den vid l8sningen av ekvationssys-
temet utnytijade metoden. Direfter kommer nod-segment-sche-

mats konstruktion att skisseras.

7.2 _ Overféring av rorelseekvationerna till differens-

ekvationer enligt modifierat Abbot-schema,

Kontinuitets- och rérelsemingdekvationen kommer att dverfdras
till differensform enligt det implicita differensgschema som be-
skrivits av Abbot och Ionescu (1967). Detta schema har dock hér
modifierats vad avseﬁ uppstrdms- och nedsirdéms rand {oér att

mbjliggéra byte av. randvillkor under beridkningens géng.

Vi férutsétter att berdkningen avser ett vattendrag med pris-
matisk sektion varfér kontinuitets- resp rérelseméngdekvationen

far utseendet { B = 1)

9Q oy _ - |

§9.
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’%Q*B%(THEASX gh (I, - Ip) - (7.2)

Det laterala tiliflédet ¢ har d& fér enkelhetens skull antagits

vara vinkelrétt huvudfl édet.

Om vi infér vattenytans nivd H &ver en viss given referensniva

kan vi eliminera IO: enligt

8H _ 9Y . 8H _ oY

5x %% Lo BT At 1y
Vidare kan vi med hjilp av kontinuitetsekvationen skriva

5. Q2

(R 2Q PH, , Q2 dA |
ox ‘A

Q'B'g'—)~(1—) 3;,' ' '_(7.'4)

Roérelseekvationerna erhilles d& till

Qypil-q; - (7. 5)
2 . . -

aQ QB 9H ,Q 9A oI 2Q -
Z—A—B-— (K) B—x+gAB— 'gAIf”'K'q ; (7. 6)

Det aktuella avsnittet av vattendraget indelas i N-1 delstrackor,

med lidngden ij =% - Xj—l enligt fig 7-1. N &r ett udda tal.

{ ot

$ Kont eky. Kontinuitetseky. L Riires:-;emﬁngdekv.ﬂ Kont.ekv, 4
. 4 - B - ~ )
QH @ H Q H Q H Q H Q@ QH
m+1 — - - ~ -
At
m
Axi | Axjg _ . x
12 j1 s | N-1 N
Fig 7-1 Modifierat Abbot-schema med udda antal sek-

tioner oberoende av randvillkorens utformning.

1} I alla inre H-punkter
2} 1 alla inre Q-punkter



Sektloner med udda nummer bendmnes H-punkter och sektioner
med Jamna nummer Q-—punkter Andsektionerna betecknas dock
QH-punkter. Antalet obekanta pd t_,, -linjen &r lika med N+2,
varfér det férutom de tvé randvillkor som maste ges vid subkri-
tisk stromning, se fig 4-9, kridvs N stycken differensekvationer

for problemets 16sning.

Keontinuitetsekvationen:

Kontinuiteisekvationens differensekvation centreras kring en H-
punkt enligt fig 7-1.

Q. 1 1, m+l ,.m+l, , 1,.m m

B%—E é“ Bm (Hrjn“- HIJ’“ ) (7.8)

q=%(q?—a+1+q?) (7. 9)
m

dar Aij ERSTE IR D Bj ir medelbredden pd avsnittet

Xj+1 - xj_1 och erhdlles genom interpolering mellan nidrliggande
H-punkter. Sektionsdata ges siledes enbart i H-punkterna.
Ekv {7.5) differensform blir dd (j =3,5, ..., N-2)
cci() - Qgﬁ‘{% cca(j) - H;fn+1+ cca(j) - Q?f*l'l = RCG)  (7.10)
dir
CCL(j) = -

] W—X]

ccz(j) = B;n | At

cCs() =

;‘

o 1 m 1, m+l
RC(j) = mj'- (Qj-l J+1) B] HJ '2'(513 +q3

91,
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Koefficienterna i ekv (7.10) #ir alltsi funktioner av enbart kinda

storheter pi den gamla tidsnivén t = to q; ges som indata.

Vid rdnderna, dvs f6r j=1 resp j=N formuleras kontinuitets-

ekvationen p& motsvarande sitt enligt det i fig 7-1 angivna

schemat
c(n) - @ coz(n) -u T cos) - QYT = RC() 5 (7.11)
CC1(N) Qﬁljl% cez() -HT s cosm) - @l = RO 5 (7. 12)

dér QO och QN+1 representerar flodet i sektionen J =1, resp
j = N. |

Rorelsemangdekvatlonen

Denna ekvation centreras i Q-punkterna vilka placeras mittemellan

tva H-punkter. Fb6ljande differensapproximationer uinyttjas:

e = @ Q™ (7.13)

ST = 5t [(Hgfjl - HT ) M - H;ﬁl)] - (7. 14)

%zﬁw {Z(Agﬁi - AT+ j+1)-B§f1—(H§r}J{1-Hj_1)B§If1 ;
- (7.15)

g_gzﬁ_ﬂ [%(Hjlﬁl H§11)+%(HJ+1 H?_’l)]. (7.18)

Ffiktionslutningen J[f férutsities beridknad enligt Mannings

formel

M A R K '
och approximeras i differensekvationen med hjilp av linjari-

seringen
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L=t Q] 7 Eh? o (1.18)

dér K;rn erhdlles genom interpolering mellan omgivande H-punkter,

Vidare sittes

Q m+i m+1 m m
2-x4q = (Qj +Qj )(qj | +qj)/2Aj | (7.19)

dir -

A;.n_;s (A;{ﬁ A;l:ll) /2 ;

Om odvriga koefficienter framfdr derivatorna approximeras i

@-punkten analogt med Agﬂ kan rorelsemingdekvationen skrivas
(j=2, 4, ..., N-1)

N P | . m+1

+ CR3(j) - H;’n*l"l = RR(j) ; (7.20)

dir koefficienterna dr funktioner av enbart kinda storheter pa

gamla tidsnivan t__.
m

7.3 Kommentarer till differensekvationerna

De icke linjdara rorelseekvationerna har alitsd approximerats med
tva linjira differensekvationer. Det uinyttjade differensschemat
4r ovillkorligt numeriskt stabilt om, sasom hiir gjorts, termen

I
f
Tidssteget At kan alltsd ur numerisk synpunkt vidljas oberoende

approximeras i punkten {j, m+1/2), se Abbot och lonescu (1967).

av Ax, dvs vi kan arbeta med Courant-tal
At +
cr= 5 |vIVeA/m|>1; (7.21)

_En Taylorutveckling av differensekvationerna kring punkten
(j, m + 1/2) visar att trunkeringsfelet vid konstanta delsiridckor
AXJ. ar av O(Ax2

dan det f6r koefficienterna 4r av O(sz, At). Detta senare
2

, Atz) med avseende pa ingaende derivator me-

trunkeringsfel kan emellertid reduceras till O(Ax”, Atz) genom

en cyklisk repetering av berdkningen varvid koefficienterna app-
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roximeras i punkten (j, m + 1/2) med hjilp av de senast berdkna-

de variabelvidrdena pa linjen t Denna md&jiighet, som dock

m+1°
leder till hdgre berikningskostnader, har ej behdvt utnyttjas,

Vid berdkningar avseende naturliga vattendrag &r det oftast om&j-
ligt att arbeta med konstanta delstridckor. F&r H-punkterna kom-
mer da /_\xj¢ij+1 vilket innebédr att kontinuitetsekvationens

trunkeringsfel 47 av O(Ax;,; - Ax At?). Rérelsemingdekvatio-

jJ
nen dr dock dven i detta fall av andra ordningen eftersom Q-punk-
terna placeras miit emellan H-punkierna. Kontinuitetsekvationer-
na vid rdnderna har trunkeringsfel av O(Ax, Atz).
Differensschemat &r icke-dissipativt men dispersivt, liksom alla

schema applicerade pa rorelseekvationerna, se¢ kap 6 och Appendix.

Bftersom alla sektionsdata i @Q-punkterna berdknas genom inter-
polering utifrédn motsvarande data i ndrmast liggande H-punkter,
bér H-punkierna viljas si att tvarsektionen varierar sa likformigt
som mdjligt mellan dessa punkter. Detta giller givetvis alla typer

av schema.

Ett alternativ till den kompletterande kontinuitetsekvationen vid '
uppstréms- och nedstréms rand skulle kunna vara en Riemann-

ekvation lings en negativ resp positiv karakteristika, se fig 7-2.

m \\

1 2 3 A

Fig 7-2 C_-karakteristika lings vilken Riemann-ekvationen
integreras., Exempel pd alternativt uppstréms randvillkor.

Vid héga vdarden pé Courants tal innebidr emellertid detta férfarande

att karakteristikans ursprungspunkt ligger flera Ax fran randen,



vilket gor en integrering ldngs karakteristikan praktiskt omojlig
att genomfdra. Vid explicita metoder 4r utnyttjandet av en Riemann-

ekvation vid randen den enda generella méjligheten.

7.4 Losning av de implicita ekvationerna

Ekvationerna (7.10),  (7.11), (7.12) och {7.20) bildar tillsammans
med tva givna randvillkor ett ekvationssystem om N+2 ekvationer
uttryckta i lika ménga obekanta, vilket skall 16sas vid varje tids-
steg. FEkvationssystemet #r linjédrt och kan lésas med hjdlp av stan-

dardmetoder {6r linjdra system (iterering eller eliminering).

Det framgir av ekvationernas utseende att ekvationssystemets koef-
ficientmatris har diagonal form vilket medfor att en speciell Gauss-
elimineringsmetod, den s k dubbelsveps-metoden (DS-algoritm)} kan
uinyttjas. Detia giller oavsett differensekvationernas uppbyggnad.
Med de i detta fall kring Q- och H-punkter uppbyggda differensekva-
tionerna #dr systemets matris tridiagonal varfér systemet kan 16sas
med hjilp av den DS-algoritm som brukar benémnas Richtmeyer-
algoritmen, se Richtmeyer och Morton (1967) eller Abbot och
Ionescu (1967). Denna algoritm kommer att beskrivas nirmare i
det f&ljande.

1.4t oss forutsitta att Hml_l kan skrivas som en linjdr funktion av
Qm+1 =
j ¥
B = ECG) - QT FO@) | (7.22)
" . A ' . . m+1
ddr EC(j) och FC(j) &4r konstanter. Om vi ersitter Hj~1
i ekv (7.20) med detta samband erhalles
Q?” - ER (j+1) - erﬁ“‘l“l + FR{j+1) | (7.23)
diar
ER(j+1) = - CR1(j) / (CR2(j) + CR3(j) - EC()) ) ;
FR(j*+1) = (RR(j) - CR3{j) - FC(j) ) / (CR2(j) + CR3(j) - EC(}))

95.
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Kombinerar vi vidare ekv (7. 23) med kontinuitetsekvationen i

H-punkten x, erhaller vi

j+1
+1 . +1 , |
Hip =EC(H2) - Qi + FO(G+2) 5 (7.24)

dir
EC(j+2) = - CC1{j+1)/(CC2(j+1) + CC3(j+1) - ER(j+1))

FC(j+2)=(RC(j+1)-CC3(j+1) FR(j+1)) /(CC2(j+1)+CC3{j+1)-ER(j+1))

Om vi férutsitter att vi &verallt har subkritiska f6rhéllanden och

att randvillkoren ar

Q! = quept )

mpt ! HNED(t_, ) (7.25)
erhéalles genom identifiering ur ekv (7.23) férj=10

ER(1) = 0; FR(1) = QUPP(tm+1) (7.26)

Genom cyklisk repetering av ekv (7.24) och (7.23) kan vi nu be-
rikna kvasikonstanterna EC(j), FC(j) och ER(j+1), TFR(j+1)

fér vixande j=2,4..... , N+1, f{or att vid nedre randen er-
hélla
m+1 _ . Amtl )
HN = BC(N+1) QN+1 + FC(N+1) ; (7.27)
m+1

vilket samband tillsammans med nedre randvillkoret ger QN+1'

Cyklisk repetering av ekv (7.23) och (7.24) ger direfter

an” ’J"nJlrl f6r avtagande j = N-1, N-3, .... 2.

Med HN = HN(t) som nedre randvillkor i4r egentligen kontinuitets-
ekvationen {7.12) 6verfitédig, Vi hade kunnat sluta med samban-
det

mHl - BR(N) - HE'TD 4 FR(N) (7.28)
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Q&n? hade e} behdvt beridknas. Likaledes &r kontinuitetsekvationen
(7.11) dverflodig om dvre randvillkoret &r H, = H (1), och Q%Ml o

de ej behdvt beriknas. Abbots ursprungliga schema byggde pa detta
ftirhé’lllande vilket dock medfdrde att antalet sektioner blev beroende
av randvzllkorens formulering. Byte av randvillkor under berik-

nmgens gang hade darlgenom 1nnebur1t vissa problem

Den {8r 18sningen av ekvationssystemet utnyttjade metodiken innebir
saledes for subkritiska :forhallanden en successiv beridkning nedstréms
vattendraget av konstanterna ER, FR, EC och FC varefter @ och
H kan 18sas i uppstréms rlktnlng, vilket férklarar bendmningen dubbel-

sveps metod.

Det bsr pdpekas att DS-metoden generellt sett ej 4r ndgon bra 168nings-
metod emedan konstanterna under vissa fsrhallanden kan vixa exponen-
tiellf med j, innebidrande att @ och H erhélles som skillnaden mel-
lan mycket stora tal. Aven om differensschemat ar ovillkorligt sta-
bilt kan saledes instabila och fysikaliskt sett helt orimliga 16sning-

ar erhdllas pa gruhd av otillracklig numerisk precision. Man kan
darfor tvingas vidta speciella dtgirder som t ex att arbeta med s k
dubbel precision (dubbelt antal signifikanta giffror) vilket avsevirt dkar
beridkningskostnader och erforderiigt minnesutrymme i datorn. Inga

sadana atgirder har dock hitintills behsvt uinyitjas.

Vid superkritisk strémning krdvs i princip ingen DS-algoritm., @ och
H &r d4 bada kiéinda vid uppstréms rand varfér dvriga Q och H kan
‘'ldsas dlrekt 1 nedstroms riktning. Modellen har dock ej testats for
detta fall. '

7.5 Nod-segment schemat

For berdkningar avseende strémning i ledningssystem har utvecklats
ett speciellt schema, nod-segment scherﬁét, i fig 6-4c. Fb‘f en led-
ning indelad i N-1 delstridckor ger detia schema 2N-3 differensekva-
tioner i 2N obekahta._ Vid subkritiskt och superkritiskt fldde krivs
férutom de tva randvillkoren, se fig 4-9, en kompletterande ekvation.
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Som gddan utnyttjas en kontinuitetsekvation vid uppstroms rand -
vid subkritisk strémning och vid nedstiréms rand vid superkritisk

stromning, fig 7-1.

Differensekvationerna bygger direkt pa ekv (7.1) och (7.2). Kon-
tinuitetsekvationen &r kﬁnstruerad pé& motsvarande s#tt som fér
Abbot-schemat. Dock har schemat férsetts med en vikinings-
koefficient 8 enligt ekv (6.15)., B = konstant = 1.03.

Roérelsemingdekvationen &ar uppbyggd enligt box-schemat, fig 6-4b,

med hjidlp av f6ljande approximationer:

0 1 +1 +1

39 =k (B - @)

9= e [o (- o (@] 5
2 2 m+1 2 m+1 2m 2m

8 Q7 1 5 [ (@ e +(1-8) [ (| e J

o= K%{ [e;y)jﬂ 63 ]+ a-o [« ), ) I,

A2 E_ (A 4 AT {e (T YT 4 (1) - (v Y‘.n)] ;

m , pin m+1 m L m+l m
j+1+Aj + 8 B‘_j+1 (Yj+1 -Yj+1)+6 Bj (Yj +YJ. )]

Ay TRy TR it j

I..m [,«m m ,
m-+1 m f m+l [ f] [dK] Ym+l .yl
Ifj = Ifj + 2[-?32—]3 (Qj Q3 ) 2 ’d 3 av i { j j ) s

K = MAR2/3 enligt ekv (7.17).



De icke linjira termerna 9(Q% /A)/8x och I, har alltsd linjarise-
rats med hjélp av dessa termers resp fo6rstaderivata pa den gamla

t-linjen.

Den kompletterande kontinuitetsekvationen vid randen approxime-

ras enligi box-schemat.

Man kan visa att differensschemat dr stabilt om 0.5 <86 < 1.0.
Det &4r icke diffusivi om 8 = 0.5, i varje fall vid applicering pd

linjédra problem (linjira differentialekvationer), se Appendix.

Om den kompletterande kontinuitetsekvationen vid superkritisk
strémning placeras vid uppstréms rand kan fléde och vattenstand

i princip 16sas direkt i nedstréms rikining utan DS-algoritm. Den-
na lésningsmetodik visade sig emellertid leda till instabila berik-
ningar. Vidare kan man med denna formulering ej behandla flodes-
fall med subkritisk strémning i ledningens 6vre del och superkri-
tisk strémning i dess nedre del eller vice versa. Genom att pla-
cera den kompleiterande ekvationen vid nedstréms rand erhdils
dels stabila berdkningar, dels en enkel anpassning till alla fére-
kommande flddesfall, se vidare kap 9. Forfarandet leder dess-
utom till att samma DS-algoritm utnyttjas oberoende av flédes-

tillstandet.

- Eftersom losningen till differentialekvationerna enligt den i kap
5.2 genomfdrda analysen &r instabil om Vedernikovs tal Ve >1,
skulle man kunna f6rvinta att dven differensldsningen uppvisar
motsvarande egenskaper. Resultaten fran testberdkningar tyder
emellertid pé att differensschemat applicerat pd de aktuella icke
linjéira problemen har vissa dissipativa egenskaper som medfér
att berdkningarna {orblir stabila dven vid hoga vidrden pd Ve,
BEn mycket svag tendens till vixande vagh8jder har dock i vissa

fall kunnat f6rmiéirkas.

De randvillkor som kan utnyttjas i modellen 4r av féljande typ

]

Q(t)
_ Y(t) | |
Q™ - [a Vgx"l/B]]mJrl (kritiskt djup) (7.30)

Q
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Det sista sambandet ir icke linjirt och kriver ett iterativt
férfarande f6r att @ och Y skaill kunna 18sas vid rédnderna.

Detta villkor dr alltsa formulerat enbart pa tidsnivén bl

P& grund av att flédesfdérh8llandena under berdkningens gang skif-
tar fran superkritiskt till subkritiskt tillstdnd, fran helt fylld till
delvis fylld ledning etc, méste &ven randvillkorens utseende vari-
era. Detta krdver att man efter varje genomfort beridkningssteg i
tiden genomfér en kontroll av flédesfdrhallandena i alla i lednings-
systemet ingdende ledningar och utifrin resultatet av denna kontroll
véljer randvillkor for varje lednings uppstréms- och nedstréms -

gektion, Hur detta sker kommer ndrmare ait beskrivas i kap 9.

7.6 Berikning av snabbt varierande flodesfOrlopp med hjdlp
av dissipatlv operator och viktningskoelfficient 6

Med hjalp av dissipativa (diffusiva) differensschema genomférda be-
rédkningar avseende branta flddesfronter har tidigare redovisats i
fig 6-5 och fig 6-7. Vi skall emellertid hdr ndrmare beskriva ut-

nyttjandet och effekten av dissipativa operatorer.

Den dissipativa operatorn utnyttjas vid implicita berékningsmetoder

som ett mellanled i berdkningsgingen. N&r man sdlunda f6r tids-

nivan t,, har berdknat alla Q;m, yin

i {(j = 1, N) appliceras den cent-

rerade operatorn enligt

m I m

® m . .
(0svy<3)

¥ _ m I ] m Im .

Yj = Yj +y (Yj+1 -2 Yj + Yj-l) ;

fér alla j inom det omrade av kanalen dir operatorn behdver utnytt-

jas.l) De s& erhéllna nya virdena QF och Y? anviindes sedan i dif-
ferensekvationerna f6r berikning av Q?Hl, Y§n+1 Genom att &ka

virdet pa den dissipativa faktorn y kan man i de flesta fall under-
trycka icke dnskvird parasitisk vagbildning i erforderlig utstrick-
ning. Vid uppstiréms och nedstréms rand anvéndes i exemplet nedan

en operator av formen

1) Omréaden dir icke dnskvird parasitisk vagbildning upptrider,



m o
1

Y*j*:u-y)Y;nJr v Y (0 vy < 1) - (1.32)

pa den variabel som ej 4r given som randvillkor.

Lat oss betrakta den i fig 7-3 skisserade problemstéllningen. F16-
det i tilloppskanalen till kraftstationens tubintag forutsittes vid ti-
den t =0 vara 1000 m?’/s varefter man pa 15 sekunder minskar
tappningen genom stationen till 100 m> /s. Dérefter halls tapp-
ningen kvar pa denna nivé. Vattenstdndet i reservoaren antages
vara konstant + 114. 00 och oberoende av tappuningen. Vilket vat- -

tenstdnd kommer vi d& att ha i kanalen 60 resp 120 sekunder efter
tappningsédndringens bdrjan. Kanalen fdrutsdttes vara rektanguléir

och ha horisontell botten. Vidare f6rsummas friktionskrafterna.

I fig 7-3 redovisas med hjdlp av den numeriska modellen baserad
pé det modifierade Abbot-schemat berdknade frontprofiler fér nég-
ra olika virden pd Af, Ax och dissipativa faktorn Y. Bakom
fronten erhélles parasitisk vagbildning medan flédet framfér fron-
ten dr helt fritt fran stdrningar. Det {6r utsléckningen av den pa-
rasitiska vagbildningen erforderliga vy -virdet vixer med virdet
pa Courants tal Cr.

Medelnivan bakom fronten synes vara i1 huvudsak obercende av vir-
det p& y och Cr. Vattendjupet bakom fronten (Yz) éverensstdm-
mer med det virde som {6r en plotslig tappningsindring Qy - Ql
kan berdknas ur fdljande samband, vilket f&rutom ovan angivna f6r-

utsétiningar bygger pa antagandet att vdgfrontens form ej dndras
se kap 5. 5,

v o [8BeT, - AT ~
¢ = Vi VAT ALK, - (7.33)

Qy - Qp =cy(Ay - Ay

dédr index 1 betecknar de initiella forhdllandena och ¢, &r fron-
tens hastighet. §, och y, 4&r areornas Al resp A, tyngd-.
punktsavstand rdknat fran vattenytan. Minustecknet hinfdr sig till
det fall att Q, < Ql' Vid rektanguldr sektion, Srl = Y1/2, ?2 =
Y2/2—, A=Y - B, reduceras ekv (7.33} till ekv (6.320). Med in-
17 14.00m, Q =1000m /s, Q, =

100 m®/s, B = 60 m) erhflles ¢, -11.4m/s; Y, - 15.33 m,

gatta aktuella virden (Y

2
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Fig 7-3 Berikning av vattenstandsvariationer i tilloppskanal

till kraftstation vid tappningsreducering.
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Det bor i detta sammanhang pz‘.ipekas‘ att man vid en snabb vatten - -
féring_skéinldring kan erhélla tvd typer av fronter, antingen en bry-

tande‘fro_nt eller en vagformad front (undular mobile jump), se

fig 7-4.
Brytande front
p—— Yy . 7
Y’ i

i raiiiiunrrainirrniy

 Medelnivi X

Mﬁghildning bakom fronten
Fig 7-4 Mojliga typer av frontprofiler vid snabb

vattenforingsandring,

En brytanrde front erhélles om frontens energi dr s& stor att dess
disgipation kréver att fronten bryts. I annat fall sker energi-
d1331pat1onen via utbildandet av Vagor bakom fronten, s k Favre-
végor. Uppskattmngar av dessa vagors utbildande kriver utnytt-
jande av "hégre-ordningens’' teori, dvs hinsyn méiste tas till .
stromlinjernas krékning, se t ex Hangen (1966), Abbot och Rhode-
nius (1972). . ‘

Den med utgéngspunkt fran de eﬁdirnensionella rérelseekvation_erna
erhallna vagbildningen fir ej ses som en simulering av dessa s k
Favre—vﬁgqr. Den kan endast ses som en spegling av den energi-
- digsipation som i verkligheten skulle skett i vagfronten men som
varken differentialekvationerna-eller differensekvationerna &r
konstruerade fér att simulera. Vi omnidmner didrfér dven i det £o1-
jande de av differensschemat genererade sekundara vagorna som
parqsulska. De endim ensmnella rorelseekVationerna kan endast

utnyttjas for beddmning av medelnivan Y, 1 fig 7-4,

2
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Med hjilp av ‘den dissipativa operatorn kan alltsd den eventuella
parasitiska vgbildningens tillvéxt kontrolleras. Eftersom den
utnyttjas s6m ett mellanled i berikningarna &r det programmerings-
tekniskt enkelt att &ndra operatorns utseende och att begrénsa dess

applicering i tid och rum,

Parasitisk vagbildning kan vid utnyttjande av nod-segment sche-
mat dédmpas med hjédlp av den centrerade dissipativa operatorn
eller med hjdlp av vikiningskoefficienten 8. Tyvirr har dock ej
operatorn kunnat ges ndgon for rinder med varierande randvillkor

ldmplig formulering.

Effekten av eti Skat virde pa viktningskoefficienten 8 vid berdkning
av en snabb flédestkning i en rak 1edning med cirkuldr sektion re-

dovisas i fig 7-5.

Tilflode
ills

600 1

400 1

200+ ‘
ol s . Tid i -sekunder.
: 0 12 2 35 48
j Ax=10m
At=6s

55018
i Cr=12-25

Fra11

.,
"

| - . 200m
e :

Figr 7-5 ~ Beridknade vattenstdnd i ledning med cirkulir sektion
vid snabb flédestkning. Redovisade vattenstind avser
férhillandena 36 sekunder efter flddesdkningens start.

For 8 = 0.5 leder berdkningarna redan efter ett par tidsteg till
orimliga virden pa fléden och vattendjup. Den parasitiska vag-

bildningen om&jliggdr férr eller senare satisfiering av randvillko-

ren varvid berdkningen spérar ur.
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iem

Berdknade virden: hetdragen linje
Uppmatta varden ! em. e . xz5m

Fig 7-6

———— = 52.5m
veeeere 2= T5.5m

Jidmférelge mellan berdknade och uppmitta fl16desfdrlopp i ledning med diametern 0.105 m,

lutningen 5 © /o0 och kapaciteten Qpyyy = 63 1/s, Berikningarna dr genomférda med nod-

segment schemat. 06 = 0.5.

€01
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Ifig 7-6 redovisas en jimftrelse mellan ett med nod-segment
schemat beréknat flodesfdrlopp (6 = 0, 5.) och ett experimentellt
uppmiit forlopp (tidigare redovisat ifig 5-7). For att en god -
simulering av den brytande vagfrontens hastighet skall uppnés
krivs smé véirden p4 At och Ax. Stora berdkningssteg ger en

" utflackning av fronten, dock utan att v8gens hojd eller form all-
varligt férvanskas. De parasitiska flédesvariationerna har mycket

liten effekt pad vattenstandsutvecklingen.

7.7 Beridkning av vattensprang.

Det framtagna nod-segment schemat 4r s uppbyggt att det enkelt
kan énpassas till de randvillkor som giller i fall av vattensprang.
Enligt fig 4-9 krévs i detta fall tre randvillkor: vid uppstréms rand
givet fléde och vattensténd, Vid nédstrt‘nms rand givet fldde eller
givet vattenstand, varfér den kompletterande kontinuitetsekvationen

vid randen kan slopas.

I fig 7-7 redovisas en berdkning avseeride vattensprang vid icke
stationdr stréomning i ledning med cirkuldr sektion. Den erhall-
na 16sningen karakteriseras av en "s8gtandad profil' sdvil vad av-
ser vatt endjup som flode, varvid ett lokalt vattendjupsmaximum
motgvaras av ett lokalt flddesmaximum. Denna sagtandade lé')sning-
har ej kunnat dimpas ut med hjilp av en dissipativ operator eller
med hjdlp av vikiningskoefficienten 6, vilket ju visat sig vara maj-
ligt vid berdkningar av snabbt varierande fiddesforlopp. Eit Okat
varde pd 8 har ddremot en ddmpande effekt pa den '"sekundira"
parasitiska vAgbildning som den erh&llna 18sningen eventuellt kan

ge upphov till.

SvAra stabilitetsproblem kan erhillas di vattensprénget befinner
sig nidra uppstroms eller nedstrdms rand och om den sﬁgtandadé
profilen blir sa starkt uttalad att Fr < 1 i ''vigdalarna" och

Fr >1 i''vagtopparna''. Vid valet av randvillkor kan d& flédes-
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Q=02mYs

017 s

0.23mYs

01mYs © Beriknat vattenstind

é-= Q-Tlm m 018 ms

I,=00125
Qg =V 1m¥fs

Ax=25m: At=05min
Ce=6-50

018m¥s

zoum e, ST

3

Pig T-7 Vattenstdnds- och flédesprofiler vid vattensprang
"iledning med cirkuldr sekiion. Nod-segment
schemat. 8 = 0, 5.

situationen feltolkas sd att ett felaktigt randvillkor inféres, vil-

ket snabbt leder till att berikningarna sparar ur.

Skilet till att en ''sdgtandad' 16sning erhdlles med nod-segment

sc'hemat ar kontinuitefcsekvationens differensform, vilken vid sta-
tionirt fléde endast kriaver att Qj+1 = Qj—l'
profil kan saledes dven vid stationdrt tillstdnd satisfiera kontinui-

En’sdgtandad flédes-

tefsekvationen,

En bittre 16sning kan genereras med ett "omvint' nod-segment

schema dér kontinuitetsekvationen formuleras enligt boxschemat
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och rérelsemingdekvationen enligt det centrerade schemat, se fig
6-4. Detta schema ger ett pulserande {6rlopp vilket kan ddmpas.
Tyvarr har det emellertid hitintills ej visat sig mdjligt att formu-
lera randvillkoren sa att stabila berdkningar erhélles med detta

omvinda schema.

Det méste darfor konstateras att det utnyttjade nod-segment
schemat visserligen i princip kan behandla vattensprang men
att icke kontrollerbar instabilitet kan erhéllas di vattenspranget
befinner sig nédra uppstréms eller nedstréms rand. Stabilitets-
problemen minskar dock med vattenspréangets styrka dvs med

vidrdet pa Froudes tal uppstréms vattensprénget,

7.8 Sammanfattning

I detta kapitel har redogjorts for det modifierade Abbot-schema
for implicit numerisk 18sning av rérelseekvationerna och tillhé-
rande dubbelsvepsalgoritm som konstruerats f6r berdkning av

subkritiska flodesférlopp i reglerade vattendrag.

For berikning av flédesférhailandena i delvis eller helt fyllda
ledningar utnyttjas en implicit metod baserad pa det s k nod-
segment schemat. Detta schemas uppbyggnad har 6versiktligt

berirts.

Snabba flédesvariationer medfdr sekundir pafasitisk vaghild-
ning vilken, om den ej ddmpas, kan leda till instabila berdk-
ningar. FErforderlig dimpning kan uppnis med hjilp av en dis-

sipativ operator eller med hjdlp av en s k viktningskoefficient,

Vid 6verging frén superkritisk till subkritisk strémning (vatten-
sprang) kan nod-segment schemat ge icke kontrollerbara insta-

bilitetsfenomen,



3. BERAKNING AV ICKE STATIONARA FLODESFORL.OPP
I REGLERADE VATTENDRAG

8.1 .. Inledning

En flodesvigs fortplantning i ett naturligt vattendrag med varie-
rande geoi’hetri dr givetvis mycket mera komplicerad 4n i en
rekianguldr kanal. Vattendragets tvirsektion har t ex ofta den
form som skisserats i fig 8-1a, varfér den dynamiska vaghas-
tigheten ¢=V + \ng‘f avtar mot strinderna. En sidrnings
fortplantningshastighet dr sdledes stdrst i sektionens mitt vil-
ket vid stigande vattenféring medfsr ett hégre centrumvatten-
stdnd och en lateral utsirdmning mot de grundare omradena

(fig 8-1b). Vid avtagande fléde erhalles det motsatia forhillan-
det {fig 8-1c¢).

De ovan skigserade fl6desbilderna sirider mot de antaganden pa

vilka vi grundat hdrledningen av rérelseekvationerna (se kap 2.1).

Andra faktorer, som vid savil stationdr som icke stationir strém-

ning medfor avvikelser fran férutsittningen att flodet ar endimen-

sionellt, Ar centrifugaleffekter d& vattendraget kréker och virvel-

avlgsningar vid plstsliga variationer i tvirsektionens area. Efter-

som den endimensionella maiematiska modellen fédrsummar inver-

/
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. a) olika vaghastigheter b) lateral utstrémning {ran huvudfaran

vid stigande vattenféring

4

¢t lateral instrdmning mot huvudfaran

vid sjunkande vattenfdring

Fig 8-1 Laterala (tvddimensionella) flédesférhallanden
vid icke stationér strdmning.
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kan av dessa faktorer och pad grund av att vi ej kan férutsiga vilka
felaktigheter dessa medfér, bdr modellen testas mot observerade
flsdesforiopp. Vi mﬁste undersdka om det med hjdlp av lampligt
valda réhetskoefficienter eller genom inférandet av extra energi-
forlusttermer dr mojligt att simulera de verkliga flédes- och

vattenstandsftrhallandena.

Vst i sektion 1

Hq
A
Hpz=a
Hz=b > Vst i sektion 2
Hy"¢C
a>b>¢
Station('al'ft flode

a) Stationirt fléde. Avbdrdningskurvor svarande mot
olika diamningsférhallanden. Sektion 2 dr nedstrdmssektion.

Hq Hy
h A

Fallande Stationart
vst — fibde

Stigande
vst

—»Q4 =01

b) Samband vattenstand-flsde av loop-typ vid icke
stationirt flode.

Fig 8-2 Samband vattenstdnd-fléde vid stationirt och icke
stationédrt flode
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Vid stationidr strdmning utan dimningseffekter dr det mojligt att

for varje sektion i vattendraget uppstélla ett entydigt samband
mellan fldde och vattendjup. Om ddmningseffekter finns maste vi
konstruera en avbdrdningskurva fér varje dimningsniva, vilket kan
ske pa det sitt som skisserats i fig 8-2a. Vi fir alltsa ett samband
avtypen Q = f(Hl’ H,) dar H; och H, &ar vattenstanden i tva skil=

2
da sektioner.

Om flddet varierar kan vi ej konstruera nigon unik avbérdnings-
kurva. For det fall att flédesvariationerna 4r 18ngsamma kan vi
eventuellt anta att avbdrdningskurvan fortfarande 4r av typen

Q :f(Hl, Hz), se t ex Rundgren (1 969_). Vid snabbare variationer
méste vi dock ta hénsyn till att flodet Q, i sektion 1 &r skilt frén
flodet QZ i sektion 2, vilket ger oss samband av formen Q1 =
f(Hl’ I—Iz, QZ) vilka blir praktiski omojliga att konstruera emedan
de blir beroende av flodets variation i tiden. Vid icke stationart
fléde blir sambandet Ql = f(Hz) av loop-typ, ofta med komplex

form, se fig 8-2.

Under arens lopp har ett mycket stort antal berikningsmetoder ba-
serade pa forenklade rérelseekvationer utvecklats (t ex genom f6r-
summande av en eller flera accelerationstermer, linearisering el-
ler forsummande av friktionstermen), se Miller och Cunge (1975).
Den mest kinda &r den pé kontinuitetsekvationen baserade Musking-
um-metoden, se &ven Chow (1959) och Cunge (1969).

Allmint sett ger anvindandet av de fullstindiga rérelseekvationerna
sikrare resultat in de férenklade metoderna, Framfér allt &r ma-
tematiska modeller baserade pa de fullstéindi'ga ekvationerna mera
generella och ldttare att anpassa till olika typer av problemstill-
ningar. Forenklade metoder kan dock i manga fall fortfarande vara
att foredraga vid t ex ldngsamt varierande fléden p& grund av lipre
beridkningskostnader. Tendensen synes dock vara den att utveck-
lingen gdr mot ett allt stdrre utnyttjande av de fullstindiga ekvatio-
nerna allt eftersom dokumentationen rérande 18sningsmetoder och
berdkningsresultat vixer, En stor andel i denna utveckling har den
tkade tillgﬁngen pé snabba datorer med stor minneskapacitet.
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8.2 Malsittning med den utvecklade matematiska modellen,

M4élsédttningen med den matematiska modellen, applicerad pa reg-
lerade vattendrag vid subkritisk stromning, dr att fér givna tapp-
ningsfb‘rhﬁllanden vid uppstrdms och nedstréms kraftstation kunna
berdkna vattenstinds- och flsdesvariationer léngé vattendraget

‘mellan de tv8 stationerna.

Enligt denna malséttning &r alitsd randvillkoren Qupp =Qupp(t);
Qned :Qned(t)' Aven andra randvillkor kan dock hanteras t ex

Qupp “Pupp
stréms kraftstation kunna berikna erforderlig tappning vid ned-

(t) och Hnedaned(t) for att vid given tappning i upp-

stréoms station f&r att ddr hélla konstant vattenstidnd, Byte av
nedstroms randvillkor kan ske under berdkningens ging, Vidare
tillates lateralt tilifléde mellan stationerna. Modellen kan i sin
nuvarande utformning ej behandla #lvstrickor med ''shuntledning"
(loop), se fig 8-3a. Dubbelsveps-algoritmen kan dock anpassas
dven till detta berikningsfall. Svérigheter har emellertid tillststt
vad avser den numeriska precisionen varfér den framtagna algorit-
men dnnu ej Ar praktiskt anvindbar (krdver berdkning med s k dub-
bel precision innebédrande hdg berikningskostnad och stort minnes-
behov). '

a) b}

Fig 8-3 a} Alvstréckning med "loop"

b) Konvergerande flodsystem

En anpassning av modellen fér berikning av ett trddformat (kon- |
vergerande) dlv- eller kanalsystem, fig 8-3b, erbjuder inga prin-
cipiella svirigheter. Den hirfér erforderliga tekniken utnyttjas

vid beridkning av flédesforlopp i ledningssystem, se kap 9.
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8.3 . Geometriska indata

Den finita differenstekniken kr#ver att vaitendraget indelas i seg-
ment genom val av beridkningspunkier. Det hir utnyttjade diffe-
rensschemat. tsrutsitter en indelning i H-punkter och @Q-punkter
ddr H-punkierna bér vilias s att sektionen varierar mdjligast
likformigt mellan dessa punkter, se fig 8-4. Q-punkterna pla-

cerasg didrefter automatiskt mitt emellan H-punkterna.

Vik

H
y7. %7 e H
: t AL
|
/7! ek m e m+2
¥y OEmei® AXmm

Fig 8-4 Val av berédkningspunkter. Sektionsdata ges
endast i H-punkterna.

1 H-punkterna ifabelleras f6r varje bryipunkt sektionsbredderna
by och b2 enligt fig 8-5, sd att arean A och hydrauliska radien
R kan beriknas for varje vattenniva under det aktuella flodes-
forloppet. Ur berikningskostnadssynpunkt kunde det méjligen
vara gynnsammare att dven tabellera A och R och ta fram

mellanliggande viirden genom interpolering.

b
f

Fig 8-5 Geometrisk representation av tvirsektionen. Bryt-
' punkternas nivaer relateras till akiuellt héjdsystem,
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Vikar, avsntrda sjdar m m betraktas som enbart magasinsvolymer
och hénféres till nirmast liggande H-punkt. Om vattendraget de-
las upp i en huvudfdra och en sidofira av en mindre bank eller &,

behandlas dessa som en sammansatt sektion, se ekv (8.6).

8.4 Berdkning av friktionstermen If

Vattendragets hydrauliska kapacitet beskrivs av friktionstutning-

en If, vilken allmint formulerad kan skrivas
_ 2
. =QlQ| /K | (8.1)

dir K &r den aktuella sektionens transportfaktor {(eng. conveyance

factor). Om vi utnyttjar Mannings formel

Q= wmar 23| V2 ] (8.2)

dir M &r Mannings tal (eller Stricklers koefficient) erhilles

transportfaktorn till

K = MARZ2/3 | (8.3)

Under forutséittning av en bred rektanguldr kanal med likformigt
fordelad skdrspidnning ldngs bottnen kan WMannings tal vid turbu-
lent stromning visas vara en funktion av bottnens ekvivalenta
sandrdhet k enligt, se t ex Engelund (1964),

M = 25.4/k176 [iml/s/s} (8. 4)

o1

b < R/k < 340.

I ett naturligt vattendrag dr forutsitiningen om likformigt férde-
lad skirspénning aldrig uppfylld varfér Mannings tal, definierat
av ekv (8.2), ej blir en entydig funktion av bottnens rdhet. Genom
att forutsitta att hastighetsférdelningen i varje vertikal féljer en
logaritmisk lag har emellertid Engelund (1964) visat att man genom

att byta den hydrauliska radien R mot en motstdndsradie R-}i
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B
@=§ I y3/2dz; (8.5}
o}

kan aterféra Mannings.tal till att vara en funktion av enbart bott-
nens rahet., I ekv (8.5) &r y det lokala vattendjupet i tvirsektio-

nen pa avstdndet z fran ena stranden.

Man kan diskutera om det &r motiverat att for ett naturligt vatten- -
drag komplicera beridkningarna genom att inféra R}E.l) Forutsatt-
ningarna for att vi skall kunna bestdmma Mannings tal med ut-
gangspunkt frin en definierad sandrahet k #r mycket smi. De
totala f6rlusterna lings ett vattendrag utgdres dels av s k rena
friktionsférluster (Mannings férluster), dels av tilldggsforiuster
pd grund av variationer i sektionsarean lings vattendraget, kro-
kar m m. Det dr givetvig dnskvirt att man om mojligt separerar
dessa olika typer av férluster. Den aktuella modellen medger
emellertid ej ett sidant férfarande. Modellens uppbyggnad férut-
sdtter alltsd i sin nuvarande utformning att man, med utgdngs-
punkt fran observerade flédesfsrhallanden, kan bestimma ett var-
de pd Mannings tal, som tar hinsyn till dels normala friktionsfor-
luster, dels tilliggsfsrluster av vad slag de vara ménde. En si-
dan bestidmning bor ju vara mdjlig f6r ett reglerat vattendrag, dir
vattenstdnden oftast uppvisar en relativt blygsam variation och s-
ledes bade friktionsférliuster och tillaggsférluster i huvudsak &r
proportionella mot kvadraten pa strémningshastigheten,

I de fall da vattendraget delas upp i en huvudfira och sidofira at-
skilda av en mindre bank eller 6, behandlas dessa som en samman-
satt tvirsektion, dvs transporifaktorn erhilles som summa av hu-

vudfirans och sidofidrans K-virden,

K (8.6)

total - Fhuvudtira T Feidofira

Som framgatt av diskussionen finns méanga mojligheter till utveck-
ling och eventuellf ockséd f6renkling av modellen vad avser berik-
ningen av transportfaktorn K. Den stérsta nackdelen med den
nuvarande utformningen &r att mﬁn har svirt att forutséga effek-
ten av t ex en vidgning av en trang sektion. For att en tillférlitlig
prognos skall kunna gdras krédvs en separering av friktions- och

tillaggsforluster.

1) Okad berikningskostnad.
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8.5 Ber#kning av initiella vattenstdnd

F&r att berdkningen skall kunna startas krivs som begynnelse-
villkor att vattenst&nd och vattenféring 4r givna i varje berik-
ningssektion. I modellen ber#knas vattenstdnden utifrén forut-
sittningen att flédet &r stationfirt och att vattenstindet vid ned-
stréms rand idr givet (modellen avser ju enbart subkritiska fér-
héllanden). Ber#kningen sker stegvis i uppsiréms riktning sek-
tion fér sektion pa géngse sitt genom iterering baserad pa rorel-

seekvationerna for stationir, gradvis varierande strémning (B = 1)

9 oH (8.7
ox (A) T Eb gy T - ehlps

Som kommer att framgad av kap 8.6 dor effekten av initiella data
snabbt ut om som uppstréms randvillkor utnyttjas Q=Qupp(t) och
som nedstréms randvillkor H = Hned(t). Det dr saledes ej néd-
vindigt att genom méitningar skaffa sig initiella data l4dngs dlven
for ett tidsberoende forlopp. De beridknade virdena kommer ef-
ter viss ber#kningstid att anpassa sig till det verkliga férloppet

oberoende av vilka initiella data som givits,

8.6 Kalibrering och test av den matematiska modellen

Vid Statens Vattenfallsverks vattenbyggnadslaboratorium i Alv-

karleby har byggts en fysikalisk modell av den 61 km l8nga #lv-

strickan i Lule dlven mellan kraftstationerna l.axede och Vitt-
_______ jdrv, fig 8-6. Av utrymmesskil har modellen utformats som
en spiral. De prickade avsnitten i figuren utgérs av adlvstridckor
vilka i modellen har en annan krékning &n i prototypen. Som
framgar av de angivna modellskalorna ér modellen forstalld.
Med hjilp av speciella rahetselement har modellen kalibrerats
sa att i prototypen uppmitta vattenstind kunnat reproduceras

vid stationdra vattenféringar, se tabell 8-1.
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Avst. Vattenstind i m 8 h vid angiven konstant vattenféring

fran

Laxede | 450 m°/e 595 m° /s 680 m°/s 1000 m®/ s

i . il ,
m A B C A B C A B C B C

Edefors 1.2 |19.97]119.99| 18.97|[ 20.25| 20.22 20,25 20.39]20.42{20, 41 £20. 982G, 98
Abacka 7.0 19.94|19.83] 19.84)| 26.20( 20.18} 20.20]|/20.3420.36(20.35 [20.90{206.90
Harads 15,'?6 19.82 | 19.82] 19.82{ 20.03| 20.02} 20.05]{20.15{20.20/206.18 {20,701 20,70
Svartlad 30.3 19.65119.67| 19.65(119.79; 19.80¢{ 19.81]/19,.88119.91(19.91 §20.33{20.33
Brediker | 45.0 119.61(19.59| 19.61|{19.73]19.70] 19.73((19.80]19,80(19.81 §{20.1420.14
Hednoret | 58,6 19.52|19.52( 19.52}19.60| 18.60{ 19.60|(19.66[19.66(19,66 §19.93119.83
Vittjarv 61.2 19,40(19.40] 19.40419.40| 19.40( 19,40((19.40119,.40|198.4019.45{19.45

Tabell 8-1 Striackan lLaxede - Vittjarv i Lule &dlv, Vatten-
stind vid konstant vattenféring i prototyp (A),
laboratoriemodell {B) och matematisk modell (C).
Nigra prototypsdata fér vattenfdringen 1000 m?3 /s
finns ej. Den matematiska modellen har li;)alibrerats
mot dels prototypsftrhéllanden vid 450 m és, dels i
modellen uppmitta vattenstand vid 1000 m3/s,

I den matematiska modellen utnyttjas 194 stycken II-punkter

{Ax =150 m) for vilka erforderliga sektionsparametrar tabelle-

rats utifrin de geometriska data gom anvénts vid konstruktionen

av laboratoriemodellen. Som framgar av fig 8-6 kompliceras
salvens geoemtri av dar, vikar och avsnérda sjoar, vilka 1 model-
len beaktats pa det sitt som skisserats i kap 8.2. Aven Kusan,
strax uppstréms Vittjairv, har sdlunda behandlats som en sido-
sektion till huvudfiran. F&r Kusin anges ett flode av ca 30 m3/s

vid en tappning av 450 ms/s, varfér dess effekt pa flédesférloppet

torde vara relativt ringa. N&gon méjlighet att beakta in- och ut-

strémningsférhallandena till sjén Hedavan finns tyvidrr ej. Aven
denna sjo har approximerats som ett till dlven direkt knutet maga-
sin med samma vattenstidnd som #lven. Ej heller i laboratorie-
modellen har en inkalibrering kunnat ske av Kusan eller ut- och

ingtrémningen till Hedavan.

Kalibreringen av den matematiska modellen tillgidr s att man som
f6rsta approximation antar att vattenstandet varierar linjirt mellan
kalibreringspunkterna varvid ett Mannings tal kan 1¢sas {f6r varje
sadan delstricka. Denna procedur genomféres for varje kalibre-

ringsvattenforing. De funna virdena pa Mannings tal kopplas till
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Lingd 1:400, Djup 1:80, Tastighet 1:9, Tid 1:44,7
Volym 1:286 000 o

Beteckningar

Modelldel med artificiell krdkning
® Maitpunkt

Fig 8-6 Statens Vattenfallsverks vattenbyggnadslaboratorium.,
Fysikalisk modell av den 61 km langa &lvstrickan
mellan kraftstationerna I.axede och Vittjadrv i Lule &lv,
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vattenytans medelniva fér resp delstricka och vattenféring s8 att
ett stegvis linjéirt samband erhilles mellan Mannings tal och vat-
tenstdndet. De uppstilida sambanden testas direfter med hjéalp av
en 'steg\'ris berdkning av vattenstinden frin nedre till svre randen.

1 'Aailmﬁnhet erhilles di en liten differens mellan de berdknade och
uppmitta kalibrefihgsPunkterna pa grund av att det tidigare gjorda
antagandet om linjir variation av vattenstdndet ej var uppfyllt. Viss
mindre justering av de antagna virdena pa Mannings tal kan dirfsr
bli efforderlig.

1 det aktuella fallet har den matematiska modellen inkalibrerats
mot dels de i prototypen uppmiitta vattenstdnden for vattenforingen
450 mB/s, dels de i laboratoriemodellen for 1000 ms/s. Hirvid
erholls for de sex delstrickorna de virden pd Mannings tal som re-
dovisas i tabell 8-2. "

| Q - 450 m°/s Q = 1000 m°/s
belstrﬁcka W M- Vattenytans M-
imedelniva virde | medelniva virde
m & h mbh
Laxede-Abacka 19,96 46 20, 94 49
Abacka-Harads | 19,88 35 20, 80 39
Harads-Svartla 19.74 29 - 20,561 31
Svartla-Bredaker 19.63 27 20.23 27
Brediker-Hednoretl 19.55 21 20,03 27
Hednoret-Vittjary | 19.46 14 19.69 14

Tabell 8-2 Vid kalibrering mot i grototyp (450 ms/s) och
fysisk modell (1000 m" /s) uppmitta vattenstdnd
erhilina virden pd Mannings tal M. .

(Med hénsyn till de stora variationerna i virdena bdr det kanske
annu en ging papekas att M-virdet 4r en funktion av dels bottnens
rdhet, dels tilldggsférluster pa grund av olikformig géome{:ri).
Utifran dé s& erhillna virdena och under antagande av en ratlinjig

variation i M-virdet med vattendjupet beriknades direfter vatten-
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stdnden vid ﬂfjc.iena.5_‘95 resp 680 m3/s, tabell 8-1. Overensstim-
melsen med i prototypen och laboratoriemodellen uppmaétta virden
vigade sig d4 vara s& god att ndgon direkt kalibrering ej ansidgs néd-
vindig f6r dessa fldden. Det kan tilliggas att fortvarighetstillstand
troligen ej erhallits i pr.otﬁtypen vid vattenfdringen 680 ms/s. De

angivna vattenstinden bedomes motsvara ett ndgot ligre flade.

Det ar givetvis dnskvirt att den mot stationira {eller kvasistationi-
ra) férhéllanden m a p Mannings tal inkalibrerade modellen testas
mot ett uppmitt icke stationdrt férlopp i o'ch f6ér kontroll av att mo-
dellens dynamiska egenskaper 6verensstimmer med prototypens.
Resultatet av en sadan test redovisas i fig 8-7.. Tappningen i Laxe-
de f5ljde d& den i figuren angivna kurvan medan nedstréms rand-
villkor utgjordes av konstant vattenstand (+ 19.40 m) i Vittjarv.
Overensstimmelsen mellan de i prototypen uppmiétta och de ber#ik-
nade vattenstanden d&r som framgdr mycket god. Den stdrsta av-
vikelsen har erh8llits i punkten Svartld, vilket dr férklarligt med
hinsyn till att Svartld &r den enda kalibreringspunkten p& det 3 km
langa avsnittet Harads-Bredaker. Kalibreringen blir givetvis bitt-
re ju fler kalibreringspunkter det finns att tillgd. Dessa bér dess-
utom vara si utplacerade att avsnitt med stora friktionsfdrluster
kan separeras frén sddana med sma férluster, varigenom en mera

nyanserad bild erhélles av friktionsférhallandena.

De i laboratoriemodellen erhéllna vattenstidnden uppvisar nigot stsr-
re avvikelse 4n de beriknade, Overensstimmelsen maste dock dven
1 detta fall betecknas som mycket god med hinsyn till de rent m#t-
tekniska svirigheter som ir férknippade med arbetet i en sidan li-
ten geometrisk skala och tidsskala. Med héjdskalan 1:80 rﬁotsva~
rar“ju 10 em Vattenstﬁnd.sdifferens i pro’totypen endast 1.25 mm i
modellen. Om h#nsyn tas till inverkan av den menisk som maste
erhallas kring en i vattnet st3ende nivigivare (f6r 18g niva vid sti-
gande vattenstdnd, fo6r hég niva vid fallande vattenstind) blir 6ve-

rensstimmelsen i huvudsak som f5r den matematiska modellen.

Den redovisade beridkningen har genomférts med varierande tids-
steg, 2 min under 20 min efter stérre tappningsindring, 10 till
20 min under resten av férloppet, inneb4rande Courant-tal (me-

delvirde for delstrickorna) av storleksordningen 6< Cr< 50,
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Fig 8-7 Alvstriackan Laxede - Vittjirv (61, 2 km) i Luledlv: .
Ber#dknade och uppmitta vattenstand f6r angiven tappning
i Laxede och konstant vattenstdnd +19. 40 m vid Vittjarv.
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Flsdeshastigheterna (medelhastigheterna Q/A) var for @ = 600 ms/s
mindre &n 0.5 m/s. Strémningsférhallandena ir utpriglat subkritiska

med virden pd Froudes tal<0,1.

I avsikt att ska minska beridkningskostnaderna har #dven konstruerats
en modell dir rérelseekvationerna approximeras utifrjﬁn dubblerade
langdsteg. Dock approximeras vattenlinjearean i kontinuitetsekvatio-
nen med utgdngspunkt frédn alla givna H-punkter, fsr att uppskatt-
ningen av magasinerad vattenvolym, vilket 4r mycket visentligt vid
regleringsberikningar, ej skulle bli behiiftad med alltfér stora fel.
Dec med denna modell genomfsdrda berikningarna (berékningskost-
naderna reducerades med 40 % vid bibehdllna tidsteg), gav vatten-
st&nd som endast marginellt (< 1 cm) avvek fran de tidigare erhall-
na. Dessutom visade sig denna modell ge ett ligre magasinerings-
fel (nettotillrinning - per tidsenhet magasinerad volym). Det for
strickan Laxede-Vittjirv erhallna magasineringsfelet motsvarade

en tillrinning (eller utflsde)=1 m°/s. Vid de berdkningar som for
Statens Vattenfalls ridkning utforts pd andra slvstrickor har dirfér

denna modellversion utnyttjats.

I fig 8-8 redovisas resultatet frin en testberikning avseende &lv-
strickan mellan kraftstatiorierna Porsi och Laxede (26 km) utford -
med den fdrenkiade modellversionen med ett berdkningssteg av i
‘medeltal 300 m. Modellen har f5rst inkalibrerats mot ett vid ett.
annat tilifalle uppmitt flddesfsrlopp varefter de dirvid erhdllna
virdena p8 Mannings tal utnyttjats fér den redovisade berikningen. "
Vid berikningens start 75-10-11,k1, 21.30, var férhallandena kva-
sistationira med en vattenféring pa ca 400 mS/s. Som begynnelse-
villkor valdes dirfsr en stationidr vattenféring av 406 ms/s. Iér
att fldden och vattenstand lidngs dlven skulle 3 mojlighet att stilla
in sig pd korrekta virden utnyttjades fram till 75-10-12,kl. 05.00,
det vid Laxede uppmitta vattenstdndet som nedstréms randvilikor
medan dvre randvillkoret under hela férloppet var den i Porsi an-
givna tappningen., Att vattenstinden efter en viss ber#kningstid
verkligen anpassar sig till de uppmaitta, oavsett de antagna utgangs-
virdena, framgar av den prickade linjen f6r Porsi avloppskanal
erhillen vid en berikning som utgatt frin en initiell vattenféring
om 600 rn3/s. Det ir siledes ej nodvindigt att fér en kalibrering

av modellen uinyttja stationira forhallanden, dven om detta givet-
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vis fdrenklar bestimningen av Mannings tal. Effekten av de initi-

ella virdena dor saledes snabbt ut.

Som framglr av fig 8-8 har en mycket god 6verensstimmelse er-
hallits mellan uppmétta och beriknade vattensténd efter kI 05. 00,
75-10-12, da nedstréms randvillkor &ndrades till given tappning

i Laxede. Det 4r intressant att notera hur vil modellen aterger
den respons somn en tappningsidndring i Porsi ger 1 timme senare

i Laxede. Till bilden hor att dlven ca 2 km uppstréms lL.axede gor
en mycket skai‘p krok innebéirande att kalibreringen for dessa 2 km
gav ett Manninés tal om endast M =13 medan det f6r Ovriga delar

av dlven dr M = 25-30.

... Fo6r Porsi avloppskanal har berikningen vid tappningsminskningar
givet svangningsférlopp med stérre amplitud 4n de som uppmitts,
medan dverensstimmelsen vid tappningsdkningar 4r mycket god.
Det kan noteras att tillgingliga tappningsprotokoll och kérorder i
vissa fall endast tilldter en relativt schematisk rekonstruktion av

tappningsférloppen utifrén angivna timmedelvirden.

Berikningarna i fig 8-8 har genomférts med varierande tidsteg -
(5 min < At < 20 min) innebirande Couranttal av storleksordning-
en 5 < Cr < 30,

8.7 Prognos av vattenstindsvariationer

I L.ule dlv planeras en effektutbyggnad vid de redan existerande
kraftverken vilken, om den ‘génomffjres, kommer att innebira
stérre och snabbare vattensténds- och vattenféringsvariationer

in de som erhalles vid nuvarande tappningsférhélianden. Tyvirr
medger €] av vattendomstolen faststidllda féreskrifter att provtapp-
- ningar enligt planerade tappningsschema genomféres. Plrognoser
miste dirfér utarbetas med hjdlp av matematiska eller fysikaliska

modeller.

Malsédttningen med den tidigare beskrivna laboratoriemodellen var
att med utgdngspunkt fran g.‘ivna‘ diamnings - ochk‘_séihknipgsﬁi\;ﬁef vid
Vittjdrv, DG = + 19.50 m,” SG = +19.°00 m, ‘undersdka mo&jligheten
att genomféra olika planerade tappningsalternativ vid Laxede. Ett

av dessa studerade alternativ redovisas i fig 8-9.
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Fig 8-9 Alvstrickan Laxede - Vittjirv (61,2 km) i Lule #lv:
Berdknade och i laboratoriemodell uppmaitta vatten-
stand fér angivna tappningar i Laxede och Vittjarv,
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Som framgdr av figurerna 4r vattenstindet vid Vittjirv mycket
kinsligt for tappningséndringar. Vidare fann man att en fasfor-
skjutning erfordras mellan tappningséndringarna i Laxede och

i Vittjarv for att vattensténdet vid Vittjarv ej skall éver- eller

underskrida de angivha grénserna. Till férutséttningarna hér

dessutom att utbyggnadsvattenfdringen 680 m> /8 vid Vittjary
ej bir &verskridas.

Den matematiska modellen ger {6r de angivna tappningarna nagot
stérre vattenstdndsvariationer &n laboratoriemodellen, fig 8-9.
Overensstimmelsen maste dock sigas vara god med hingyn till
dels de m#ttekniska svarigheterna, dels svirigheten att helt kor-
rekt kalibrera den matematiska modellen. Det studerade idlvav-
snittet har ju en mycket komplicerad geometri. Vidare har en
kalibrering ej kunnat ske vid vattenstand ldgre &n + 19,40 m vid
Vittjarv. En viss os#kerhet kommer alltid att vidldda ber#dknings-
resultat avseende f6rlopp som gar utanfér de vattenférings- och

vattenstandsintervall inom vilket modellen kunnat kalibreras.

8.8 Sammanfattning

Den konstruerade matematiska modellen har visat sig vil kunna
simulera uppmdétta flédesforlopp, dven f6r geometriskt sett komp-
licerade &lvfaror. For att modellen skall kunna ge en god prog-
nog av vattensténdsutvecklingen fér ett planerat tappningsfdrfaran-
de krivs att modellen kalibreras (bestdmning av Mannings tal {&r

olika delstrickor) mot uppmitia vattenstandsvariationer.
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9. BERAKNING AV FLODESFORLOPP I DAGVATTENSYSTEM

9.1 Olika typer av modeller.

Flodesforloppet i ett system av dagvattenledningar under etl regntill-
fdlle &4r mycket mera komplext in de forlopp vi studerat och beridk-
nat i kap 8. En generell berdkningsmodell maste kunna behandla ] -

jande typer av icke-stationdra flddessituationer:

subkritiskt (strommande } flode
superkritiskt (strakande) flsde

sverging frén subkritiskt till superkritiskt flode
(kritisk sektion) '

overgdng fran superkritiskt till subkritiskt flsde
(vattenspréang)

alternerande delvis fylid och helt fylld ledning

Med h#insyn till denna komplexitet &r det inte anmirkningsvirt att det
forst under senare ar gjorts forsodk att ta fram mera fullsténdiga f16-
desmodeller. N&gra modeller, som kan behandla alla ovan upprik-

nade flédessituationer och &r generellt tillimpbara, finns dock #nnu ej.

Existerande flodesmodeller applicerbara pd dagvattensystem kan

indelas i tvad grupper:

A-modeller, ivilka flddesf6rioppet beriknas under be-

aktande av eventuella dimningseffekter fran nedstréms

liggande ledningar,

B-modelle-r, i vilka fl6desfdrloppet berdknas utan be-

aktande av ddmningseffekter.

A-modellerna bygger pd en samtidig 16sning vid varje tidssteg av

kontinuitets- och rorelseméngdekvationerna for alla i systemet
ingdende ledningar. I knutpunkterna beskrivs ﬂ&des— och vatten-
stdndsférhallandena av dels en kontinuitetsekvation, dels olika villkor
som avgdr om flgden och vattendjup i inkommande ledningar &r be-
roende eller ej av vattennivan i knutpunkten. Flédesmodeller av

denna typ &r de ledningsnitrutiner som ingdr it ex
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HVM-modellen, se Klym, Koéniger, Mevius och
Vogel (1972} {(Dorsch Congult, Minchen)

WRE-modellen, se Shubinski och Roesner (1973)
och Kibler, Mehler, Muhlbauer, Shubinsgki och
Stoffman (1974)

De tv8 angivna modellerna behandlar férutom flsdesfsrloppet i
" ledningssystemet aven de vriga momenten i dagvattnets avrinning
under ett nederbdrdstillfille (infiltration, ytmagasinering, yt-

avrinning m m)

B-modeller 4r de ledningsnitrutiner som ingir i avrinnings-

modeller'na'

NIVA-modellen, se Lindholm (1974 och 1975)

FEPA (SWMM), se Lager, Pyatt och Shubinski (1871)
UCUR, se Papadakis och Preul {1972), Arnell (1976)
RRL-metoden, se Terstriep och Stall (1969)

Vidare ir den s k retardationsmetoden och den "kinematiska

végen' att hdnféra till typ B-modellerna.

I typ B-modellerna beriknas flt‘)desfﬁrioppet f6r varje ledning un-

)

i inkommande ledningar férutsittes alltsd vara oberoende av vatten-

der antagande av fritt utlopp 1 i ledningens nedre dndpunkt, Floédet
nivan i knutpunkten. Fér knutpunkten erfordras enbart en kontinui-
tetsbetraktelse, (inkommande flsde = utgaende flsde). Dimnings-
effekten frin en Sverbelastad nedstréms liggande ledning beaktas
saledes ej. ¥6rdelen med typ B-modellerna ir att de &r mindre
komplicerade och billigare att anvéinda &n typ A-modellerna och

att de for givna tillfléden mdjliggdér en dimensionering av lednings-

systemet med start med uppstréms ledningar.

Inom ramen fér det hir aktuella forskningsprojektet 'Dagvatten-

avledning - flédesmodeller' har utvecklats tvd modeller

DAGVL-A: typ A-modell {implicit differénslb‘sning
vid varje tidssteg av linjariserade roérelseekvationer
och knutpunktsrelationer fér alla i systemet ingdende

ledningar)

1) Ingen dimmande nedstrémsvattenyta.
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DAGVL-B: typ B-modell {implicit differenslésning
vid varje tidsteg av linjariserade rérelseekvationer
under antagande av fritt utlopp for varje lednings
nedstrémspunkt. Modellen skiljer sig fr&n DAGVL-A
enbart genom att dimningseffekter ej beaktas).

De tvd modellerna dr f6r narvarande inbyggda i samma program-
paket vilket innebér att godiyckligt valda delar av ett ledningsnit
kan beriknas enligt typ B-modellens fsrutsittningar och resten
av néitet enligt typ A-modellens. *

Med ledningsnit férstds i det f61ljande ett system av 1ednin§ar och
brunnar (knutpunkter), En ledning sammanbinder tvd brunnar och

férutséttes ha konstant diameter och konstant lutning,

Tillflode
kan ske: _ .
i brunn och/eller direkt

till ledning

Ledning

{knutpunkt)

Utlopp

Fig 9-1 Konvergerande ledningsnit (ledningssystem)

Tillrinningen till ledningsnitet férutsidttes kunna ske dels via
brunnarna, dels via direkt pa ledningarna {(huvudledningarna)

kopplade servisledningar.

Endast konvergerande ledningsnéif behandlas.

Oavsett typen av berdkningsmeodell erfordras kdnnedom om frik-
tionslutningens If storlek, dvs friktionskrafternas storlek, se
kap 2.5. Vid strémning i delvis fylld cirkulidr sektion sker be-
rikningen av If med férdel med utgingspunkt fran en s k fyil-
nadsgradfunktio_n, vilken definieras i kap 9. 2.
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I typ B~-modellerna ir ett kontinuitetsvillkor det enda erforder-
liga knutpunktssambandet. I typ A-modellerna krivs diremot
knutpunktssamband som definierar de situationer under vilka
vattenstandet i utgiende ledning 4r s hogt att det dimmer upp
vattenytan i inkommande ledningar., Formuleringen av dessa

- samband diskuteras i kap 9. 3.

P4 grund av att man i typ B-modellerna ej beaktar dimnings-
effekter kan dessa modeller byggas pa starkt forenklade rorel-
seekvationer, Flera av de tidigare uppriknade modellerna byg-
ger sdledes pd den kinematiska vagteorin. Eftersom typ B-
modellerna dr de som hitintills kommit mest till anvindning dis-
kuteras dessa relativt utfé_rligt i de f6ljande kapitlen 9.4 - 9.8,
D4refter genomféres i kap 9.9 jimférande berdkningar med de
beskrivna typ B-modellerna. Ber#kningarna avser flodesférlopp
i en enkel rak ledning. Som referens utnyitjas DAGVL-B:s
"exakta' 16sning. 1)
NAgra berikningar med HVM- och WRE-modellerna har ej kun-
nat genomféras pa grund av att datorprogrammen ej finns till-
géngliga. Modellernas uppbyggnad beskrivs emellertid kort-
fattat 1 kap 9.10, '

Typ A-modellen DAGVL-A, vilken bygger pa samma typ av

impl_icit differenslésning som DAGVL-B, presenteras i kap 9.11.

Slutligen redovisas i kap 9.12 jimférande berékningar mellan
DAGVL-A och olika typ B-modeller fér ett hypotetiskt lednings-~ -

system.

9.2 Friktionslutningen I,

Friktionslutningen If vid delvis fylld ledningssektion kan upp-

skattas med hjdlp av Mannings formel

I = QUQ (9.1)
17 2. Al . Re/3

1} Overensstimmer vid enkel rak ledning och fritt utlopp med
DAGVL-A:s 16sning.
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dar Q &r flosdet, M &r Mannings tal, A #r vita arean och R
dr hydrauliska radien. Ledningens kapacitet vid helt fylld led-

ning definieras av sambandet 1)
2/3 (1/2
A Remt ' I (9.2)

QUpgg = Meart * Srunl

dar index "full" hanfér sig till helt fylld sektion och I &r led-

ningens lutning.

Vid likformig strémning (If =1)ochom M é&r en funktion av
fylinadsgraden Y/d enbart kan vi skriva relativa flédet Q/qull
som en entydig funktion av Y/d,

Q _ wm-.a.r%*°®

q R B .
futl  Meyy “ Apgy R

77T " F(Y/d); (11 (9. 3)
full

Funktionen F(Y/d) bensdmner vii det f8ljande fylinadsgradfunktion.
Om vi infér denna funktion i ekv (9. 1) erhalles

- Qlal -alql, 0

_ ; . 4)
£ A 2/, 252 7 (9.4
[Mpgy A Ry - B/ Qg {mov/a)]
qull kan som ovan beriknas ur Mannings formel. I Sverige ut-
nyttjas dock vanligen Darcy-Weisbach formel (allménna friktions-
formeln)
2 ,
T - |
IO = . 5 s (9.5)
e 28Ag) -

Friktionskoefficienten { f&r helt fylld cirkulér sektion beriknas

da enligt Colebrooks formel

k
l—=-210g( s 4251

T 3.71d ReVf

) . (9. 6)

dir d &r sektionens diameter, ks dr ledningens ekvivalenta
sandrihet och Re &r Reynolds tal Vd/v dir V &r vaitinets me-
delhastighet och v &r dess kinematiska viskositet. '

1} Vi férutsitter i det foljande att Io> 0. Diskussionen kan dock
enkelt generaliseras till att gédlla dven for Ios Q.
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Den mot konstant M-védrde svarande fyllnadsgradfunktionen for
cirkular sektion redovisas i fig 9-2 (betecknad "Teoretisk').
Enligt.den‘na funktion har sektionen sitt kapacitetsmaximum vid
relativa fyllnadshdjden Y/D = 0.94. Denna "'6verkapacitet'” bor
emellertid e} utnyttjas vid praktisk dimensionering emedan en dim-

‘ning éver motsvarande fyllnadsgrad leder till en kapacitetsminskning.

M/Mgqil
0 0.2 Q4 06 o8 1.0 1.2
1.0 T Y Y
z \\
/
Yid /
e
08 ] 4
08 { Bretting
04 4 _ MMt
enligt
USA - kurvan
A\l modeilrir
021 uppriitta relativa
fyiinadshijder
0l + } 4 t e
0 0.2 04 06 - 08 1.0 12

Q/Q gyl

Fig 9-2. Alternativa fyllnadsgradfunktioner Q/Qf 1=F(Y/d)
f5r cirkulir sektion med diametern d. '3

1 USA rekommenderas pa basis av experimentella undersdkningar
den i fig 9-2 med "USA'" betecknade funktionen, se t ex Metcalf
och Eddy, Inc. (1872). Som framgir motsvarar USA-kurvan en

relativt stor variation i M-virdet med Y/d.

I Sverige rekommenderas den av Bretting (1960) féreslagna funk-

tionen

%ru - 0.46 - 0.5 cos (r¥/d) + 0.04 cos (2rY/a) ;. (9.7)

u

vilken ej har nigon maximipunkt men som for ovrigt avviker mycket

litet fran "USA''-kurvan.
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I figuren har &ven inlagts i ett modellrdr uppmitta relativa
vattendjup (85 m ldngt plastrér med diametern d = 0, 105 m,
lutningen I = 5%bo ~och fulla kapaciteten Q, ; = 6.31/s mot-
svarande en ekvivalent sandrahet av 0.1 mm). Det férhéllandet
att de f6r den experimeﬁtella anordningen erhélina virdena fal-
ler p& kurvan "Teoretisk' bér ej tas som intakt for att denna,
kurva skulle vara generellt sett mera tillamplig &n 6vriga redo-
visade kurvor. WMed hinsyn till den osikerhet som alltid maste
vidlada beddmningen av en dagvattenlednings friktionsegenskaper
torde det ur praktisk synpunkt vara hkgﬂtlgt vilken av de angiv-
na kurvorna som uinyttjas. .

9.3 Knutpunkts samband

I typ B-modellerna beridknas flodesférloppet i varje ledning uti-

frdn antagandet att fri utstrémning rader i ledningens nedstréms-
inde. Det enda erforderliga knutpunktgssambandet dr sdledes ett
kontinuitetsvillkor. Om vi begrénsar oss till {va inkommande
och en utgaende ledning med fl6dena Q. Qg resp Q. se fig 9-3
och 9-4, och férutsitter ett externt tillfldde Qt men forsummar

magasineringen i knuipunkten, erhalles villkoret

1

Typ A-modellerna krdver, férutom att kontinuiteten &r uppfylld i

knutpunkten, samband som relaterar flédessituationen i -anslutna

ledningar till varandra.

L.at oss f6rutsidtia att vattenmvan i den utgaende 1ednmgen dr si hog
att den paverkar vattennivdn i de tvd inkommande ledningarna. Oav-
gett numerisk berdkningsmetod och ocavsetit om fltdet 4r stationirt
eller ej erfordras da, forutom kontinuitetsvillkoret, tvd samband
som relaterar vattennivaerna i ledning 1 och 2 till vattennivan i ut-

gdende ledning. 1) I avsikt att belysa problemstillningen kommer

1) Omt ex sektion 1 4r bestimmande sektion eller om det rider
superkritisk stré')mning kan Qi och Y, berdknas oberoende
av nedstrdomsférhallandena. Elndast ett samband, som relate-
rar f6rhéllandena i sektion 2 till de i sektion u, #r d& erfor-
derligt utéver kontinuitetsvillkoret.
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vi forst att formulera dessa tva samband utifrn en energibetrak-

telse. I de framtagna datorprogrammen utnyttjas dock en mera
schematisk ansats,

Vi forutsétter att de tva flddena kan separeras genom en tinkt
skiljeyta S, Fé&r vart och ett av de tvé stromrdr vi dirvid er-
hiller ger en energibetraktelse f5ljande samband om Qt = 0 (be-

teckningarna framgéar av fig 9-3).

Tankt skitieyta S mellan
fiodena Qy och Qy

|
—
###### — _;—T T QMY 2y £y
!
02%2 Yz'zzlEzw u
Q = fléde
¥ = medelhastighet
Y = vattendjup
z = -bottenniva
£ = energiniva {z+Y*V2129)
Fig 9-3 Knutpunkt med tva 1nkommande och en ut-
gaende ledning.
v v
Zi+Y1+§'§:Zu+Yu+2_g_+AE1+AJ1 .
9 9 (9.9)
: Vz Vu
22+Y2+ T = zu+Yu+ -2—-§+AE2+AJ2 ;
eller
E, = E, + AE; + AJ;och E, = E_+ AR, + AJ, ; (9.10)

dir AE och . AJ representerar den inre energidissipationen i
flodet resp det yttre arbete som skjuvkrafterna utrdttar i skilje-
ytan S, allt rdknat per massflédesenhet pQ. Det totala arbete
som utrittas i skiljeytan maste emellertid vara lika med noll,

dvs

QAT +Qy AT, =0 ; (9.11)
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AJ, och AJ, har alltsi motsatta tecken varfor ndgon av diffe-
renserna El—Eu och Eanu kan vara negativ, t ex om V1 =

\Z (ejektorverkan).

Multiplikation av de tvi sambanden (9. 9) med Q, resp Qz, sum-
mering av de tva- sambanden, ins#ttning av ekv (9.11) ger med

Q, 7R+ Ry

Viz VZ 2

2
= u .
ngi(zi+Yi+ 75 -Qu(zu+Yu+—2—§)+i§:lQiAEi ; (9.12)

Den genomférda opei‘ationen har medfért en eliminering av de
obekanta storheterna AJl och AJ, och vi har erhallit ett ener-

gisamband beskrivande de totala energifériusterna i knutpunkten.
Detta enda samband édr dock icke tillrdckligt. Vi méaste utnyttja

0ss av bigge sambanden (9. 9) vilket innebér att vi méste kunna

uppskatta bigge energinivadifferenserna E,-BE_~och E,-E .

Den enda mera omfattande experimentella understkning, vilken
kan ligga till grund f6r bedémning av knutpunktsfériusterna, sy-
nes vara den som utférts vid Missouri-universitetet av Sangster,
Wood, Smerdon och Bossy (1959). Undersdkningen, vilken dock.
enbart avsig stromning geﬁom brunnar med helt fyllda tillopps-— |
och utloppsledningar, resulterade i semi-empiriska relationer
mellan tryckfériustkoefficienten k och férhallandet sidotillflode/
huvudfléde fér olika typer av knutpunkter. Ft‘)rlu‘stkoefficienten k

definieras f6r ledningen '"i'' av sambandet

. 2
z; v Y, =z, +Y + k Vu/Zg (9.13)

Tryckitrlusterna kan ofta bli mycket stora. I en knutpunkt med
90°-riktningséndring och samma diameter pa ingdende och utgd-
ende ledning ér k. av storleksordningen 1.0. En strémnings-

hastighet av 4.5 m/s ger d& tryckférlusten 1 m.

Under enkla geometriska férhallanden och flédesbetingelser kan

de erforderliga ekvationerna formuleras &ven med hjidlp av rérel-
semingdbetraktelser i tva riktningar. Knutpunkterna i ett lednings-
system #r dock alltfér komplicerade f6r att tilldta uppstillandet av

praktiskt anvindbara samband. De experimentella studier som ge-
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nomférts, se t ex Taylor (1944) och Lorah (1966), behandlar enbart
forenklade geometriska férhéllanden och ger inget underlag 6r ge-

nerella beddmningar.

Aven om vi skulle ha tillgang till underlag f6r anséttandet av ener-
ginivddifferenserna E.-E _ - vilket vi tyvérr saknar helt for strom-
ning med fri vattenyta ~ s& kan knutpunktsvillkoren ej baseras en-
bart p& energisambanden (9, 9). Dessa samband méaste komplette-
ras med tilldggsvillkor som gor det mojligt att ta hénsyn till dels
externt tillfléde i sjédlva knutpunkte.n, dels flédessituationen i in-
kommande ledning (utbildande av bestimmande sektion, superkri-
tisk stromiing)., Detta visade sig emellertid ej vara méijligf att
genomfdra varfér nedan skisserade mera schematiska betraktelse-
sitt har utnyttjats i flédesmodellen DAGVL -A,

Vattennivan z,+Y, i knutpunkten relateras till vattennivan z *Y

i utgdende ledning, se fig 9-4, genom energiekvationen

V% Vi | |
Zb+Yb_+T§:zu+Yu+(1+kut)§-g_ (9.]4&)

dir kut ar en uisirdémningsforiustkoefficient. Detta samband

kan skrivas p& formen

V2
- u :
Zb+ Yb = ZU. + Yu+ k-é—g' 9 (9.14b)

dir k=1+k,, - Vo / V2. Eftersom ekv (9. 14b) beskriver diffe-

rensen i tryckniva bendmnes k tryckférlustkoelficient.

Om knutpunkien dr av magasinstyp (Vb-"s 0) erhilles siledes
k=1+ kutél. Normala knutpunkts- och ledningsbrunnar har
emellertid sma areor (oftast cirkuldr sektion med en diameter
necigot stérre &n utglende lednings) varfoér V, &r av samma stor-
leksordning som Vu. Som en férsta approximation kan vi sitta
Vb/Vu= 1 vilket ger k‘-‘-"kut20. [ avsaknad av experimentellt be-

démningsunderlag méaste dock valet av k-vidrde bli relativt godtyckligt.

Vattennivan i knutpunkten &4r avgérande f8r om flédet i en inkommande
ledning dimmes eller ej. Om vi vid ddmt f16de férutsitter samma

vattenniva i ledningen som i knutpunkten erhélles f6ljande villkor och
samband (Ykrit, ;
Qi(t), dW/dt ar i knutpunkten per tidsenhet magasinerad volym, W=W(Yb) )

dr kritiska djupet svarande mot det aktuella flddet
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a) Subkritisk strémning i inkommande ledning

—_

b) Superkritisk strb’mning i inkommande ledning

Fig 9-4 I DAGVL -A utnyttjade knutpunktsvillkor. Vid super-

kritisk stromning i utg@ende ledning séttes v =y -
u krit, u.

— e e 1 e o i e E——w — e o o T

1)
Yi = Yierit, 1 om T ¥ V< 2yt Vit i (9. 15a)
i annat fall z; + Yl =2y + Yb
Superkritiskt flode i inkornmande ledning (fig 9-4b)
2) '
Qi och Yi kinda om 2y + Yb< z; + Ykrit, i
i fall + Y, = + Y (9.15D)
1 annat fa i i~ %p b (vattensprang)
Kontinuitetsvillkor
_dw , |
S T tQ (9. 15¢)

1) Qi och Yi kénda.

2) Inget villkor behdver specificeras. Jfr kap 4.5, fig 4-9.
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Villkoret (9. 15a) f8r subkritisk stréomning innebir att dimning av
flsdet i inkommande ledning ej erhdlles g8 l&nge vattennivan i knut-
punkten ej stdr hégre #n den vattennivd som motsvarar kritiskt djup

i denna ledning, fig 9-4a,

Vid superkritisk stromning erhélles nagon av de i fig 9-4b skisse-
rade vattenstdndsprofilerna, Om z + Y <z + Ykri.t {brutsittes

salunda att vattenspranget pressats ut i sjilva knutpunktsbrunnen.

F&r en knutpunkt med stor magasinsvolym och smé strémnings-
hastigheter, t ex ett férdréjningsmagasin, utgér ekv (9.15) en full-

god approximation. Det inkommande fl6dets rérelseenergi kan da
forutsittas ga helt férlorad. I'ér knutpunkter med stora strémnings-
hastigheter ger emellertid den uinyitjade ansatsen endast en approxi-
mativ beskrivning av flédesfdrhillandena. Antagandet om gemensam
vattenyta vid démda inkommande fléden, dvs zq + Yl =25+ Y,, beht-
ver saledes ej vara satisfierat. Som tidigare papekats saknar vi emel-

lertid mojlighet att formulera praktiskt anvindbara dynamiska samband.

Det bér papekas att den genomférda ansatsen i vissa fall kan leda till
orimligheter ur energisynpunkt. Lat oss forutsitta enbart en inkom-
mande ledning och att Ql = Qu. Under férutséttning' av att det inkom-
mande fl8det &r ddmt ger da ekv (9. 9) och ekv (9. 14b),

v v2

pu— u -
ARy = ogg (1) 5o s (9.16)

= B

m

Med k=0 och Vu> V1 (accelererat flode) skulle saledes ett ener-
gitillskott erhallas i knutpunkten. Detta ar givetvis orimligt, Koeffi-
cienten k borde didrfér i detta fall viljas s& att AE, >0,

Det har i datorprogrammet ej inlagis ndgon rutin f6r automatiskt
val av k-vérdet, Detta ges som indata och fdrutsittes vara konstant
och obercende av variationer i flédesférhéllandena. I avsaknad av
experimentellt beddmningsunderlag synes detta fOr nidrvarande vara
 den enda praktiska utvigen. )

Sammanfatiningsvis kan konstateras att visst éxperimentelit under-
lag foreligger for beddmning av energiftriuster i knutpunkter vid
helt fyllda ledningar medan det for delvis fyllda ledningar helt sak-

1) De i DAGVL-A utnyttjade knutpunktsambanden visade si
Overensstdmma med de som utnyttjas i den s k ISS-modellen,
se ref sid 175, I denna modell sittes k= 0 vid sma knutpunkts-
areor och k =1 vid knutpunkter av magasinstyp.



nas sidant material. Férhadllandena dr i allminhet alltfor kompli-
cerade f6r att enbart teoretiska betraktelser skall kunna utnyttjas.
‘Med hinsyn till att energiférlusterna, speciellt vid helt fyllda led-
ningar, kan bli av den storleksordningen att de kan paverka be-
domningen av ledningsnitets kapacitet, 4r det dénskvirt att rikt-
linjer rérande ansittandet av knutpunktsférlusterna utarbetas. I
praktikenganséttsl relativt godtyckliga knutpunktsfériuster eller
inga férluster alls. Ibland férstker man kompensera knutpunkts-
forlusterna genom en Skning av ledningarnas rahet eller en minsk-

ning av virdet p& Mannings tal.

Lyckligtvis har de dimningseffekter som knutpunktsférlusterna
ger upphov till vid strémning med fri vattenyta relativt begrinsad
effekt pd vattenstinden ett stycke uppstréms knutpunkten. Man
torde dérfor kunna tilldta sig relativt schematiska ansatser utan
att alltfor stora felaktigheter erhalles i det beridknade flodesfér-

loppet.

Om diremot vattennivan {trycknivan) ligger i nirheten av eller
6ver ledningarnas hjdssor inom en stérre del av ledningssystemet
f&r knutpunktsférlusterna en mycket stérre genomslagskraft. Fn

héjning av trycknivéan med 1 m i en helt fylld lednings nedstréms-

inde medfér en omedelbar motsvarande hojning 1 dess uppstréoms-

o]

inde, ett fdrhdllande som kanske inte alltid uppmérksammas. A
andra sidan torde det séllan fdrekomma att ett ledningssystems
funktion vid fléden stérre &n det dimensionerande flodet studeras.
Ledningarna dimensioneras ju i allméinhet sa att de vid det s k
dimensionerande flsdet ej skall g& helt fyllda,

9.4 Retardationsmetoden (Typ B)

De enklaste beridkningsmetoderna och hitintills dven de mest ut-

nyttjade &r de metoder som bygger pd en ren translation av va- .
gen (inloppshydrografen) lings ledningen. Gemensamt {6r dessa
metoder &r att man férutsatter att flédet i varje sektion &r en en-

tydig funktion av vattendjupet i ledningen, dvs att

Q/Qypyyy = F(Y/d) (9.17)

141,
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Denna férutséittﬁing ar endast uppfylld vid stationir likformig

strémning. ¥ (Y/d)} 4r nigon av fylinadsgradfunktionerna i
fig 9-2.

Translationshastigheten (vighastigheten) antages oftast vara lika

“med den hastighet som erhalles ur ekv (9.17) fér flddestoppen,

va.g = th’pp/At()pp = qull -. F(Ytopp/d) /Atopp (9 18)

Ibland utnyttjas hastigheten Vvﬁ,g = qull/Afull'

Forfarandet innebir en ren translation av vigen med den f6r den
aktuella ledningen ber#dknade hastigheten Vva‘ig utan att vdgens
form #ndras. Dimningseffekter kan ej beakias och for knutpunk-
terna giller enbart villkoret att inkommande fléde &r lika med
utgiende flode enligt ekv (9. 8).

Som redan framgatt av kap 5.6 innebir denna metod, som i Sve-
rige nirmast kan sigas gi under beteckningen retardationsmeto-
den, en underskattning av vigens hastighet, vilket i gin tur med-

f6r en 6verskattning av ledningssystemets koncentrationstid (ge-
nomloppstid). Detta fel 4r pd osdkra sidan och medfdr att den be-
rikningsméissiga sannolikheten fér 6verlagring av flédestoppar frén
olika delar av ledningssystemet reducerasg jamfért med den verkliga,
vilket kan resultera i att Overlagringseffekter i ledningssystemet un-
derskattas. A andra sidan tar metoden ej hiénsyn till vAgens eventu-
ella ddmpning och utflackning, vilket ur dimensioneringssynpunkt ar
ett fel pd sdkra sidan. Den mojligheten foreligger givetvis att dessa
fel, vad avser dimensionerande flddestoppar, far ut varandra och att
berdkningen slledes ger ett korrekt flédesmaximum. De berdknade
flédestopparna kommer dock att intriffa senare an de verkliga. Se

vidare kap 9. 9.

Det &r en allmén uppfatthing bland praktiserande ingenjorer att re-
tardationsmetoden leder till f6r hoga fléden. Att s& alltid skulle

vara fallet dr dock ingen sjdlvklarhet.

Retardationsmetoden utnyttjas i bl a UCUR-modellens lednings-
nitrutin, se Papadakis och Preul (1972).



143.

9.5 . Kinematisk vag (Typ B)

Férutsétﬁningarna for den kinematiska teorins tilldmplighet har
tidigare redovisats i kap 5.4. Vid stora boitenlutningar kan de
gsekundira gradienttermerna normalt férsummas i rérelseméingd-
ekvationen i vilket fall flédet Q blir en entydig funktion av vatten-
djupet. Rorelseekvationerna kan da skrivas

9Q . OA _

Q=Quy - FOY/a) 5 R (9.19b)

Dessa tvA samband beskriver en odimpad vagrérelse, bendmnd
kinematisk vag, dir varje punkt pad vagprofilen frflyttar sig med
den mot det aktuella djupet svarande kinematiska hastigheten

_dQ _1dQ . - ' - |
k"I "B | - (9.20)

BEtt okritiskt utnyitjande av ekv (9. 20) kan leda till fysikaliskt orim-
liga flédesprofiler, se kap 5.6 Vid numeriska berdkningar ater-
speglas detta férhallande i form av parasitisk vagbildning, se fig
9-5. '

1.8t oss nu betrakta en ledningsstricka med lingden Ax. Upp-
stroms randsektion betecknas med '"1'" och nedstréms randsektion
med '"2". Om vi 6verfdr kontinuitetsekvationen (9.19a) till diffe-

rensfor‘m.enligt box-schemat, se fig 6-5, erhalles differensekva-

tionen
+ +1 + |
Q4@ - ML Qt A Al ATl pm (9.21)
TAE * TAT —=0 |

dirtex Q) @ &rflodet isektion 2 vid tidpunkten t_ . =t +AL.

+1

1 detta samband‘kénrner vi Q@ och A i punkterna (1, m) och

(1, m+1) eftersom Ql r det givna tiliflodet, Motsvarande area -

A, ges av ekv (9.19b). Vi kiinner dessutom Q;n och A;n frén
foregdende berikningssteg varfor Q;m-l och Ar2n+1 4r de enda

obekanta storheterna. Dessa kan 16sas pa iterativ vig med hjilp
av ekv (9. 19b).
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En Taylor-utveckling av ekv (9. 21) kring punkten (1+1/2, m+1/2)
visar att differensekvationen approximerar kontinuitetsekvationen

med ett trunkeringsfel av O(sz, Atz

). Schemat dr ovillkorligt
stabilt och icke diffusivt applicerat pd linjariserade rdrelseekva-

tionef, ge kap 6. 4.

[ fig 9-5 redovisas en b'eréikning av ett fldédesforlopp i en 600 m
lang ledning. Beridkningen har genomfdrts dels enligt ekv (9. 20)

(analytisk 19sning), dels enligt ekv (9.21) (numerisk 18sning).

Den analytiska lésningen visar sig redan 300 m frén inloppet vara
fysikaliskt orimlig i omradena kring flddesfronten och kring f15-

destoppen, dvs inom de djupintervall dir vi dterfinner de stdrsta
variationerna i den kinematiska hastigheteén Ck“ se kap 5.6, fig

5-10.

De numeriska l6sningarna uppvisar - bortsett frén den parasitiska
vagbildningen - inga fysikaliska orimligheter. Den fér Ax = 30 m,
At = 30 g, erhallna 18sningen uppvisar en med avstandet frén in-

loppet vixande parasitisk végbildning.

Fér Ax = 300 m, At =30 s, 4r de parasitiska vigorna i huvudsak
utddmpade. Dessutom har en utflackning av flédesvigen érhéﬂits;
vilket medverkar t{ill att gora beréikningsresultatet mera realis-
tigkt, se kap 9.9. Denna utflackning dr en effekt av det stora trunke-

ringsfel som virdet Ax = 300 m introducerar.

¥n berdkning genomford med tidsteget At = 60 s gav hydrografer
med i huvudsak samma form som de som erhallits for At = 30 s,

dock med nigot avvikande parasitisk vagbildning for Ax = 30 m.

S&vitt férfattaren kint har ndgon flodesmodell ej baserats direkt
pa differensschemat (9.21). Anledningen till detta torde vara de
numeriska problem som kan uppstad pa grund av den parasitiska
vagbildningen. Istillet utnyttjas schema med trunkeringsfel av
O ( Ax, Atz) eller O (Ax, At) som #ven fér smi virden pd
Ax och At introducerar en artificiell ddmpning. Ett exempel
pé ett sddant differensschema &r RRL-metoden.



Flode %x=300m
m3fs . _ ————
. Anaiytisk |Gsning (fysikaliskt orimliig)
104 AN
. s v N5, Ax30m, 4130
iniopps- yd N Ax=300m, A=30s
ydrograf . e
;y
654
e
/ 4
yd R
o e //. ' " 1 T
0 2 4 8 8 10 12 14 16 min
a) Ber#knade hydrografer 300 m fran ledningens inlopp.
Figde xz600m
mgis Analytisk [6sning (fysikaliskt orimlig)
1.0
Inlopps-
hydrograf
0.54
/s
s
/
/s
Lo,
0 2
b) Berdknade utloppshydrografer,
Fig 9-5 Jamforelse mellan analytisk och numerisk

18sning enligt kinematisk vagteori av flédes-
férlopp i en 600 m léng ledning med cirkuldr
sektion: '

- -5 O _ 3
d=1.0m, i, =2 foo, Qe = 1.11m /s.

Delfyllnadsfunktion = Bretting.
Differensschema = ekv (9.21).



146,

9.6 RRL-metoden (Road Research Laboratory model} (Typ B)

RRL-metodens ledningsrutin, se Watkins (1962) och Terstriep

och Stall (1969) utvecklades med malsittningen att flsdesvagens
dimpning skulle kunna beaktas. Metoden inbegriper &ven berik-
ning av tillflédet till ledningssystemet som funktion av nederbér-
dens variation i tiden men vi behandlar hir enbart ledningsberik-

ningsrutinen. Denna rutin kan beskrivas som fsljer:

L.at tillflédet till ledningen ges av kurvan Ql’ och utflédet av kur-
van Q2 i1fig 9-6 . Om den i ledningen magasinerade volymen

vid tidpunkterna t_ och t_ ., &r w resp,Wm-I—l, erhélles
med At = tm+1 - tm’

+1 At +1 +1
W LW s QT Q7 - QYT - QY ) (9. 22)

I detta samband kinner vi alla storheter vid tidpunkten t_ samt

m
tillflsdet Q1.
Flode
A
Tifléde O
.
Qr
\\ Utflsde Q,
[wmﬂ wrn] %
a1 /
o7 7
1
Q2
/ > Tid
tm tmag
Qtr-n:- TT-haz
e A x 4
1 2

Fig 9-6 RRI.-metodens berdkningsmetodik f6r en
ledning med lidngden Ax.



m+1 m+i

Fér att kunna 16sa Q2 och W

samband. Det férutsittes ddrfor att vatiendjupet dr det samma

erfordras ytterligare ett

ldngs hela ledningen och lika med naturliga vattendjupet Y2 och
att foljaktligen Q, &r en entydig funktion enligt ekv (9. 17) av det-

ta vattendjup. Om ledningens lingd &r Ax erhélles da

m+l _ ,m+l

W = Az Ax
(9.23)

m+1 _ . m+1
Qy 7 QT /d)

. m+1 . m+1 Q
dar A2 dr den mot vattendjupet Y, svarande vata arean
vid utloppet vid tidpunkten t_ .. Bade an+1 och W™t (eller
Am+1). kan nu lésas ur ek\._f (9.22) och (9.23). Genom en fortsatt

2
stegvis berikning erhélles slutligen hela utloppshydrografen. Vid

helt fylld ledning sittes utflsdet Q' lika med inflsdet Q™*!,

1 den ursprungliga versionen behandlades hela ledningssyste-

met i en operation. Numera appliceras dock tekniken ovan succes-
sivt pa delstrécka efter delstricka (ledning mellan tva brunnar)
med bérjan i uppstréms randpunkter, Ldanga ledningar delas be-

rikningsmaéssigt upp i flera kortare delledningar.

RRL-metoden anvédndes allmént i England. Dess ledningsmodell
har dven byggts in i NIVA-modellen, Lindholm (1974).

Med hansyn till RRL-metodens relativt stora anvandning kan det
hir vara pé sin plats att nirmare analysera dess egenskaper,

Nagon sadan analys synes ej tidigare ha gjorts.

Av ekv (9.23) framgar att RRL-metoden i princip utgdr frin en

kinematisk ansats)) Om vi infé6r sambanden Wm+1 = AEIHI AX,
W™ = AT Ax, kan ekv (9.22) skrivas
QP Q- Pl ATl am

— * =0 (9.24)

2AX At

1) Fléde och vattensténd entydigt relaterade till varandra.

147,
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RRL-metodens ansats skiljer sig sdledes fran det kinematiska
schemat {9.21) endast genom en ''simre' approximation av tids-
derivatan 8A/8t. Denna approkimation har emellertid den for-
delen att den medger simulering av en dampad vagrorelse. En
stabilitetstest visar att schemat applicerat pa linjidra ekvationer
" 4r ovillkorligt stabilt och diffusivt. '

En Taylor utveckling kring punkten (1+1/2, m+1/2) ger fér sche-
mat (9.24), jfr kap 6.3, ekv (6,7),

2
8Q | BA | Ax 97A R .
’EEJFH?"'Ter (AX.’ At) _ (9.25)

dir termen R(Ax, At) represer}te_rar termer av hégre ordning.
Schemat (9, 24) approximerar sdledes ekv (9. 19a) med ett trurke-
ringsfel av O(Ax, At?).

gsom en approximation av differentialekvationen

Vi kan emellertid dven se schemat (9, 24)

2 )
3Q . 8A _  Ax 9°A
X Y3 T -7 et (9.26)

Trunkeringsfelet &r d& av O(sz, Atz) vilket innebdr att diffe-

rensschemat utgdr en bitire app-roximation av ekv {9.26) dn av
ekv (9. 19a).

Med hjidlp av ekv (9. 19a} och (9.20) kan vi for det linjira fallet

¢ = konstant overféra ekv (9.26) till formen
0Q 9Q 2’Q A
= . . " X
5 " CkBx © Naigf 2 0 dar K= 5tk (9. 27)

Detta samband beskriver en kombinerad konvektiv och diffusiv
transport karakteriserad av diffusionskoefficienten Kdiff' Dif-
ferensschemat (9.24) har siledes infért en artificiell ddmpning
vars storlek beror av virdet pd diffusionskoefficienten, dvs pa
Ax. Om alltfér stora virden viljes paA Ax kan en stérre ddmp-
ning #n den verkliga erhallas. RRIL-metoden borde dédrfér komp-

letteras med sadana kriterier for valet av Ax att en underskatt-

ning av resulierande flédesmaxima undvikes.



149,

Berdkningar genomfdrda med RRL -metoden kommer att redovisas

i kap. 9.9.

Under vissa férutsitiningar &r det mdojligt att ur rorelseekvationer-
na hirleda ett ldmpligt virde pa Ax. LAt oss fSrutsitta att den be-
traktade vagprofilen i huvudsak har kinematisk karaktir. Med ut-
gangspunkt fran de i kap 5.5 framtagna relationerna kan vi da fér

en kanal med rektanguldr sektion skriva rorelseekvationerna

aQ oY _
e By =0
(9.28)
oY 4 9. . Q°
sz (L-gFrf) =1 -=5;

2/3 och Fr &r Froudes tal.

dar K A&r transportfaktorn MAR
Derivering av den forsta ekvationen m a p x och den andra ek-
vationen m a p ¢ ger efter eliminering av termen 0 Y/Bxat

{vi fdrutsitter att I'r = konstant)

4 2
(1 -5Fr7) 42 '
9, 1 Q. 9 Q. (9.29)
ox  Q  dK 0ot 2Q dK o2 ;
KB dY =

K

2/2 i koefficienterna framfér

Om vi vidare sidtter Q = Qn =K -1 /
1/2

derivatorna och inf6r sambandet ¢, =dQ /dA = (1/B)-1;/“dK/dY
erhalles
3Q. 8Q 2*Q
7%k T Rair v (9-30)
dar
K3 (1 - % Frz)
Kaige 5 dKk k'

2Q, gv

Hayami (1955} formulerade ekv (9.30) i den beroende variabeln

Y och benimnde detta samband ''dimpad kinematisk vag'',

(diffusing kinematic wave).
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Ekv (9.30) har fér'smﬁ virden pa Froudes tal, Fr2 << 1,
visat sig kunna beskriva ett ddmpat flédesférlopp i ett natur-
ligt vattendrag, se Hayami (1951), Henderson (1966) och Miller
och Cunge (1975). TFor detta fall utgdr saledes ckv (9.30) en
- mbjlighet f6r bestdmning av Ax i ekv (9.27) sa att en realis-

" .tigk ddmpning av vagen erhalles.

Vid icke. If8rsumbara virden pa Froudes tal 4r ekv (9.30) mera
approximativ. Det ar emellertid intressant att notera att
Kdiff< 0 om Fr>1.5, dvs om Vedernikovs tal Ve > 1. =ttt .
negativt virde pa diffusionskoefficienten innebdr en "hoptryck-
ning'' av vAgprofilen och séledes en tillvixt hos flédestoppen,
vilket dr i Hverensstdmmelse med den i kap 5.2 framfdrda tolk-

ningen av Vedernikovs stabilitetskriterium.

Fiodesférloppet i en ledning med cirkuldr sektion 4r i hégsta grad
icke linjiart varfor resultatet av den ovan redovisade linjdra teorin

ej dr direkt! utnyttjbart. Kriterier f6r val av Ax , dvs dvre grén-

ser fér berikningsstegels lingd, maste dirfér baseras pa nume-
riska experiment med hjilp av en "exakt' berdkningsmodell, t ex
DAGVL-B. Fysikaliska laboratorieexperiment bedtmes som va-

rande alltfér tids- och kostnadskrivande,

RRI.-metoden bygger alltsd pé en kinematisk ansats som strikt
tillampad skulle lett till en simulering av en odémpad vagrorelse.
Det utnyttjade differensschemat visar sig emellertid medféra en
av det valda viardet pA Ax beroende artificiell ddmpning. Mot -

8]

svarande dr fallet dven med det "kinematiska schema'' som fére-

slagits av Schaake (1971) och Li, Simons och Stevens (1975)

+1 m+1 m+1 m
Q;n - Ql AZ - AZ

Ax + AT =0

; {9.31)

Pa motsvarande siit som fér RRL -metoden finner man att detta
schema approximerar differentialekvationen
2
o]
) “(29— ; (9.32)
d
X

5Q) 0Q _ Ax |k
%% k(T T3
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med trunkeringsfelet O(sz, Atz) , varfdr det ger en stbrre
déﬁpning in RRL-metoden. Aven om den artificiella damp-
ningen avtar med vérdet pa diffusion-skoefficienten, dvs med
Ax och At, synes det oegentligt att bendmna schemat (9. 31)
"kinematisk vag''. FEn adekvat beteckning pd savil detta sche-

ma som RRL-metoden &r istdllet "'didmpad kinematisk vag'.

9.7 FPA-modellen SWMM (Typ B)

EPA (U.S. Environmental Protection Agency) storm water manage-
ment model {(SWMWM)} 4r en matematisk modell f6r berdkning av he-

la avrinningsférloppet inom ett urbant omrade, se Lager, Pyatt och
Shubinski (1971). 1 denna modell utnyttjas f6r berdkning av flodes-

fsrloppet i ledningarna en ndgot mera sofistikerad ansats 4n i de

tidigare redovisade modellerna.

Foér varje delstricka Ax (i allminhet ledning mellan tva brunnar)
utnyttjas en kontinuitetsekvation formulerad pa differensform en-
ligt box-schemat, se kap 6.5, fig 6-4b,

(1-0) - (@) - @)y +o_@F - QP
Ax *
{9.33)
m+i m m+1 m
0, (AT AT + (18 (AT L AT .
At c

dér GX och Qt ir viktningskoefficienter som f6r erhallande av

numerisk stabilitet maste viljas = 0. 5.

I rérelseméngdekvationen har tidsderivatan férsummats vilket ger

f8ljande samband i variablerna V och Y , jfr kap 2.3, ekv (2.16)
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Med hjédlp av ekv (9.4) kan detta samband skrivas
| | 2 11/2
_ 1 oY 1 8V

och verfdrt pa differensform

m+l m+1 1.,1/2
(9.36)
m+l _ m+1 I ,1/2°
QT Qpy FYp /D) (T; )
dar 1 1 1.2 1,2
Y;n-l— . Y§n+ (Vgn-F ) _ (v?)+ )
b=l -2 B 2g Ax ’
De obekanta storheterna Y?H_l, anﬂ och Y§n+1 i ekv (9.33)
m+1

och (9. 36) kan 16sas via ett iterativt forfarande. Flédena Q1
och Qgﬁ dr givna sorm randvillkor. Y:r[n, szn och Ygl ir kinda
fran féregaende berikningssteg. En stegvis berdkning i tiden ger
som fér 6vriga typ B-metoder hela utloppshydrografen for den be-

traktade ledningsstrickan.

Enligt det redovisade datorprogrammet tillétes ej virden pa

I<I . Virden pa I> I erhilles i allmé#nhet endast pa flédes-
vagens frontsida ddr Y /9x < 0 och 8V2/8x< 0 och séledes

Q > qull - F(Y/d). P& vagens baksida har de tva derivatorna
positiva virden varfdr I sittes lika med IO och Q = qull F(Y/d}.
EPA-modellen bygger alltsd pa en kinematisk ansats som vid
vixande flode modifierats enligt ekv (9. 36). Denna modifiering
mojliggdr tillsammans med virden pa GX och Bt > 0.5 en simu-
lering av en ddmpad vagrérelse. Enligt den angivna referensen
har testber@kningar visat att viktningskoefficienterna ur dimp-
ningssynpunkt bor ges vidrdet BX = Qt = 0,55, For GX = et =1.0
erhélles differensschemat (9. 31) medan 8, =0.5, 6, =1.0 ger
RRL -metoden, ekv (9. 24),

NAagot motiv f6r inskrénkningen 12 I, har ej angivits. it natur-
ligare villkor hade varit 1 =0 1i och f6r undvikande av ett nega-
tivt tal under rottecknet i ekv (9.36). Testberikningar som {6r-

fattaren genomfort tyder emellertid p4 att villkoret I > I, &r



nédvéind'igt ur stabilitetssynpunkt. Vid flacka ledningslutningar
kunde i annat fall helt orimlig vagbildning uppsta pa flédesvagens
baksida., Vidare visade_s_ig beaktande av termen (1/g) oV/ot i
rérelseekvationen leda till en minskning av schemats dampande
egenskaper vilket #r helt naturligt med hénsyn till det forhillan-
det att termen 5V /8t i huvudsak har motsatt tecken mot termer-
na Y /8x och 8V2/8x.

EPA-modellen kan ses som ett f8rsék att s& modifiera den kine-
matiska ansétsen att en simulering av en dimpad vagrérelse moj-
liggérs. Som kommer att framg& av de berikningsresultat som
senare redovisas ger BPA-ansatsen en berikningsmodell som &r
mindre kanslig f6r valet av Ax &n RRI-metoden. EPA-modellen
‘medfér & andra sidan hdgre berikningskostnader. Vidare kvar-
stAr risken f6r besvirande parasitisk vaghildning pa speciellt f15-

desvagens lisida,

9.8 Typ B-modellen DAGVL-B

De tidigare redovisade typ B-modellerna bygger pa stafkt forenk-
lade ansatser. Skilet till detta dr framst att man vill halla berik-
ningskostnaderna s8 l1dga som md&jligt. Det har emellertid bedémts
angeldget att komplettera dessa modeller med en "exakt' modell
baserad pa de fullstindiga rorelseekvationerna med en fin geomet-
risk indelning av ledningssystemet (sma Ax). Denna modell skulle
utnyttjas i f6rsta hand {6r test av de approximativa modellernas
egenskaper, i andra hand fér praktiska berdkningar i fall d& hog

berikningsnoggrannhet erfordras.

Den utvecklade typ B-modellen DAGVL-B bygger pa en nume-
risk 18sning av de fullstindiga rérelseekvationerna baserad pa
det differensschema (nod-ségment schemat) som skisserats i

kap 7.5. Varje ledning indelas i N-1 delstrickor vilket ger 2N-3
differensekvationer i 2N obekanta {(Q, Y). Férutom tva randvill-
kor krivs en kompletterande ekvation, Som sddan utnyttjas en
kontinuitetsekvation (box-schema) vid uppstréms rand fér sub-

kritisk strdmning och vid nedstréms rand for superkritisk strém-
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ning. Foér varje ledning erhalles ett ekvationssystem om 2N obe-
kanta vilket loses vid varje tidsteg med hjdlp av en dubbelsveps-
algoritm. Differensschemats uppbyggnad och egenskaper har tidi-
gare diskuterats i kap 7.5 och vissa berdkningsresuliat d&ven redo-

visats i kap 7.6, fig 7-5till fig 7-7.

Uppstréms- och nedstréms randvillkor har utformats énligt de
regler som géller f6r gradvis varierande strémning och vilka

f6ljer av en analys av rirelseekvationerna, se kap 4.5.

Vid subkritisk strémning (Froudes tal Fr = V/ VgA/B <1) krivs

ett villkor vid 6évre rand (sektion 1 i fig 9-7) och ett vid nedre rand
(sektion N}. Ovre randvillkoret har alltid formen Q1 = Ql(t), dvs
flsdet &r givet som funktion av tiden, Vid nedre randen (fritt ut-
lopp) giller villkoret Yy~ Ykrit, dir det kritiska djupet Y, ..

definieras av sambandet FI‘N =1;

nedstréms rand och vi maste vid uppstréms rand ge tva villkor,
QI = Ql(t) och Yl = Ykrit'

DAGVL-B genomftr vid varje tidsteg ‘en detektering av flédes-
situationen och anger didreftfer vilka randvillker som skall gdlia

vid efterféljande tidsteg enligt det schema som redovisas i fig 9-7.

Under ett icke stationirt f6rlopp kan samtidigt uppnas att Fr2>1
och FrN-l
re randvillkor. I ett s&dant fall utesluts den kompletterande kon-

> 1, innebirande kritiskt djup som bade &vre och ned-

tinuitetsekvationen fér att ett 6verbestdimt ekvationssystem e

skall erhallas.

For att berdkningen skall kunna startas krdvs som begynnelse-

villkor att vattenstand och vattenfdéring #r givna i varje beriknings-
sektion. S8lunda férutsittes alltid ett stationirt basflsde. Berik-
ningen av motsvarande vattenstand sker stegvis sektion f6r sektion,
i uppstroms riktning vid subkritisk stréomning och i nedstréms rikt-

ning vid superkritisk strémning, genom iterering baserad pa rérel-
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Fig 9-7 Randvillkorens utformning fér DAGVL -B. Exempel

pa vid stationdr strémning beriknade vattenyteprofiler,

Fritt utlopp vid ledningens nedre &ndpunkt.
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seekvationerna for stationér gradvis varierande strémning, kap 8.5,
ekv (8,7).

Om tillflsdet dverskrider ledningens kapacitet erhdlles strémning
i helt fylld sektion. I enlighet med den analogi mellan strémning

med fri vattenyta och i helt fylld sektion som h#rletts i kap 3. har
en smal spalt inférts i rérets hjdssa, Spalten har utformats som

en kontiﬁuerlig dverglng fran rorsektionen enligt fig 9-8. Dess

bredd BS bestims av sambandet

—slle— B =Bg=gA/a’

—sile— B > B,
s Alt, 1: ljudhast. a = 1000 m/s

w, = 0.9999
w2 = 1.5
Alt, 2: ljudhast, a = 50 m/s
- N wy, = 0.98
Wy = 1.5
(d=700 mm}
Spaltbredd B i meier
i . y/d enligt
s 3 3 Alt. 1 Alt. 2
b=} o
N = 0.98 | 0.20 0.20
1.00 | 0.01 0,12
1.10 | 0.38-107°% Y 0.B2-1072
1.20 | 0.38-107% | 0.17-10"2
1.50 | 0.38-107° | 0.15-1072
>1.50 | 0.38-10°° | 0.15-10°%
Fig 9-8 Spalt inférd i rorets hjissa enligt analogin mellan

stromning med fri vattenyta och i helt fylld sektion.

B, - gh/a’ | (9. 37)

dir a &r ljudets hastighet i vattnet i den helt fylida sektionen
och av storleksordningen 1000 m/s. Ur praktisk synpunkt &r

vi emellertid knappast intresserade av forlopp med denna tids-
gkala. Vidare forsvirar en hdg ljudhastighet genomférandet av
den numeriska berikningen, speciellt vid 6vergang fran helt fylid

till delvis fylld sektion. Aven om den utnyttjade metoden ar impli-
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cit mﬁéte vissa begréansningar liggas pa tidsstegets storlek f6r att
numerisk instabilitet ej skall erhillas till f51jd av alltfér stora ni-
vafériandringar per tidsenhet. Denna typ av instabilitet dr att hén-
féra till linjariseringen av kontinuitetsekvationen, dvs férutsitt-
ningen att bredden B kan anses vara konstant under det aktuella

beridkningssteget.

I fig 9-8 redovisas tva alternativa spaltutformningar, dels f6r .Ijud—
hastigheten A = 1000 m/s, dels fér A = 50 m/s. Berdkningsre-
sultat avseende strémning i helt fylld sektion for dessa tva alterna-
tiv, se fig 9-9, visar att man ur praktisk synpuﬁkt mycket vil kan
utnyttja sig av en spaltbredd motsvarande ljudhastigheten 50 m/s.
Den ringa efterslipning som erhdlles vid flddeséndringens start
fér a = 50 m/s &4r helt férsumbar jAmidrd med tidsskalan péa de

aktuella avrinningsférloppen.

En jamférelse mellan med DAGVL -B bersknade och experimen-

tellt uppmitta flédesfdriopp i ett 85 m langt plastrdr med diametern

d = 0,105 m, lutningen I,=5 ®/00 och fulla kapaciteten Qpy1=6: 3 i/s
har tidigare redovisats i kap 7.6, fig 7-6. 1 {fig 9-10 gérs motsva-
rande jAmfdreise {6r en mera flack inflédeshydrograf. Overensstim-
melsen mellan berdknade och uppmétta vattenstdnd 4r som framgér

mycket god.

Vilka tidsteg At och lidngdsteg Ax som bor utnyttjas vid berik-
ningen beror av flédesfOrioppets karaktir. Som riktvirden for tri-
anguldra inflddeshydrografer dir flédet varierar fran Q=0 till

Q= Qg kan utnyttjas relationerna Tbas/l_\t >15 420, I./Ax>154
20. Tbas
gens ladngd. Dock {drutsdtier datorprogrammets nuvarande uppbygg-

ir inflodeshydrografens varaktighet och I. #r flédesva-

nad att varje ledning delas upp i minst tre delstrickor dvs (ledning-
ens lidngd)/Ax >3,

Lager, Pyatt och Shubinski {1971) presenterar en "exakt" 16sning
med hjilp av karakteristikmetoden av ett flédesfdriopp i en mycket
léng och flack ledning, se fig 9-11. Den med hjslp av DAGVL-B

erhdilna lésningen avviker mycket litet frén den "exakta'.
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Berdknade floden: At =12s
Axs 5 m
@ @ A Cr =7 é lb

0 ) __.__———‘__———A_Tid i sekunder
0 50 120 180 240 300
Vattendjup Beraknade och uppmatla
i r\m vatiendjup
At =125
Ax=5m
L Crx2ad
6+ A,
L4
2 -+
0 . ) ) ) Tid i sekunder o
0 50 120 180 20 00
Vattendjup
i cm Beriknade och upprnidtta
vattendjup
s] Atz 2hs
Ax=11m
Cr= 2-4
1
4 ]
2 4
o ) . . Tid i sekunder L
0 50 120 180 20 o300

Fig 9-10
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Flode
m3/s
A
a0l I
/ A\
;7\
Inlopps - / \ Karakteristikmetod
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/ \ Cr=2
/ \
/ \ ‘
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"
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Fig 9-11 Jamforelse mellan utloppshydrograf berédknad med
karakteristikmetoden (Lager, Pyatt och Shubingki
(1971))och med DAGVL-B, d=1.82 m, I, =10-3,

qu11 =4.11 mS/S- Fyllnadsgradfunktion = Teoretisk.

Med utgdngspunkt fran hir redovisade berikningsresultat och §v-
riga genomftrda testberdkningar har typ B-modellen DAGVL-B
beddmts vara tillréckligt noggrann f6r att kunna utnyttjas som refe-
rensmodell vid test av de approximativa typ B-modellernas egen-
skaper vad avser berikning av flédesférlopp i en rak ledning med
fritt utlopp. S&dana jamfodrande berikningar kommer att redovi-

gsas i féljande kapitel,
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9.9 Jamfdrande berikningar mellan olika typ B-modeller

Den jdmférelse som nedah kommer att gdras mellan med olika
metoder berdknade utloppshydrografer for en enkel rak ledning
dr av principiell karaktdr. Avsikten &r att med hjidlp av de ge-
nomforda berdkningarna demonstrera de olika approkimativa mo-
dellernas egenskaper. Kvalitativa beddmningar av t ex effekten
av det valda berdkningsstegets Ax lingd kriver omfattande be-
rékningar for olika typer av ledningar och inloppshydrografer, |
lampligen da med utgangspunkt fran en dimensionslds parameter-
framstdllning av utnyitjade samband. Hirigenom kan berdknings-

omfinget avsevirt minskas.

Som utgédngspunkt f6r de jimférande berikningarna har valts tva
300 m langa ledningar bada med diametern 1000 mm men med lut-
ningarna 2 0/oo {subkritisk strémning, quﬂ = 1,11 m3/s) resp.
Qpyq = 2-48 m°/s). Utloppshyd-

rografer har for dessa ledningar beriknats {6r triangulira inlopps-

10 /oo (superkritisk strémning,

hydrografer med 10 och 20 min varaktighet (Tbas)' Tidsteget har
f6r de approximativa modellerna valts si att Tbas/At = 20, I samt-
liga redovisade fall har delfyllnadsfunktionen '"Bretting'' utnyttjats,
se fig 9-2.

De approximativa modellernas (kinematisk vdg, RRI.-metoden,

EPA -modellen) méjlighet att beskriva ett dimpat flédesférlopp byg-
ger i stdrre eller mindre grad pa inforandet av ett 1dmpligt sto.rt
trunkeringsfel, dvs i huvudsak pé ett ldmpligt val av beridknings-
stegets Ax lédngd. I avsikt att demonstrera detta har berdkning-.

ar genomfﬁrt's dels fé6r Ax = 300 m (hela ledningen i ett steg),

dels fé6r Ax = 30 m (ledningen uppdelad i tio berikningssteg). 'Exak-
ta'' 16sningar har erhdllits med hjilp av DAGVL-B fér At = 0.15 min,
Ax = 20 m.

De f5r "kinematisk vag', RRL-metoden och EPA-metoden utnytt-
jade datorprogrammen har konstruerats av forfattaren med ut-
gingspunkt fran tidigare redovisade differensschema. I EPA-me-

toden har de rekommenderade viirdena 8, = 8,7 0.55 utnyttjats,
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Retardationsmetoden (fig 9-12)

Denna metod medfor for flacka ledningar en betydande &verskatt-
ning av utloppshydrografens toppvirde. A andra sidan underskat-
tas flodesvAgens hastighet vilket, som tidigare paipekats, medfor
en yverskatining av ett ledningssystems genomloppstid. Detta

fel #r pd osikra sidan eftersom det medfér en ligre sannolikhet
for tverlagring av flsdestoppar fran olika delar av systemet, Det
ir saledes inte sjalvklart att retardationsmetoden applicerad pa
ett ledningssystem alltid skulle leda till en dverskatining av de

resulterande flédestopparna.

Differensen mellan de med retardationsmetoden och DAGVL-B -
erhéllna 16sningarna &r mindre f6r flacka hydrografer &n f6r
branta. Skillnaderna aviar dessutom med vixande ledningslut-
ning. Dessa senare slutsatser giller dven fér 6vriga approxima-

tiva modeller,

RRI.-metoden {didmpad kinematisk vag) (fig 9-13).

RRL-metoden mojliggdr en god beskrivning av savil utloppshyd- -
rografens form som hastighet. Flodesvigens dampning dr dock
beroende av det valda virdet pd Ax. Om alltfér stora virden
viljes p& Ax kan en stérre dimpning &n den verkliga erhillas,
Metoden bér darfor kompletferas med kriterier for valet av Ax
s8 att en underskattning av flédestoppen undvikes. Sadana krite-
rier skulle kunna utarbetas med hjilp av jamforande berikning-
ar enligt fig 9-13 genomférda fér olika typer av inloppshydrogra-
fer och ledningar. ’

RRL-metoden har ur berdkningspraktisk synpunkt flera férdelar:
den ir billig och enkel att programmera och den forde knappast
ge nigra beridkningsstdrningar i form av parasitisk vagbildning

vid stréomning i delvis fyllda ledningar.
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Kinematisk vag (fig 9-14)

Den ''kinematiska végens'' egenskaper har tidigare diskuterats
relativt utférligt. Metoden ger i det aktuella fallet en god bild .
av flédesforloppet och torde for rimliga virden pd Ax alltid
medféra en viss dverskatining av flodestoppen. Nackdelarna
med rmetoden dr den stora risken f&r utbildandet av parasitiska
vagor vilka kan medféra icke kontrollerbara beridkningsstdr-

ningar.

Me’codén dr ur beridkningsekonomisk synpunkt jimférbar med

RRI.-metoden réknat per berdkningssteg Ax.

EPA-modellen (fig 9-15)

EPA-modellen dr den berakningsmodell vars lésningar visar bést
bverensstimmelse med DAGVL-B-modellens "exakta' 16sning,
Den synes vidare vara relativt sett mera okidnslig for valet av

Ax &n 6vriga metoder. Viss risk for parasitisk vagbildning

foreligger, speciellt pa flédesvdgens lisida,

Metoden &dr riknat per beridkningssteg Ax avsevirt dyrare dn
RRIL-metoden. F§r det fall att antalet iterationer map "I'1
ekv (9. 36) begrinsas till fem dr den 3 a 4 ggr dyrare. Kostnads-
differensen mellan de bida metoderna minskar givetvis om man
i RRL-metoden tvingas arbeta med ett stérre antal ber#knings-

steg for att undvika underskatining av flédestoppen.

Nagra begrinsningar av berikningsstegets Ax ldngd finns ej
i'nbyggt i EPA-modellen. Emellertid anges att ledningslidngder
{Ax) stdrre &n 900 m bdr undvikas.

‘De givna berdkningsexemplen redovisar de olika approximativa

typ B-modellernas egenskaper for det fall att en enkel flsdesvag
passerar genom en rérledning. Hur avgdrande dessa egenska-
per dr ur praktisk dimensioneringssynpunkt &r svart att siga
utan en jimforelse mellan berikningar utférda pa olika typer

av ledningsnit. Det férefaller emellertid rimligt anta att man

- for ett ledningsnit med ménga tillfloden kommer att fi en avse-
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Fig 9-14
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virt mindre differens mellan med olika metoder beridknade ut-
flddeshydrografer &n vad som erhéllits i det redovisade extrem-

fallet med en enkel ledning med endast eit tillflsde.

Typ B-modellerna férutsétter att man helt kan bortse frén dim-
ningseffekten fran t ex en nedstrédms liggande &verbelastad led-
ning. Av stort intresse ar givetvis att man stker skaffa sig en
uppfattning om diamningseffekternas betydelse ur flodes- och
vatienstdndssynpunkt, D& det Ar i det ndrmaste omdjligt att
praktiskt genomféra métningar av alla tillfléden pa ett existe-
rande ledningssystem blir man tvungen att relatera beddmning-
en av olika metoders tilldmplighet till den 18sning som 84 nog-
grant som méojligt ﬁtergef flddeshydrauliken, alltsa i detta fall

en 16sning erhallen med hjilp av en typ A-modell.

9.10 Beskrivning av typ A-modellerna HVM och WRE,

Pa grund av den 1 vissa avseenden knappa redovisningen i till-
gidngliga referenser kan endast schematiska beskrivningar ges
av flodesmodellernas uppbyggnad och funktion. Eftersom mo-
dellerna genomgar successiva revideringar 4r det dessutom mdj-
ligt att de aktuella versionerna i vissa detaljer kan avvika fran

nedan givna beskrivningar,

HVM-modellen

Den ledningsnatrutin som inglr i den av ingenjérsfirman Dorsch-
Consult utvecklade avrinningsmodellen HVM (Hydrograph- Volume-
Method) bygger enligt Kiym, Koéniger, Mevius och Vogel (1972)

pé de fullstindiga rorelseekvationerna med hastigheten och vat-
tendjupet som berocende variabler, jfr ekv (2.16), Overférda
till differensform och applicerade pa en ledning med lingden

Ax mellan tvﬁ‘brunnar far ekvationerna den form som anges
ifig 9-16. Tillflddet till ledningssystemet fdrutsittes saledes
ske jamnt férdelat lidngs respektive ledning och ej 1 knutpunk-

terna.

Inligt senare uppgifter férsummar man numera av berdknings-
ekonomiska sk&l termerna 9V /8t och BVZ/BX i rérelseekvatio-

nerna.
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Fig 9-16 I HVM-modellen (tyska ingenjérsfirman Dorsch-Consult)

utnyttjade differensekvationer och knutpunktsrelationer.
Efter Klym, Kéniger, Mevius och Vogel (1972).
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Aven knutpunktrelationernas formulering framgar av fig 9-186,
Det pdpekas att olikhetstecknet i knutpunktsrelationerna endast
ir aktuellt i samband med nivadifferenser mellan inkommande
och utgiende ledningar. Tyvirr ges inga exempel pa relatio-
nernas funktion vid olika typer av flsdestillstand. Knutpﬁnkts-
férluster och dvriga tilldggsforiuster fOrutsédites vara beaktade

vid valet av ledningarnas friktionskoefficient.

Applicerade pd ett ledningsnit ger differensekvationerna ett
icke linjart ekvationssystem vilket skall l6sas vid varje. tidsteg
{(implicit icke-linjdr metod), Ekvationssystemet léses med: N
hjalp av en iterativ metod, vilken utifran uppskattade flodesdjup
beriknar de okinda flédena i nedstrdms riktning och sedan be-
riknar motsvarande vattendjup i uppstréms riktning, Procedu-
ren upprepas intill dess givna konvergenskriteria 4r uppfyllda.
Enligt tidigare angiven referens utnyttjas normalt ca 30 itera-

tioner,

Enligt uppgift behdver nigra speciella arrangemang ej vidtagas
vid stromning i helt fylld ledning.

Négra speciella tester av ledningsnétrutinen redovisas ej. Dar-
emot har berédkningar genomférda med den totala aVrinningsmo—

dellen jimfdrts med uppmétta avrinningsfériopp.

WRE -modellen

Den tidigare redovisade EPA-modellen haf- av Water Resources
Engineers, Inc. (WRE) vidareutvecklats vad avser dels avrin-
ningen pd mark, dels rutinen fér flsdesberikning i ledningar, se
Shubinski och Roesner (1973). I WRE-modellen har siledes EPA-~.
modellens B-rutin ersatts med en flddesmodell av typ A.

I WRE-modellen reduceras ledningsnitet till en serie av linkar
(ledningar) vilka 4r sammankopplade i noder (knutpunkter), se ‘
fig 9-17. For varje ledning formuleras med utgingspunkt frén

rérelseméingdekvationen skriven pa formen ( H 4r vattennivin
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FALL 1
Node 1 { Normalfallet)
} Node 2
\
L v
L/2 e L/2 -

FALL 2

, Ho€ Z,* Ygrans
‘vm\
\
12y

2

Hy Jvgrins

FAlL 3

> Hy< Zy* Ygrans
UH2 l/

JYgrins
! \wH1 '
lzq
) i
FALL 4
Hps 2, 3
Hy
. i
=
[

WRE-modellen. Definitioner. och randvillkor.
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i aktuellt héjdsystem)

8Q _ OA . 2 BA ., OH

s - BAL + 2V g+ VY - gA (9.38)
ett explicit uttryck for flodet Qt+At i ledningen vid tidpunkten
t+At (Q férutsittes vid varje tidpunkt vara konstant lédngs led-
ningen)
Qoap = 1(Q, V., A, R, H, L) ' (9.39)
dir V, A, R och H 4r viktade medelvirden p& hastighet, area,
hydraulisk radie och vattenniva vid den gamla tidpunkten t (vad

avser arean A i#ven vid tidpunkten t-At) enligt schemat

1§

sl

vV (V, + 2Vm+ Vz) (9.40)

1

Kontinuitetsekvationen fér en knutpunkt skrivs

>Q
S’

H H, = At —— (9.41)

t+AL T Tt S
dir > Q &r nettoinflédet, inklusive externt tillflsde till knut-
punkten, under tiden at.ES dr summan av brunnens area och
vattenlinjearean i anslutna ledningar, den senare i normalfallet
beridknad som halva ledningslingden ginger vattenlinjeareans
medelbredd.

En rorelsemingdekvation dr s8ledes applicefad p& varje led-
ning och en kontinuitetsekvation p@ varje knutpunkt utan impli-
cit koppling, Qt+At beriknas forst ur ekv (9.39) varefter .
H
jas en s k halvstegsintegration innebdrande att man forst be-
riknar 98Q/at och 0H/dt vid tidpunkten t+At/2 och direfter

forutsitter att dessa virden giller under hela intervallet At,

+ A erhalles ur ekv (9.41). [ sjdlva verket utnytt-

Nér alla ledningar till en knutpunkt gar fulla finns ingen annan
magasineringsvolym tillgénglig &4n den i sjilva knutpunkten.
For att f2 en jimn éverging till helt fylld ledning forutsittes
en linjért avtagande vattenlinjearea S enligt(beteckningar se
fig 9-18), |
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Fig 9-18 WRE-modellen, Antagen linjirt avtagande
vattenlinjearea S vid helt fyllda ledningar.

S=8 - L (5 -8

o™ ¥, %o 1) o h<0.75h

1

(9.42)

5581 om h>0.75h1

dar

SO = vattenlinjearean vid 96 % fyllnadsgrad i -den hégst

beldgna ledningen

S, =0.5 So‘ dock ej stérre 4n 5 m2

1

Denna konstruerade vattenlinjearea &4r analog med den 1 DAGVL.-B
inférda fiktiva spalten i rorets hjissa men innebidr en hdgre grad
av approximation. Vattenlinjeareans bredd dr vid 96 % fyllnads-
grad B = 0.4 d, vilken férdelad pa en inkommande och en utgd-

ende ledning med 1000 mm diameter ger vighastigheten

a=VgA/(B/2) = 6 m/s, ait jamfora med den verkliga vighastig-
heten av storieksordningen 1000 m/s och den i DAGVL.-B och
DAGVL-A normalt utnyttjade vghastigheten 50 m/s. Forfaran-
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det &r motiverat dels av det forhallandet att den explicita berik-
ningsmetoden i och f6r numerisk stabilitet kriver att tidsteget

At uppfyller Courant villkoret

At < | (9.43)

[v = \/gA/BI

dels for att minska riskerna f6r den typ av instabilitet som &r
att hénfora till linjariseringen av kontinuitetsekvationen och som
tidigare redovisats for DAGVL-B, ‘

De randvillkor som utnyttjas i WRE-modellen dterges i fig 9-17.
Modellen undersdkeralltsa férekomsten av kritiskt djup i ledning-
arnasg nedstréomssektion. Enligt Shubinski och Roesner (1973) de-

tekleras Aven superkritisk strémning. Vattensprang diskuteras ej,

De tva beskrivna modellerna &r konstruerade [8r berdkning av
fldden och vattenstand i komplicerade ledningsnit med bade kon-
vergerande och divergerande fldden och under beaktande av dam-
ningseffekter. De karakteriseras av en grov geometrisk indel-
ning av ledningssystemet vilket méste leda till en schematisk si-
mulering av dimningseffekterna vilka ofta kan vara begriénsade
till en kort stricka uppstréms knutpunkten. Med hidnsyn till

de relativt goda resultat som tidigare redovisats [0r de approxi-
mativa typ B-modellerna férefaller det emellertid rimligt for-
moda att man trots den grova geometriska beskrivningen kan upp-
na en tillfredsstidllande sirmulering av i varje fall flédets varia-
tion i tid och rum. Mera diskutabelt dr givetvis om HVM- och
WRE-modellerna kan beskriva Vattenstﬁndsutvecklingen med

samma noggrannhet.

WRE-modellens knutpunktsrelationer synes bygga pa samma grund-
princip som de som utnyttjas i DAGVL.-A, se kap 9.3, fig 9-4,
HVM-modellen utgar fran energirelationen ekv (9.12) kombinerat
med ett 'backwater condition. Tyvérr anges ej hur det &r mdj-
ligt att genom{dra denna ansats utan att beakta flédessituationen:

(éubkriiiskt eller superkritiskt fléde) i inkommande ledningar,
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Négra speciella tester av ledningsnétrutinerna redovisas ej. Dir-
emot har berdkningar genomfdrda med de totala avrinningsmodeller-
na jéirhft‘)rt‘s med uppmitta avrinningsférlopp. De antaganden som
mészte gbras betriffande avrinningsfsrioppet pd markytan dr emeller-
tid s8 férhillandevis grova att en s&dan jamférelse mellan observerad
och berdknad avrinning mera blir en test av ansatt ytavr'inning a4n av

ledningsnéitrutinens egenskaper.

Hir ej beskrivna typ A-modeller dr den ledningsnitrutin som in-

Cgari den av SOGREAH, Grenoble, utvecklade avrinningsmodel-
“len Caredas, se Rousset och Lorgere (1974}, samt i Iilinois Storm

Sewer System Simulation (ISS) Model, 1) ge Yen och Sevuk (1975).
Tillgéngliga referenser §ver dessa modeller &r emellertid alltfor

knapphindiga {6r att m&jliggéra en meningsfull beskrivning,

9.11 Typ A-modellen DAGVL-A

Ledningsnitmodellen DAGVL-A ir en vidareutveckling av typ B-
modellen DAGVL-B, se kap 9,8, Denna senare modell har sile-
des kompletterats med dels knutpunktsvillkor som beaktar ddmnings-
effekter, dels en dubbelsvepsalgoritm fé6r lésningen av det av hela._
ledningsnétet'definierade' ekvationssystemet. Den numerigka _
16sningen av rorelseekvationerna dr densamma som féor DAGVL -B,
DAGVL -A kan i likhet med DAGVL—B endast behandla konverge-

rande ledningssystem.

Knutpunktsvillkorens utformning har tidigare redovisats och dis-
kuterats i kap 9.3, ekv (9.14), (9.15) och fig 9-4. [ avsaknad av
experimentellt bedémningsunderlag méaste valet av tryckforlust-
koefficientens k-vérde bli relativt godtyckligt. Av denna anled-
ning férutsittes att k-vidrdet &r konstant och oberoénde av flo-
desf6rdelningen i knutpunkten,

D3 ddmning av inkommande fléden ej erhdlles éverensstimmer
DAGVL-A:s randvillkor med de som givits f6r DAGVL.-B, se

fig 9-17. ' '

1) Bygger pa karakteristikmetod med specificerade intervall,
Viss héinsyn tas till dimningseffekter. Stromning i helt fylld
sektion kan ej behandlas.

Ref: Sevuk, A,S., Yen, B.C. och Peterson, G.E.(1973):
Illinois storm sewer system simulation model: Users manual -
Research report No 73, Water Resources Center, University
of Nlinecis, Urbana, Ilinois, October 1973.
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Efter varje genomfﬁi‘t berikningssteg i tiden utférs en kontroll av
flodesfsrhallandena i alla i ledningsnitet ingdende '1edninga'r Ut-
ifran resultatet av denna kontroll viljes sedan de for nasta berak-

ningssteg gallande knutpunktsvillkoren,

I de fall upptrédande va’ctensprﬁng ger icke kontrollerbara berik-
ningsstdérningar (se kap 7.7) kan de delar av ledningsnitet dir _
stdrningarna upptrider beriknas enligt typ B—mo_delléns DAGVIL-B:s
S forutsittningar, dvs under antagande av fri utstrémning till ned-
stréms liggande brunn. Aven andra dtgarder ké,n dock vidtagas.
Salunda har i programmet inbyggte randvillkor vilka till&ter dim- .
ning endast vid subkritiska f&rhallanden. Effekten pa beriknade
flsden och vattenstdnd av sidana approximativa tsrfaranden fir
bedémas fran fall till fall.

Tillflddet till ledningssystemet kan ske i knutpunkterna och/eller
jimnt f6rdelat lings respektive ledning. Det alternativ viljes som

‘bast svarar mot de aktuella forhéllandena.

Genom att berdkningarna bygger pi en linjariserad kontinuitets-
ekvation utan iterationer kan ett icke forsumbart kontinuitetsfel -
erhillas vid alltfér stora berskningssteg i tiden. Detta forhillan-
de galler i hogre grad for DAGVL-A &n f6r DAGVL-B, vilket sam-
manhénger med en nagot oroligare vattenstdndsutveckling, speci-
ellt da vid fédrekomst av vattensprang. En kontinuitetskontroll har

diarfér byggts in i programmet.

9.12 Berdkning av ledningssystem:Jimférelse rﬁellan
"~ utloppshydrografer beriknade med DAGVL A och’
olika typ B-modeller.

Som utgangspunkt for de jéin‘ift‘)rande berékning‘arna hér tagits det
ifig 9-19 skisserade hypotetiska ledningssystemet om 26 ledning-
ar. Detta system har tidigare utnyttjats av I.indholm (1975) och

Sjéberg (1976), Jimférelsen avser enbart beriknade fléden.
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1 DAGVL - A kan tillfladet
till ledningssystemet ske
i knutpunkt och/eller

liktormigt fordelat
direkt titl ledning

26

@ Fritt utlopp

Fig 9-19 Hypotetiskt ledningssystem om 26 1edningar".r
Ledningarnas karakteristika framgar av tabell 9-1,

I redovisade ber#ikningar férutsittes tilifliédet ske
i knutpunkterna, ' ‘

Varje ledning har antagits vara 300 m lang, utom sjilva utlopps-.
ledningen, som givits lingden 1200 m. Ledningarnas ekvivalen-tra.
sandrdhet har satts til1 T mm. I knutpunkterna har, enligt Giteborgs
VA-verks praxis, utgdende och inkommande ledningars centrumlin-
jer forutsatts sammanfalla. Ledningarnas diametrar och lingd an-

. ges itabell 9-1, tillsammans med ledningarnas fulla kapacitet:{f6r

tva alternativa lutningar I, o
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Ledningens nummer Diam. Lingd Qpypp 1 m3/s
. : imm 1im _pO - o)
(se fig 9-19) IO— 6 " foo Io 1.5 “Joo
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 700 300 0.75 0,38
8,9,10,11,12,13,14 900 " 1,5 0.73
15,16,17,18,20,21, 22 1000 a 1.9 0.96
23,25 1100 " 2.5 1.2
19 _ 1750 " 8.3 4.2
24 2000 " 12.8 5.9
26 2250 1200 16.1 8.0
Tabell 9-1. Ledningarnas diameter och léngd samt ledningarnas

fulla kapacitet Q. ., vid lutningarna [ =1.5 resp 6 0/00.

Tillrinningen till systemet sker direkt i knutpunkterna. Inlopps-
hydrograferna har forutsatis ha triangulir form med en varaktig-
het av 20 minuter. De valda tillflsdena motsvarar i huvudsak de
dimensionerande tillflédena vid resp. ledningslutningar. I fig 9-23
redovisas dock en ber#kning fér ett tillflsde som avsevirt versti-
ger det dirnen.sionerande. Utnyttjade virden pa toppfléde och bas-
flsde redovisas i respektive figurer tillsammans med beridknade

utloppshydrografer.

Vid de med DAGVL-A och DAGVL-B genomférda berikningarna

har f&r erhillaride av s& noggrann 16sning s_om mojligt varje ledning upp-
delats i 8 delstrickor, dvs Ax = 37.5 m. Virdet pA At har varit

0.25, 0.5 eller 1.0 min allt efter fisdesférloppets branthet. Del-
fyllnadsfunktionen enligt "Bretting' har utnyttjats.

Beridkningarna enligt EPA- modellen och enligt kinematisk vagteori
har utférts med Ax = 300 m och At = 1.0 min. I RRL-metoden
har anvénts dels Ax = 300 m, dels Ax = 150 m i kombination med
tidsteget 1.0 min.

Berdkningarna enligt retardationsmetoden har pa férfattarens upp-
drag genomférts av tva konsulterande ingenjdrsfirmor vilka pre-
senterade i huvudsak 6verensstimmande 16sningar. H&r presen-

teras de losningar som erhallits med vaghastigheten Vvég = Vfull'



Fig 9-20: _ - _

I avsikt att studera effekten av knutpunkternas tryckitrlust-
koéffibient k har berdkningar genomfdrts med DAGVL-A for
virdena k =0, 0.5 och 1.0 (samma \.rar.de for alla knutpunk-
terna). Differenserna mellan f6r k = 0 och k= 0.5 erhllna
utloppshydrografer &r sma. Virdet k = 1.0 ger en signifikant
sinkning av toppflédet i det brantare 1edniﬁgssysterﬁet (IO= 6 0/oo).
De smi stromningshastigheterna i det flacka systemet (I,=1.5 O/oo)
medfér att tryckfdrlusterna far en relativt sett mindre effekt pd

flsdestoppens viarde.

De genomférda berskningarna tyder pd att knutpunkts{drlusterna

f4r en signifikant effekt pa de beriknade utloppshydrograferna fsrst
vid stora vidrden pa tryckf_éﬂustkoefficienten k. En bidragande or-
sak till detta forhdllande ar knutpunkternas utformning, dvs att in-
kommande ledning ligger hégre dn utgdende ledning. Innan mera
generella slutsatser kan dras bor dérfdr berdkningar av den typ
som redovisas i fig 8-20 genomfdras for olika existerande lednings-

system,

Som utgingspunkt fér jimférelser med utloppshydrografer berak-
nade med olika typ B-modeller har tagits den f6r k = 0 erhéllna
hydrografen, vilken allisd &r pd "sdkra sidan' vad avser toppfls-
det.

Fig 8-21:
Ett ledningssystém med lutningen 6 0/oo ar att betrakta som eit
relativt brant system. Flédesférloppet &r i huvudsak superkri-

tiskt med virden pd Froudes tal i intervallet 0.8 - 1.3,

Med hansyn till de resultat som tidigare redovisats i kap 9.9 f&r
ledning med brant lutning skulle man kunna férvinta sig relativt
-smé skillnader mellan de erhéllna lésningarna. S& visar sig dven

" vara fallet. |

De med DAGVL-A (k = 0) och DAGVL-B erhallna hydrograferna
ar praktiskt taget identiska varfsr endasf den ft’)‘r-ria angivits. Aven
EPA-modellen och RRL -metoden { Ax = 150 m) visar god dverens-
stimmelse med DAGVL-A:s 18sning.

179.
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Fig 9-20
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b) Ledningarnas lutning I,=1.5 oo

Inverkan av valt virde pa tryb_kfﬁrlustkoefficienten k
i ekv (9.15) pa med DAGVLTA berdknad utlopps-
hydrograf f6r ledningssystemet i fig 9-19.
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Med olika modeller berdknade utloppshydrografer
for ledningssystemet i fig 9-19,

I.edningarnas lutning [ =6 °/oo
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Den ''kinematiska vigen" Sverskattar toppflsdet men ger en god
bild av hydrografens utseende. Beridkningen kunde genomftras

utan att stdrande parasitisk vAgbildning erhslls.

Retardationsmetoden slutligen, ger en for sen utloppshydrograf

med nagot fér hégt toppflsde.

Fig 9-22:
Flodesforhallandena &r vid denna lutning (1.5 0/00) hela tiden sub-

kritiska med virden pd Froudes tal i intervallet 0.4 - 0.7.

Liksom tidigare ger DAGVL-A, DAGVL-B, EPA-modellen och
RRL-metoden (Ax = 150 m) i huvudsak motsvarande utloppshyd-
rografer. Béide "kinematiska vagen' och retardationsmetoden
dverskattar klart toppflédets storlek. Retardationsmetodens ut-

loppshydrograf dr dessutom starkt f6rsenad.

Den lénga utloppsledningen (nr 26) bidrar givetvis till en kraftig
dimpning av flédesvagen., Att s dr fallet framglir av tabell 9-2.
Tabellen visar #ven att retardationsmetoden ej ger nigon dverskatt-

ning av utflédet fran knutpunki 26 sett relativt 6vriga bersknings-

modeller,
{a) (b)
v 3 e 3
ot Max. utfléde (m”/s) Max, utfléde (m”/s)
Ber#kningsmodell fran knutpunkt nr frén knutpunkt nr
26 2'7 26 27
DAGVL-A (k = 0) 14,5 13.8 5.2 4.4
DAGVL-B 14.86 13.9 5.5 4.6
EPA- modellen 14.6 14.1 h.1 4.5
RRL-metoden (Ax=300 m)  13.8 13.0 4.7 3.9
{Ax=150 m) 14.5 13.9 5.71 4.6
Kinematisk vﬁg 15.0 15.0 6.1 5.9
Retardationsmetoden 14.5 14.5 5.2 5.2

Tabell 9-2 Med olika modeller beriknade maximala utflsden fran
: knutpunkterna nr 26 och 27.

(a): Tillflode och ledningslutning enl fig 9-21.
(b}: - - 9-22.
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Fig 9-23:

Det givna tillflédet dverskrider i detta fall det dimensionerande,
12 minuter efter tillrinningens start d4r saledes alla ledningar
uppstrdéms knutpunkt 26 helt fyllda innebidrande en mycket snabb
flédesdkning i utloppsledningen. Den i DAGVIL.-A utnyttjade 1jud-
hastigheten &r a = 50 m/s vilket ger en viss férdréjning av f16-
desfronten, jfr fig 9-9. FEfter 14 minuter uppgick emellertid ut-
fl5det fran punkt 26 till 11.7 m® /s vilket virde vél rimmar med
den totala tillrinningen 11.3 m3 /s vid denna tidpunkt. Efter 15
minuter gick de mest uppstréms liggande ledningarna dter del-

vis fyllda.

De mycket branta flddesfronterna ledde till helt orimlig parasi-
tisk vagbildning fér dels ''kinematiska vagen', dels RRL -metoden

med Ax = 150 m, Som framgar av figuren uppvisar dven EPA-

modellens 16sning sadana stdrningar. Det bér dock pépekas att

" férfattarens version av EPA -modellen férutsitter att utflodet fran

en helt fylld ledning &r lika med inflédet. Originalversionen for-
utsédtter ddremot att det tilifldde som Overstiger ledningens kapa-
citet qull lagras i knutpunkten intill dess overskotiskapacitel -
finnes tillgénglig. Detta senare férfarande skulle i det aktuella
fallet innebédra att utflddet fran knutpunkt 26 ej skulle kunna 6ver-
stiga 8 m° /s (se tabell 9-1), vilket skulle medfért en kraftig un-
derskattning av flédestoppen i denna punkt. Det av DAGVL-A be-

riknade maximala utflédet frén punkt 26 dr 11,7 m3 /s.

Bortsett fran den parasitiska stérningen 6verensstimmer EPA-
modellens och DAGVL-B:s 16sningar i stort. B&da modellerna

&vergkattar fiddestoppen i punkt 27.

Aven RRL-metodens (Ax = 300 m) 18sning uppvisar parasitisk

vagbildning i omradet kring knutpunkt 26. Dessa stdrningar har
dock helt ddmpats ut nir flédet nér utloppspﬁnkten. I den aktu-
ella programversionen forutsittes att utflddet frén en helt fylld-

ledning ar lika med inflédet.

‘En mojlighet att undvika parasitisk vagbildning vid helt fylld led-

ning ar att liksom i EPA-modellens originalversion lagra det till-

flode som Overstiger ledningens kapacitet i uppstrdms knutpunkt.
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Fn annan mojlighet, som enligt uppgift utnyttjas 1 engelska versi-
oner av RRL -metoden, &r att vid berdkningen ''byta ut'' den be-
fintliga ledningen mot en grévre ledning med en kapacitet svaran-
-de mot det aktuella toppflddet. Detta senare fo6rfarande begrin-
sar ej flédestioppens siorlek och bor ddridr vara att foredraga

framfdér EPA-modellens lagringsférfarande.

Retardationsmetoden ger en grovt felaktig bild av flédesférloppet.
Flodets toppvirde dverskattas i utloppspunkten men underskattas
i knutpunkt 26, allt sett i relation till DAGVL -A:s 16sning.
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8 i mifs
A 0715
06 +
16T Tilflode till varje
Totalt tilifiode till 04 + knutpunkt
ledningssystemat
024
th 4
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,l : Beridknade utioppshydrografer |z 15%s)
104 | \ P DAGVL - A
(J'T ; '-,_. e ma DAGYL - B
AT ; EPA - modellen

—e=ne= RRL - metoden { Ax=300m)
............ Retardationsmetoden

(Vyag= Vi)

24 -.
_'\
g $ } '- —
L4 10 20 30 40 S0

Tid i min

Fig 9-23 Med olika modeller berdknade utloppshydrografer
f6r ledningssystemet i fig 9-19;

L.edningarnas lutning IO =1.5 /oo
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9,13 Sammanfattande synpunkter,

I detta kapitel har en redogdrelse lamnats fOr olika modeller f&r
berdkning av flodesfdrlopp i system av dagvattenledningar. Mo-

dellerna har indelats i tva grupper:

A-modeller, i vilka fitédesférloppet beridknas under
beaktande av eventuella dimningseffekter fran ned-

stréms ligpgande ledningar

B-modeller, i vilka didmningseffekter ej beaktas

Typ B-modellerna dr berdkningstekniskt sett mindre komplice-
rade dn typ A-modellerna och bygger dessutom i de flesta fall
pA starkt férenklade rérelseekvationer. 1)

Av forfattaren har utvecklats en typ A och en typ B-modell be-
nimnda DAGVL-A resp. DAGVL-B, Bada dessa modeller byg-
ger pa en implicit differensl8sning av linjariserade roérelseekva-

tioner.

Ledningsnédtmodellen DAGVL-A berédknar fér givna tillfléden

" vattenstind och fléden i valda berdkningssektioner for ett konver-

gerande ledningssystem under beaktande av ddmningseffekter,
Flode 1 helt fylld ledningssektion 6verfores till strdomning med fri
vattenyta genom inférande av en mycket smal fiktiv spalt i led-
ningens hjdssa. Modellens uppbyggnad mojliggér en tidt geomet-

risk indelning av ledningsnétet,

I de fall upptriddande vattensprang medfdr icke kontrollerbara be-
rikningsstérningar kan ledningsnitmodellen .DAGVL-B ﬁthyttjas.
Denna modell skiljer sig fran DAGVL-A enbart genom att ddm-
ningseffekter {ran nedstrémsliggande ledningar ej beaktas. De
tvA modellerna 4r f6r nidrvarande inbyggda i samma program-
paket vilket innebir att godtyckligt valda delar av ett ledningsnit
kan berdknas enligt typ B-modellens férutsittningar och resten

av nitet enligt typ A-modellens.

1) Typ B-modeller 4r EPA-modellen SWMM, RRL-metoden,
"kinematisk vag'' och retardationsmetoden.
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DAGVL-A bedémes ge s8 noggranna l8sningar att den kan utnyttjas
som referensmodell vid test av mera approximativa modellers egen-
skaper vad avser beriknat flodesférlopp. Detta sagt med reserva-
tion fér de osdkerheter som vidlater karakteriseringen av tryckfér-

lusterna i ledningssystemets knutpunkter.

Jimforande berdkningar mellan DAGVL -A och olika mera approxi-
mativa modeller f6r ett hypotetiskt ledningssystem visar, allt sett
i relation till med DAGVL.-A beriknade utloppshydrografer, 1)
att DAGVL-B medfor en verskatining av flodes-
toppen men att férloppet i dvrigt aterges vil

att EPA-modellen SWMM:s ledningsnitrutin ger en
. sdmre bild av flédesférloppet in DAGVL-B

att RRL-metoden medfdr en underskattning av flédes-
toppen om alltfdr 1dnga delstrickor utnyttjas vid
berdkningen

att den i1 Sverige uteslutande anvinda retardationsmeto-
den ger en férsenad utloppshydrograf med felaktig
form. Flodestoppens virde kan 6verskattas eller
underskattas beroende pé ledningssystemets utformning

att den 'kinematiska vigen'' ger en &verskattning av fl6-
destoppen och att denna metod kan medféra icke kont-
rollerbara berdkningsstérningar. Detta giller dven
i viss mén EPA-modellen

att bdde EPA-modellen och RRL-metoden vid strémning
i helt fylld ledning kan medféra berdkningsstdrningar
ledande till helt orimliga flédes- och vattenstdnds-
variationer,
De resultat som tidigare redovisats visar att det &r mdojligt att med
mycket god noggrannhet berékna flodesfdrlopp i en rak ledning med
fritt utlopp. Beridkningar av flédesfdrlopp i ledningssystem maste
diremot alltid bli behédftade med vissa osékerheter. Till detta bi-
drar bl a féljande faktorer:
- svarigheter att beskriva de komplexa flédes-
férhallandena i en knutpunkt

- sekundir vagblldmng genererad i knutpunkter,
krékar m m

1) En generell kvantitativ jdmférelse krdver ett orimligt stort berdk-
ningsarbete. Aven fér en rak ledning med fritt utlopp kridvs mycket
omfattande berdkningar om effekten av variationer i inloppshydro-
grafens utseende och ledningarnas egenskaper skall kunna kvantifie-
ras. En dimensionsls problemformulering kan nigot reducera
beridkningsarbetet.
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- irblandning av luft och bildandet av lufifickor
- transport av fast material med flddet

- bristande precision vid ledningslidggning,
gitiningar m m

Det kan darfér ej vara realistiskt att ha som generell malsitt-
ning att alla berdkningar skall genomfdras med en typ A-modell.
De redovisade berdkningarna tyder istéllet p& att tillrdcklig n&j-
aktighet i de flesta fall kan uppnis med B-modeller av typen
EPA-modellen och RRL-metoden vilka dr programmeringstekniskt
sett enkla och vilka drar laga berikningskostnader, speciellt da
RRL -metoden. Denna senare metod bdr dock kompletteras med
kriterier for valet av beridkningslingder Ax si att en underskatt-
ning av resulterande flddestoppar undvikes. Sadana kriterier kan
utarbetas med hjilp av de "exakta' modellerna DAGVI.-A och
DAGVL-B. FEit langsta tilldtha berikningssteg bdr givelvis anges

dven fo6r EPA -modellen.

Bade EPA-modellen och RRL -metoden kan vid strémning i helt
fyllda ledningar ge besvédrande berdkningsstorningar. For att und-
vika étt detta intraffar f6reslas att man som en férsta approxima-
tion ""byter ut'' den befintliga ledningen mot en grovre fiktiv led-

ning med en kapacitet svarande mot det aktuella toppflédet.

De gpeciellt framtagna modellerna DAGVL-A och DAGVL-B

ir i sin nuvarande utformning ca 1.5 4 2 ggr dyrare att ut-
nyttia per tidsteg in EPA-modellen. Eftersom de i motsats till
EPA-modellen och RRL-metoden b bygger pa linjariserade rérel -
seekvationer tvingas man av kontinuitetsskil utnyttja ca dubbelt |
sd manga tidsteg varfér den totala kostnaden i de flesta fall tor-
de bli 3 4 4 ggr hdgre. Det 4r mdjligt att berdkningskostnaderna
kan reduceras samtidigt som kontinuiteten forbittras genom in-

forandet av en halvstegsintegration enligt WRE-modellen.

De absoluta kostnaderna f6r utnyttjandet av typ A-modellen DAGVIL-A
4r emellertid ej hégre dn att modellen dr praktiskt anviéndbar. Dator-

kostnaderna maste givetvis stdllas i relation till évriga kostnader som

1) Av dessa bada metoder &r RRL -metoden billigast att anvinda.
Se dven Lindholm (1974),
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anskaffandet av indata m m. Dessa senare kostnader 4r de-
samma {8r alla beskrivna modeiler. I samarbete med Géteborgs-
VA-verk kommer séledes beriékningar avseende befintliga led-
ningssystem att genomfdras med sévil DAGVL-A som DAGVL -B.
Avsikten &r bl a att studera mdjligheten att utnytija det befinfli-
ga ledningsnitet som férdréjningsmagasin med hjilp av speciella
artificiellt ddmmande arrangemang. Denna typ av studier kriver

utnyttjandet av en typ A-modell.
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BETECKNINGAR
sektionsarea
Afull, AO cirkuldr tvirsnittsarea
a ljudhastigheten i vatten
B sektipnsbredd i vattenlinjen
B, b]_:'édd %iéi:inieréd-av 1judhastigheten i vatten (gA/az)
b sekt.ic;l’qlsbrédci pg viss niva.
I kap 5.1 &ven parameter definierad av ekv (5.11)
C Chezy “s koefficient
CC1l, CC2, CC3 koefficienter, kap. 7.2
CR1, CR2, CR3
Cr Courants tal (At |V t\/MI/A}&)
CTH Chalmers Tekniska Hégskola
e vaghastighet
¢q dynamisk vighastighet (V + VgA/B)
Cp vagfronts hastighet
) kinematisk yﬁghaStighet (dQ/dA)
D medeldjﬁi) (A/B)
diameter’
E elasticitetsmodul. T kap 9 &ven energiniv‘é.
AE .energidissipation per tids- och massenhet
EC, ER koefficienter, kap 7.4
e ' vé‘.ggtjocklek'
P kraft \
dven funktion
F(Y/d) fyllnadsgradfunktion (Q/quﬂ) '
Fr Froudes tal (V/ V gA/B)
FC, FR koefficienter, kap 7.4
full index angivande fylld cirkuldr sektion
f friktionskoefficient
G funktion
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2 2 =2 =

3

Ap

Qe

RC, RR

jordaccelerationen

absolut vattenyteniva

bottenlutning

energilinjens luthing

friktionslutning _
skjuvarbete per t:Lds och massenhet
flodessektions transportfaktor (IVLA]R2 /3)
diffusion-s'koeffic'ient

forlustkoefficient

ekvivalent sandrahet

vaglingd
I kap 9 &dven 1edn1ngslangd

Mannings tal
matriser
matriser
matriser

Manmngs rihetskoefficient
dven index angivande normaldjupsforhallanden
(likformig strémning)

vata perimetern (f6r rektanguldr sektion B + 2Y)

- hydrostatiskt tryck

tryckdifferens

flsde

avbordningskapacitet vid nitt och jémnt fylld ledning
och likformig strémning

lateralt tillﬂt')de- per lingdenhet
hydrauliska radien (A/P)
motstandsradie def. av ekv (8. 5)
Reynolds tal (V - 4R/v)

koefficienter, kap. 7.2
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yta. I kap. 9.6 4ven vattenlinjearea
tidskoordinat

beridkningssteg i tiden

koordinat. I kap 9 dven index,
hastighetskomponent i huvudstrémriktningen
medelhastighet (Q/A)

Vedernikovs tal (den/dY)

Ry |
hastighetsvektor

hastighetskomponent i huvudstrémriktningen
koefficienter i Taylorutveckling, kap 5.1
volym

koordinat definierad av ekv (5. 15)

vektor

longitudinell koordinat i huvudstrémriktningen
berdkningssteg i x-led

vattendjup

kritigkt djup

vertikal koordinat |

koefficienter i Taylorutveckling, kap 5.1

en stdrnings initiella branthet, kap 5.1

vertikal koordinat

hastighetsférdelningskoefficient def. av ekv (2.17)

hastighetsfordelningskoefficient def, av ekv (2. 8)
i kap 6.4 #ven vigtal

disgipativ faktor
viktningskoefficient, #ven bottnens lutningsvinkel
kinematisk viskositetskoefficient

densitet
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koordinat
kc;)efficient
végtal i kap 6.4
skérépénning
centrumvinkel

parameter i ekv (5. 16)

Definitioner i samband med differensapproximationer

sektionens 'j'" ldgeskoordinat

i -l
i1 7 ¥yt
tm+i tm

flodet genom sektion ' vid tidpunkten ’crn



APPENDIX

Schemaberoende fel i vﬁghastighef och arnplitﬂd:

Den i kap 6.3 beskrivna Fourierserieanalysen kan endast genom-
foras for linjira differentialekvationer. Fo&r att forfarandet skall
bli mera dverskadligt utféres analysen med utgdngspunkt fran f51-

jande enkla differentialekvationer, de s k vagekvationerna,-

%—gv‘ﬁz=0; S o (751)

ot
W LA, |
of "ok 0/ o | o (1)

1. Analytisk 18sning

Om vi férutsdtter dels periodigka randvillkor, dels initialvillkor
av formen V(x, 0) = VO, Y{x, 0) = YO kan }ésningen till diffe-
rentialekvationen (1) skrivas som Fourierserier (vi ir endast
intresserade av dessa seriers realdel, men det ir av berékni’ng.s—'.

tekniska sk&l lampligt att utnyttja en komplex formulering)

oo .
Gt~ 3, ¢
A=y N
(&)
Yo) =Y +2 1 e (Trk ~1yt)
7= ’?
dir Vg, och Y,  &r reella eller komplexa konstanter. FEfter-

som differentialekvationerna &r linjdra behtver vi endast betrakta

den n :te komponenten vilken vi fér enkelhetens skull skriver

Zajé}: Zf & (T ~3¢)

X, (ne)= Y e (Te-32) (3)

Dessa tvd samband representerar sinusformade vagor med vag-

langden L = 27/¢, perioden T = 27/ och vAghastigheten ¢ =0G/7.

L férutsittes vara ett reellt tal varfdr dven ¥ dr reellt,

Al
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Inséttning av ekv (3) i ekv (1) ger ekvationssystemet

RN 4)
- 73 1Y, o '

vars koéfficientdéterminant maste vara lika med noll for att vi -

skall ha ndgon icke trivial 1&sning, dvs
7 /3

=0) =p B=2t[ => =27, (8)
~13 T

Alla Fourierkomponenterna har alltsd samma vaghastighet obe-

roende av vaglidngden L., ty ¢ &4r oberoende av 1

L&t oss betrakta kvoten mellan 16sningarna vid tidpunkten { resp

t + m- At (motsvarande for Y, (x, t) ) dir m 4&r ett heltal,

Z(X‘)f,ﬁmdf} _ V#c‘fk e"[ﬁ/f"'mdt) _‘-/gm"tg‘ (6}
V”-/—Z;f) - ‘ Zetﬁe-taf- =€ }

Vi definierar nu amplitudfaktorn ka~ enligt

o -

V, (k, ¢+ mat) =' C~z'/3mazf ‘ _ (?)
W (%0 ’

Eftersorﬁ ¢ 4r ett reellt tal maste dven /3 i detta fall vara etf
reellt tal. Kvoten (6) kan d& skrivas

~iBmat | |

e 7ar o8 (~Bmat) + (i (~(Bmat) (&
varfér

k,=17; | - (9)

vilket innebidr att l6sningens amplitud varken dimpas eller
vixer med tiden.



2. Numerisk 18sning -

Vi skall nu undersdka om den av nod-segment schemat (se

kap 6.5, fig 6-4a} genererade 16sningen har motsvarande egen-
skaper. Detta schema applicerat pa ekv (1) ger med utnyttjan-
de av vikiningskoefficienten 8 och med centrerat schema fér

ekv (la} och boxschema f6r ekv (1b),

oyl -y ) ooy YT) K-y

{_=0:
+
,QAx Bt 4 / (10)
RT A7 mrl o 7 fwf
R I
Lat | | a4x% J
dir VJ +1 dr hastigheten i punkten x = (j+1)Ax vid tidpunkten
t = (m+1} A

Insittning av ekv {3) i ekv {10) ger efier division med €

' s/, ' - UAx
och utnyttjande av sambandet ¢s/7Gax = ZL(eL a_ m¢

ekvationssystemet (X = at/ax)

Y [é’" o 7] A [t')&fﬁe_‘k’ué*/-&).r/n@x] =0

#*

(1n)
Y, |\ - B (0t 1-0) | 4 7, [ 417t 10

vars koefficientdeterminant méste vara lika med noll f6r att vi
skall ha virden pd Y, och V, + 0. Efter utbrytning av faktorn

-i fAx

(1 -e ) erhalles da

@"‘&M{ 7 % /\ (ﬁe a7~ 8)ssi Ak
= 0_}' (72)
A(ﬁeﬁ‘ﬁdév‘f“é’) __z ( -3¢ 7)6’0?.‘ Gax

A3 .

{(Tax-3mat)
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dédr vi utnytitjat sambandet

-élAE
© : > 7 - dlcfaf ﬁx , (13)
Utveckling av determinanten ger
e—z'ﬁu‘_ J - ok8(7-8) £ (14)
- 7+t E* /
1)

dir o =2 A sin (§CAx/2). Fdrutgitt att 4 i detta fall har ett
komplext virde, dvs att /3= Re /3 + {m/3. Vi erhiller d&
ampiitudfaktorn k, ., [6r den numeriska l6sningen till

T3 sé I ,
)

'éa:,mm? = le-c'ﬁm{] = ’@jmaﬁf! ib’a&‘ (- Pe/3a4¢)+ "“""’"("Pﬁ’ﬁﬁf)h ‘@

(19)

Imaginidrdelen Jm/3 bestammer siledes amplitudfaktorns
storlek medan realdelen Re /3 avgdr Fourierkomponeniens
hastighet ¢ = Re 3/

Identifiering av real- resp imagindrdelen 1 ekv (14) ger

T3t o 7~ ol8(7-8)
e cos (~Redat) = g %
| (76)
T Bat . _ F&
€ 5707 ("?eﬁ"{_) I PPYEY
ur vilka samband vi slutligen erhaller
. AE -, TAL 2 ‘
_l Jmﬂ)’dfi 7 — Y267 Reurrz )7 } (%)

7+ 4(OLL sin TBEE

At . (AKX
P .fx 7 g
C;mm 2 i‘tﬁfsx (Azf ) arc'z‘mz[ 7 - 4/,9[7—,9)(A£.E S

2

Av ekv (17) framgar att amplitudfaktorn ka, num 1 om

8 < 1/2, vilket innebdr att Fourierkomponentens amplitud vixer

utan gréins i tiden varfér schemat ar instabilt, Fo6r att differens-

1) § &r dven i detta fall ett reellt tal
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schemat skall leda till stabila berékningar krdvs att 1/2 £ 8 < 1,

I1fig A1 och A2-a redovisas enligt ekv {17) och (18) beriknade

vérden pa relativa amplitudfaktorn Ry resp dispersionsfakiorn Ry

definierade enligt

Rl = ka, num |

H

R Crum
2 ;

vilka 4r funktioner av 8, At/Ax och antalet delstrickor N = L /Ax
per vaglingd L = 2x/0 . Kvoten At/Ax motsvarar i det aktuella
fallet Courants tal Cr = At - (c} /Ax, '

For 6= 1/2 4r R, =1 oberoende av virdet pa Cr och N varfér
vi inte fAr nigon dimpning av Fourierkomponenterna med tiden.
Om 0 >1/2 4r Rl< 1 och differensschemat introducerar en av

8, Cr och N beroende artificiell ddmpning.

Som framgar av fig A2-a &4r den av nod-segment schemat genere-

rade vaghastigheten c alltid mindre &n den analytiska vag-

hastigheten c. Vid grrz)irxigeometri'sk indelning (sm& virden pd N)
och stora virden pa Cr blir hastighetsskillnaden stor mellan
vagor av olika vaglingd (kraftig dispersion) vilket dkar riskerna
for uppkomsten av parasitisk vﬁgbildniﬂg_ En s& grov indelning

som N = 4 bdr naturligtvis aldrig anvéndas.

Amplitudfaktorn ka, num och vaghastigheten ¢ =~ har dven be-
ridknats f&r boxschemat (Preissmanns schema} och f6r Abbots

schema:

Boxschemat (kap 6.5, fig 6-4b).

—— o — — —

TAk
O PO/ L) - i 3
Amurt 7Y (OLE tan Lk )*
| ' (20)
: e :
7 AT z’an
S x Aé}‘%‘// [ £

7-4807-8)(£E fm_gf)f _
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Apalytisk l0sning 805

¢

0

Fig Al. Relativa amplitudfaktorn R, for god—segment
schemat. Cr = Atle]| /Ax.” c¢c=11.

a) Nod-segment
schemat
0=1/2

N=4
0 \ , ., . .Cr=AHcI{Ax
Ra
4
Analytisk 1bsning :
1 . b) Boxschemat:
24 (Preissmanns
'8 schema}
8=1/2
054 8 /
N=4
0 \ , Ce=Atlci/ax
0 1 2 3 4 5 6
Ry
4
10d Analytisk lisning

¢c) Abbots schema

054

Cr=At Ic!lgx

0 } : }

0 { 2 3 4 5 6

Foo

Fig A2, Dis.per'sionsfal‘:’corh-.R2 o

olika differensschema.
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Abbots schema (kap 7.2, fig 7-1)

LE ik (1)
< -+ L / -é% aretar Lx
num = faxl 4 7= (8L sn 0Bx)*

Boxschemat &r artificiellt ddmpande om 8 > 1/2. 1 Abbots

gschema har vikiningskoefficientens virde fixerats till 8 = 0. 5.

Av fig A2 framgdr att boxschemat 4r det ur dispersiv synpunkt
fordelaktigaste schemat. Fodr Cr = 1 &dr schemat icke dispérsivt,
dvs den genererade vidghastigheten dr oberoende av vaglingden L
och lika med den analytiska vaghastigheten. Detta &r icke mojligt
att uppnd med ndgot av de andra schemana. Vid inte allifér grov
geometrigk indelning 4r emellertid den absoluta skillnaden liten

mellian deras dispersiva egenskaper.

De kvalitativa slutsatser vi kommit fram {ill &r tilldmpliga dven
for de fullstdndiga linjariserade rdrelseekvationerna applicerade
pa icke-linjira 'problem under fdrutsitining av att vi utnytijar sma
tidssteg. Allifér stor vikt fAr didremot ej ldggas vid hdrledda fak-

torers ahgoluta variation med olika parametrar.






