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Sammanfattning

Den hir rapporten ger en introduktion till icke-standardanalys och den grundlig-
gande teorin som krivs for att na dit. Icke-standardanalysen bygger pa en utvidgning
av de reella talen som kallas for de hyperreella talen. Utokningen fran de reella talen till
de hyperreella talen visas bade axiomatiskt och med en konkret ultraproduktkonstruk-
tion. Centrala begrepp som transferprincipen och interna méangder férklaras och bevisas.
Tva olika tillampningar av icke-standardanalys tas upp, ett inom komplex analys och
ett inom finansiell matematik. Inom den komplexa analysen bevisas Picards stora sats,
forst med en icke-standardmetod och sedan med en standardmetod. Dessa tva tillvi-
gagangssitt jamfors sedan med slutsatsen att icke-standardmetoden &r enklare, kortare
och mer intuitiv. Inom den finansiella matematiken presenteras den hyperfinita bino-
mialmodellen och det demonstreras hur den kan séigas innehalla prisformeln for bade
binomialmodellen och Black-Scholes modell samtidigt.

Dessa exempel pekar pa att icke-standardanalys &r ett kraftfullt verktyg for att saval
I6sa problem som att férsta matematiska koncept.

Abstract

Non-standard analysis is a field of mathematics wherein infinitely large and infinitely
small (infinitesimal) numbers are used. In this report, this set of numbers, called the hy-
perreals, are defined using two different approaches. One using an explicit ultraproduct
construction and the other with an axiomatic approach. Central concepts such as the
transfer principle and internal sets are explained and proven. To emphasize the value of
non-standard analysis two applications are given and studied, one in the field of complex
analysis and one about financial mathematics. The example given in complex analysis is
Picard’s big theorem, which is proven using both non-standard and standard techniques.
The two proofs are then compared with the conclusion that the non-standard version is
shorter, simpler and more intuitive than its standard counterpart. Within the financial
mathematics it is demonstrated how the pricing formulae from both the binomial model
and Black-Scholes are contained in the hyperfinite binomial model.

In both cases it turns out that the nonstandard approach is a powerful tool for both
solving problems as well as understanding mathematical concepts.
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Forord

Denna rapport har skrivits for att ge en introduktion till icke-standardanalysen. Forfattarna
har bakgrund inom utbildningarna Teknisk Matematik och Teknisk Fysik, och arbetet &r
skrivet som en introduktion for studenter med liknande férkunskaper. Vidare sa fordjupar sig
arbetet i tva delar av matematiken, finansiell matematik samt komplex analys, som avspeglar
forfattarnas egna intresseomraden.

Forfattarna vill framfora sitt tack till professor Leif Arkeryd for hans entusiasm och
mycket goda handledning, bade inom matematiken och praktiska detaljer som litteraturtips
och detaljer angaende facksprak.

Hér foljer en redogorelse for kandidatarbetsgruppens medlemmars individuella bidrag
under kandidatarbetet.

e Slutsatser och diskussion - I de tva exemplen sa har respektive huvudforfattare tillsam-
mans bidragit till diskussionen under arbetets gang och gemensamt kommit fram till
slutsatserna.

e Huvudansvarig forfattare av avsnitt

1.

A S

10.

11.

Abstract och Sammanfattning - Oskar Paulander, Lina Berneryd, Magnus Jedvert,
Victor Ekdahl

Forord - Lina Berneryd, Oskar Paulander
Inledning - Magnus Jedvert
Grundldggande Teori - Oskar Paulander
Filter och ultrafilter - Victor Ekdahl
Konstruktion av R fran Q - Oskar Paulander
Icke-standardutvidgning av R
(a) Konstruktion av *R med ultraprodukter - Victor Ekdahl
(b) Axiomatisk utvidgning av R - Magnus Jedvert
Transfer - Lina Berneryd
(a) Integralen blir en summa - Victor Ekdahl
Definitioner av hyperreella begrepp och regler - Oskar Paulander
Komplex analys
(a) Syfte - Oskar Paulander
(b) Nédvindig teori inom komplex analys
i. Topologiska begrepp - Lina Berneryd och Oskar Paulander
ii. Overtickningsavbildning - Lina Berneryd och Oskar Paulander
iii. Konstruktion av évertédckningsavbildningen - Oskar Paulander
(c) Icke-standardanalys och Picards stora sats
i. S-kontinuitet - Lina Berneryd
ii. S-kontinuitet och visentliga singulariteter - Lina Berneryd
iii. Ett nytt icke-standardbegrepp; permanens - Oskar Paulander
iv. Robinsons och Picards stora sats - Lina Berneryd och Oskar Paulander
(d) Standardanalys och Picards stora sats - Lina Berneryd
(e) Jamforelse mellan icke-standard och standard Picards stora sats - Lina Ber-
neryd
(f) Slutsats - Oskar Paulander
Finansiell matematik

(a) Introduktion till finans - Victor Ekdahl
(b) Grundliggande stokastiska processer - Victor Ekdahl och Magnus Jedvert
(c) Matematiska definitioner av de finansiella begreppen - Magnus Jedvert



(d) Interna och externa mingder - Victor Ekdahl med bidrag ! av Magnus Jedvert

e) Matt och sannolikhetsrum - Magnus Jedvert

(
(

)

)

f) Hyperfinita binomialmodellen - Magnus Jedvert

(g) Jamforelse med standardmetoder - Magnus Jedvert och Victor Ekdahl

e Redaktionell ansvarsférdelning - Lina Berneryd och Oskar Paulander har ansvarat for
den slutgiltiga sammanstéillningen av rapporten.

En loggbok har forts 6ver de enskilda medverkandes prestationer under arbetet.
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1 Inledning

Icke-standardanalys anvénder sig av ett utvidgat talsystem, det hyperreella talsystemet, som
utover de vanliga reella talen &ven innehaller infinitesimala och o#ndligt stora tal. Detta
visar sig vara en kraftfull utokning da man kan bevara alla elementéra axiom fran standar-
danalysen sa att grundldggande satser sanna inom standardanalysen &r sanna dven inom
icke-standardanalysen och tvdrtom. Denna féormaga att ga fram och tillbaks mellan de reella
och hyperreella talen kallas for transferprincipen. Mer precist dr det alla satser inom forsta
ordningens logik som gar att overfora. Detta dr satser av formen for alla tal x...”.

Formagan att arbeta med infinitesimaler pa ett rigordst sitt ar ett kraftfullt verktyg inom
bade ren och tillimpad matematik, sasom geometri, matematisk analys, sannolikhetslira,
finansiell matematik och matematisk fysik.

En omedelbar tillampning inom matematisk analys &r till exempel méjligheten att kunna
definiera derivata som en dkta kvot

mycket likt det sitt konceptet introducerades och dr forhoppningsvis mer intuitivt tilltalande
dn motsvarande epsilon-delta-gransvirde.
En stor nytta med icke-standardanalys &r mojligheten till kortare och mer intuitiva bevis.

"There are good reasons to believe that non-standard analysis, in some version or
other, will be the analysis of the future.” [3]

Kurt Godel

1.1 Historisk bakgrund

Historiskt har man ofta anvint odndligt sma och stora tal i olika resonemang, &ven om
man haft svart att ge en rigorés definition av vad det &r. Arkimedes betraktade till exempel
geometriska objekt som summan av odndligt manga infinitesimala element. Detta anvinde
han framgangsrikt for att berdkna ldngder och areor pa olika geometriska figurer.

Bade Newton och Leibniz anvinde sig av infinitesimaler néir de oberoende utvecklade
differential- och integralkalkylen i slutet av 1600-talet, &ven om deras syn pa infinitesimaler
skiljde sig nagot. Ett exempel pa hur Leibniz anvénde sig av infinitesimaler &r Leibniz lag
for derivata av en produkt. Om u(z) och v(z) dr tva funktioner sa ér (uv)’ = u'v 4+ wv’ eller
motsvarande duv = uwdv + vdu. Han visade detta genom att observera

”duw is the same thing as the difference between two successive uv’s; let one of
these be uwv, and the other u + du into v + dv” [3]

duv = (u+ du) (v+ dv) —wv
=wudv+vdu+ dudv
och sedan konstatera att resultatet foljer eftersom

“the omission of the quantity dwdv, which is infinitely small in comparison with
the rest, for it is supposed that du and dv are infinitely small.” [3]

Newton formulerade sig istéllet i termer av fluenter z, och deras fluzioner & som

“the speeds with which they flow and are increased by their generating motion.”
3]

och ansag inte, till skillnad fran Leibniz

"Mathematical Quantities as composed of Parts extremaly small, but as generated
by a continual motion.” [3]



Historiskt utsattes anvindandet av infinitesimaler d&ven fér mycket kritik. En stor del av
kritiken harstammar fran att man bade gor algebraiska manipulationer med infinitesimalerna
och samtidigt sitter dem till noll dir det passar. Den mest berémda kritiken kommer fran
Berkely [14]

”And what are these Fluxions? The Velocities of evanescent Increments? And
what are these same evanescent Increments? They are neither finite Quantities
nor Quantities infinitely small, nor yet nothing. May we not call them the ghosts
of departed quantities?”

dédr han i "departed” syftar pa da = 0 och ”ghost” dz # 0. Han skriver &ven i [15]

”Axiom. No reasoning about things whereof we have no idea. Therefore no
reasoning about Infinitesimals.”

Nér Cantor i slutet av 1800-talet lade den forsta rigorésa grunden for méngdlira, dar man i
viss mening kan behandla begreppet odndligheter, trodde han att man skulle kunna bevisa
avsaknaden av infinitesimaler med hjidlp av detta nya system. Han skriver i ett brev till
Weierstrass 1887, som han senare publicerar i [16], ett 'bevis’ for att infinitesimaler #r

“impossible, i.e., intrinsically inconsistent imaginary things”.

En annan del av kritiken mot infinitesimaler &#r av metafysisk natur, att det &r nagot
mystiskt och pahittat med dessa. En métning av ett instrumentvirde kan till exempel aldrig
resultera i en infinitesimal. En av de kraftfullaste kritikerna i denna kategori &r Karl Marx
som benémner Leibniz och Newton teorier som "the mystical differential calculus” [17].

I borjan av 60-talet kom Abraham Robinson pa ett siitt att definiera infinitesimaler pa
ett rigorost sétt och skriver i [4]

"In the fall of 1960 it occured to me that the concepts and methods of con-
temporary Mathematical Logic are capable of providing a suitable framework for
the development of the Differential and Integral Calculus by means of infinitely
small and infinitely large numbers.”

och kommenterar Lebniz tidigare arbete

"However, neither he [Leibniz] nor his disciples and successors were able to
give a rational development leading up to a system of this sort. As a result, the
theory of infinitesimals gradually fell into disrepute and was replaced eventually
by the classical theory of limits. [...] It is shown in this book that Leibniz’s ideas
can be fully vindicated and that they lead to a novel and fruitful approach to
classical Analysis and to many other branches of mathematics.”

Det &r denna bok som lade grunden for hela den fortsatta utvecklingen inom icke-standard-
matematik.

1.2 Syfte och metod

Detta kandidatarbete bestod till stor del i en sjilvstudiekurs i icke-standardanalys. Mal-
sittningen var att forst bekanta sig med icke-standardanalysen och sedan anvidnda dessa
kunskaper for att belysa férdelarna genom konkreta exempel. Arbetet kan déarfor delas in i
tva faser dir forsta fasen bestod av sjéalvstudier inom icke-standardanalysen. Néar forstael-
se for &mnet byggts upp paborjades nésta fas: fordjupning i konkreta exempel. Rapporten
skrevs 16pande under arbetet, i synnerhet den forsta delen med underliggande teori, savil
icke-standardteori som standardmatematik.

Vid val av fordjupningsomraden beaktades en rad kriterier: relevans fér matematiken,
svarighetsgrad och inte minst eget intresse. Det var dven viktigt att exemplena faktiskt
lyfte fram fordelarna med icke-standardanalys gentemot standardanalys. Tva huvudsakliga
omraden valdes med detta i beaktande, hyperbinomialmodellen inom finansmatematik, och
Picards stora sats inom komplex analys.



2 Grundliggande Teori

2.1 Algebraiska Begrepp

Det finns tva huvudsakliga véigar att ga for att konstruera en modell fér de hyperreella talen.
Ett sétt dr att bygga upp teorin axiomatiskt med utgangspunkt i de reella talen. Det andra
alternativet &ar att , pa liknande sidtt som de reella talen kan definieras ur de rationella,
definiera de Hyperrella talen som ekvivalensklasser av talféljder. Ekvivalensrelationen som
anvénds kallas ett filter eller speciellt ultrafilter. Konstruktion av de Hyperreella talen medelst
filter dr den allmént mest anviinda tillika den tolkning som anviinds i denna uppsats (dock
kommer #ven den axiomatiska beskrivningen tas upp).

Detta avsnitt kommer att ga igenom nodvandiga algebraiska begrepp och definitioner som
behovs for att beskriva och forsta uppbyggnaden av ett ultrafilter. Lésaren forvintas kdnna
till elementéra begrepp sasom “partition av en mangd” och "binér operation”.

I slutet av detta avsnitt finns en sammanfattning av avsnittet som belyser de viktigaste
slutsatserna och &ven forklarar varfor dessa dr intressanta for vara dndamal.

2.1.1 Ekvivalensrelationer och -klasser

Definition 1. Ekvivalensrelation. En relation ~ pa en icke-tom mdngd A kallas for en
ekvivalensrelation (pa A) om ~ uppfyller féljande :

ac€Adia~a (1)
abe ANa~b=>b~a (2)
abece AN(a~bAb~c)=an~c (3)

En ekvivalensrelation sdgs vara refleziv(l) , symmetrisk(2) och transistiv(3) enligt defin-
tion 1.

Definition 2. Ekvivalensklass. Lat ~ vara en ekvivalensrelation pa en mdngd A. Lat
a€ Aochla)l ={r € A:an~x}. Delmingden [a] av A kallas for as ekvivalensklass (med
avseende pa ~ ).

Sats 1. Om ~ dr en ekvivalensrelation pa en mdangd S sa bildar ekvivalensklasserna som
genereras av ~ en partition av S. Omuvdnt gdller ocksa att givet en partition P och en relation
~ pa S enligt a ~ b. sa dr ~ en ekvivalensrelation omm IP; C P s.a. a,b € P;. Resultatet
sager att det finns ett naturligt samband mellan alla ekvivalensrelationer pa en mdngd och
dess partitioner.

Bevis. Lat ~ vara en ekvivalensrelation pa S. Om a € S sa tillhor a atminstone en ekviva-
lensklass; ndmnligen [a]. T detta fall #r S alltsd unionen av alla ekvivalensklasser. Vad som
nu aterstar att visa dr att om tva ekvivalensklasser inte &r lika sa dr de disjunkta - eller om-
vandningen; om tva ekvivalensklasser har nagot gemensamt element sa maste de vara lika.
Antag nu att [a] N [b] # 0 och 14t ¢ € [a] N [b]

Tag z € [a] => a ~ c och a ~ x och ddrmed ¢ ~ a och a ~ x varfér ¢ ~ & Men vi vet &ven
att b ~ ¢ vilket medfor b ~ x d.v.s. x € [b] Detta visar att [a] C [b]. Men pa samma sétt visas
det att [b] C [a] , alltsa maste maste [a] = [b]

Det aterstar att visa omvéndningen. Lat vara som ovan. Om a € S giller a ~ a ty
dP;, C P s.a.a € P;. Att visa att en delméngd &r symmteriskt &r trivialt ; om en méngd
innehaller a och b sa innehaller den b och a. Slutligen skall transistiviteten visas. Antag
a ~ boch b ~ c. Detta ger att IF;,P; C Ps.a.a,b € P;ochbc € P;. Menb € P,NP; =
P,NP; #0 = P, = P; , ty P &r en partition. Da bade a och ¢ tillhér denna méngd foljer det
att a ~ ¢ - transistiviteten &r nu bevisad.

O

2.1.2 Algebraiska Strukturer

Definition 3. Grupp. En grupp (G,®) (skrivs oftast bara som G) utgors av en méingd G
samt en operation @ och uppfyller foljande ;



G dr Sluten : a®be G omab € G

Associativ : (a®b)Bc=a® (bdc)

Neutralt element : de s.a. eda=aPe=a,ea€G
Inverser : 3a ' Va € G s.a.a®a ' =a'Pa=e

anm: Det gar att visa att det endast existerar ett neutralt element samt att varje element

a har en entydig invers a~!.

Definition 4. Abelsk Grupp. En grupp kallas abelsk om operationen & dr kommutativ pa
mdngden, dvs :a®b=b@a,a,b € G.

Infor foljande definition fortydligas att additiv- respektive multiplikativ notation tillam-
pas. De additiva inverserna skrivs —a och operationen a - b skrivs kort ab. Det bor noteras att
operationerna + och - inte nodvandigtvis behdver vara vanlig addition eller multiplikation.

Definition 5. Ring. En ring dr en algebraisk struktur bestaende av en mdngd R samt tva
bindra operationer + och - och som uppfyller att :

(R,+) dr en abelsk grupp
a(bc) = (ab)c; - dr associativ

a(b+ c) = ab+ ac och (a + b)c = ac+ be; * dr distributiv m.a.p. +.

2.2 Filter och ultrafilter

Ett filter dr en delméngd av en partiellt ordnad méngd som uppfyller vissa villkor. Vid
konstruktionen av de hyperreella talen sa kommer det att finnas behov av att jamfora odndliga
foljder utan att krdva likhet mellan alla termer. Man kan da istéllet "vélja ut” de termer som
man vill jamféra genom att anvinda ett filter.

Definition 6. Filter. Ett filter F pa S dr den delmdngd av (P(S), <) som uppfyller villkoren
I: Om A,B € F sa gdller att ANB € F.
II: Om A€ F och AC B CS sa gdller att B € F.
Ir: 9 ¢ F och SeF

P(S) dr potensmingden av S det vill siga P(S) = {A: A C S} (mdngden av delmingder).
Ett filter uppfyller kriteriet O ¢ F ndr det dr skilt fran P(S) och kallas da dkta.

Ett enkelt exempel pa ett filter pa en dndlig méngd &r ett filter dér basen utgors av ett
element i mingden.

Exempel 1. Ldat F vara ett filter pa S = {1,2,3} och lat filtrets bas vara {2}. Da gdller att
P(S) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}
Fran filtrets bas {2} far vi da med hjilp av definitionen av filter att
F={{2}{1,2},{2,3},{1,2,3}}
Notera att F C P(S).

Eftersom en oéndlig f6ljd kan definieras som en funktion f : N — S f6r nagon méngd S
(ddr S innehaller termerna) sa #r det sérskilt intressant for oss att diskutera filter pa N. Ett
specifikt filter som &r relevant dr Fréchet-filtret pa N.



Exempel 2. Fréchet-filtret pa N ges av
Fo={ACN|N\ A dr dndligt }

En delmingd A C N tillhor alltsa Fo om och endast om komplementet till A i P(N) dr
dndligt.

Ett filter som inte kan utvidgas kallas ultrafilter.
Definition 7. Ultrafilter. Eit filter pa S dr ett ultrafilter U om det gdller att

I UCF=U=F
eller ekvivalent
II: For alla A C S giller att antingen A € U eller A° € U dir A° =S\ A.
Ett ultrafilter dr principialt om det finns ett element s € S sa att
U={ACS|sec A}

Det racker att kontrollera ett av villkoren i definition 7, eftersom de &r ekvivalenta. Filtret
i exempel 3 ir ett ultrafilter. Det dr ocksa principialt eftersom {2} C S. Fréchet-filtret i
exempel 2 ar inte ett ultrafilter och inte heller principialt.

2.2.1 Zorns Lemma

Nér de hyperreella talen konstrueras med ultraprodukter sa anvénds ett ultrafilter. Det kom-
mer att visa sig att ultrafilter som innehaller Fréchet-filtret &r sérskilt anvindbara. For att
bevisa existensen av lampliga ultrafilter sa anvinds man Zorns lemma, som kan hérledas ur
urvalsaxiomet. Det gors som nedan men mer utforligt av i Goldblatts bok [3].

Definition 8. Zorns Lemma Lat (P, <) vara en partiellt ordnad mdngd. Om varje totalt
ordnad delmdingd i P har en dvre begrinsning i P sa innehaller P ett maximalt element.

Med Zorns lemma kan man bevisa att det existerar ett ultrafilter I pa N sa att Fréchet-
filtret Fy pa N dr en delméngd av Y. Med det som antagande kan man bevisa foljande.

Sats 2. Det finns ett icke-principialt ultrafilter pa N.

Bevis. Enligt antagandet sa har vi att Fo C U déar U ar ett ultrafilter pa N. For varje n € N
giilller att N\ {n} € Fo C U. Eftersom inte bade en delméngd och delmingdens komplement
kan tillhéra U medfor det att {n} & U, vilket innebér att U inte dr principialt. I/ &r alltsa
icke-principialt. L

Sats 2 ar viktig for att konstruktionen skall ga att genomfora.

2.3 Sammanfattning

I detta kapitel har en rad begrepp definierats och en viktig sats bevisats. De flesta definitio-
nerna ir relativt abstrakta och har langtgaende och intressanta tillampningar. Anledningen
till att de presenterats hér dr dock for ett speciellt syfte ; de utgor verktyg for att konstruera
de Hyperreella talen. Viktiga lirdomar att ha med sig fran det hir kapitlet ar att filterna
ar ekvivalensrelationer 2 och att de dirfor bildar de en partition av mingden av alla reella
talféljder (vilka kommer att anvéindas som utganspunkt for konstruktion av de Hyperreella
talen - detta diskuteras nirmare i senare kapitel) enligt sats

Satsen visar sig alltsa vara viktig eftersom detta garanterar att ekvivalensklasserna &r
disjunkta och didrmed blir de Hyperreella talen vildefinierade. Varfor filtrerna ser ut som de
gor kommer dven det att fortydligas senare, men i korta drag beror det pa att en for svag
ekvivalensrelation “filtrerar inte bort” tillrackligt manga talféljder. Vidare sa kan en alltfor
stark ekvivalensrelation filtrera bort alldeles for manga tal - och resultat blir bara de reella
talen. Det visar sig att ultrafiltret &r precis den ekvivalensrelation som behovs for att definiera
den méngd av tal som 6nskats; de Hyperreella talen *IR.

2Filtrerna #r ekvivalensrelationer pa mingden av alla reella talfljder for att vara exakt.



3 Konstruktion av R fran @

I detta kapitel kommer ett sdtt att definiera de reella talen med utgangspunkt i de rationella
presenteras. Vigen fran Peanos Axiom till @ utelimnas hér, men den intresserade kan for-
djupa sig i denna genom att ldsa exempelvis “Standard and Nonstandard Analysis” av R.F.
Hoskins, som &ven utgor en grund for detta avsnitt [11].

Varfor just utvidgningen fran @ till R tas med i denna rapport beror pa tva saker; dels
ar det betydligt svarare att utvidga @ till R &n exempelvis R till C. Vidare sa ar det
intressant for vara dndamal da manga tekniker som anviinds for att definiera IR pa detta
sitt kan modifieras och anvindas for att fa fram de hyperreella talen fran R. Alltsa &r detta
avsnitt inte bara av intressevickande natur utan det syftar dven till att introducera vissa
fragestallningar och tankesétt som dr av stor vikt i sokandet efter de hyperreella talen.

De reella talen gar att definiera fran de rationella med hjélp av Dedekindsnitt, men i detta
kapitel kommer istéillet ett tillviigagangssitt med Cauchy-foljder att tillimpas. Utgaende fran
foljder av rationella tal skall de reella skapas - tanken &r att lata varje reellt tal motsvara
en foljd av rationella tal. En viktig fragestillning dr dock “nér &r tva foljder lika?” det vill
siga “vilken ekvivalensrelation skall anvindas?”. Utmaningen ligger alltsa i att skrdddarsy en
ekvivalensrelation som sorterar ut de reella talen fran de rationella féljderna, och samtidigt
har de 6nskade egenskaperna som IR ska ha. Lat oss inledningsvis titta nirmare pa foljder av
rationella tal.

3.1 Rationella talfoljder

En talféljd kan ses som en funktion f: IN — M, diar M i fallet av en rationell talfoljd ar Q.
Varje naturligt tal n avbildas alltsa pa ett rationellt tal q. Ofta skrivs termerna i talféljden
med index n for att representera ett visst tal i f6ljden. Exempelvis skrivs f(4) som ¢4. En
hel foljd kan foljaktligen enkelt skrivas som: (ry)1<n<int = 71,72,7'3; ... ,Tn, ... Notera att
funktionen inte behover vara injektiv sa termerna behéver nodvindigtvis inte vara olika; den
reella foljden (m,7,...) &r ett bra exempel pa en talféljd som definieras av den konstanta
avbildningen f: N — R dér f(n) =r, =m, ¥n € N.

Begrepp som ér viktiga att kdnna till for fortséttningen av detta kapitlet &r konvergens,
uppat/nedat begrinsad, supremum och infimum. Lésaren forvéntas bekant med dessa sa
nidrmare definitioner uteldmnas, foreligger det ett behov av repetition sa rekommenderas
“Analys i en variabel” av A. Persson och L-C. Béiers eller Hoskins som ndmndes i borjan av
avsnittet.

3.1.1 Cauchyfo6ljder

Ett mer stringent krav for att en talfoljd skall konvergera &n att den &r begrénsad &r att den
uppfyller olikheten:

lgn = am| = [(gn — @) + (@ = gm)| < [(@n — O + (@ = gm)]- (4)

En talfoljd som uppfyller detta séigs vara en Cauchyfoljd eller en fundamental f6ljd. Vidare
siger ekvation (4) att g, och ¢, kommer godtyckligt nira varandra da m och n vixer
oberoende (det vill séiga att differensen i vinsterledet gar mot noll) om fsljden konvergerar.

Varje konvergent rationell talfljd dr en Cauchyfoljd, dock maste inte varje rationell
Cauchyfoljd konvergera mot ett rationellt tal. Betrakta till exempel foljden

dpi1 = (dp +2/dy)/2 , forn>1d, =1 (5)

Dan=1,2,3,4,... antar {6ljden virden 1,3/2,17/2,557/408(1.4142..), .... Den uppmérk-
samma lisaren kanske noterar att denna foljd alltsa konvergerar mot /2, vilket som be-
kant inte &r ett rationellt tal. Att foljden faktiskt konvergerar mot just /2 gar att ar-
gumentera for; antag att foljden faktiskt konvergerar mot ett tal x. Om sa &r fallet sa
gar det att approximera x godtyckligt vil genom att vélja ett tillrackligt stort n alltsa:
dpt1 2 d, 2z, = 2d, = (d, +2/d,) eller 2d,, = (d? + 2)/d,, allts erhalls d2 = 2 vilket
gor att vi kan sluta oss till att 22 = 2.



3.2 Konstruktion av R med Cauchyfsljder

I foregaende avsnitt visade det sig att varje konvergent rationell talféljd &r en Cauchyfoljd,
men att den inte nédvindigtvis behover konvergera mot ett rationellt tal. Ofta betraktas de
reella talen som punkter pa tallinjen - varje punkt pa linjen kan beskrivas av ett reellt tal.
En Cauchyfoljd f, lever dven den pa tallinjen och nér n vixer, sdg ar storre d4n nagot k, sa
kommer delfoljden f,,n > k att inrymmas pa ett allt mindre intervall pa linjen. Rent intuitivt
kénns det som att termerna till slut kommer att hopa sig kring en punkt och att det finns
ett tal tillskrivet denna punkt. Enligt tidigare kapitel ricker inte @ till for att beskriva alla
punkter pa tallinjen och detta faktum skvallrar om det som vi hela tiden haft i bakhuvudet;
det behovs ett storre talsystem for att ge en komplett beskrivning av tallinjen.

For att astadkomma en utvidgning maste vi pa nagot sétt gora vart talsystem storre.
Nér detta vél ar avklarat skall det skrdddarsys for att endast innehalla precis det som vill
uppnas. Lat till att borja med varje rationellt tal ¢ motsvaras av en (oédndlig) konstant
foljd (g, = ¢ Vn € N). Dessa foljder dr medlemmar i den mycket storre méngden av alla
rationella foljder, konvergenta eller ej. Denna foljd betecknas QY , vilket skall symbolisera att
en rationell talfoljd kan ses som en avbildning N — Q. Nér vél addition och multiplikation
har definierats strikt har alltsa ett nytt talsystem erhallits, som garanterat ar storre dn det
ursprungliga (det innehaller ju redan @). De rationella talen motsvars i Q" av konstanta
foljder, foljaktligen dr de nya talen i QY de icke-konstanta foljderna (som ju utgér en mycket
storre del av Q).

3.2.1 Definition av Qs aritmetik

Lat addition av tva element 7,5 € R definieras som termvis addition i foljderna. Definiera,
multiplikation pa samma séitt;

FDS=(r1+4 81,72+ 82, cecee, Tl + Sk, oo.) (6)

T Q5= (T151,7252 «eeesy Tk Sk ---) (7)

Da addition och multiplikation definieras pa detta sidtt sa dr de bade associativa och
kommutativa - vidare sa kommer de fungera precis som + och - for Q. Med det faktum att
de rationella talen motsvaras av konstanta foljder i atanke definieras de neutral elementen
for addition respektive multiplikation naturligt av:

0= (0,0,0,... 8)
1=(1,1,1,.) (9)

3.3 Forsta ansats: svag ekvivalens

Det krivs ingen djupgaende analys for att konstatera att @V ir en alldeles for stor méngd for
att vara anvindbar. Tag exempelvis foljden (0,0,1,0,...,0,...) ; det & uppenbart att denna
foljd inte &r konstant 0 men onekligen sa &r féljden vildigt lik den konstanta foljden < 0 >.
Nu ar det dags att infora en fiffig ekvivalensrelation for att gruppera foljder i ekvivalensklasser
sa att foljder som ar “tillrackligt lika” definieras som lika - det vill sdga som medlemmar av
samma ekvivalensklass och ddrmed motsvarar samma reella tal.

Som ett forsta forsck att reducera QY till R infors foljande ekvivalensrelation:

Definition 9. Svag Ekvivalens Twa odndliga féljder (ry,) och (s,) sigs vara ekvivalenta
i svag mening om och endast om mdingden n € N : x,, =y, dr en kofinit delmdngd av N.
Kofinit innebdr dr att mdngdens komplement (med avseende pa N) dr begrinsat (finit - det
vill siga att tva foljder bara skiljer sig pa ett begrinsat antal stillen,).

Ett exempel pa tva foljder som &r ekvivalenta i svag mening ar (r,) = (1,2,3,3,3,3,..)
och (s,) = (9,8,7,3,3,3,....) da de endast skiljer sig at pa med ett begriinsat antal termer
(hiir de tre forsta). Vi séiger att tva talfoljder som &r ekvivalenta i svag bemirkelse dr lika
ndstan overallt.

Uppenbarligen #r mingden av alla ekvivalensklasser [f] pa QN mindre #n QN, men ir
det tillrdckligt och framforallt ger det en konsistent modell av de reella talen? Efter en kort



granskning av den nya méngden, lat oss anviinda Hoskins notation och kalla den for #Q@Q,
visar det sig att svaret dr nej. I algebraiska termer visar det sig att #Q forvisso ér en ring,
men inte en kropp. Vidare har #@Q nolldelare vilket inte &r 6nskvirt. En explicit forklaring
av denna problemstillning foljer nu.

Lat addition och multiplikation pa #@Q definieras av:

[Z] + 9] = [z] <= n € N: 2z, =z, + y, kofinit delméngd av N (10)

[Z]-[g] = [2] <= n € N: z, =z, - Y, kofinit delméingd av N (11)

Betrakta de tva foljderna r = (1,0, 1,0, ...) och s = (0,1,0, 1,0, ...). Ingen av dessa f6ljder
dr ekvivalent med nollfsljden (ty de skiljer sig i varannan term det vill siga upprikneligt
odndligt manga ganger) icke desto mindre &r den punktvisa produkten mellan de bada lika
med nollféljden. Om foljderna da betraktas som tal i den méngd som vi vill skall vara R sa
visar det sig att tva “tal” skiljda fran 0, har en produkt som &r 0 - detta &r inte sant for de
reella talen och darfor dr inte #@Q med dessa definitioner av addition och multiplikation en
motsvarighet till R. Vad som bér noteras #r dock att méngden #@Q har ett antal intressanta
egenskaper vilka kan vara av intresse for andra dndamal, dessvérre ligger det utanfér ramarna
for det hér arbetet.

Ytterligare problem med #@Q &r hur talen skall ordnas; hur skall foljderna r och s fran
ovan jiamforas? For att rada bot pa problemen som tagits upp i detta kapitel (och vissa andra
som inte ndmnts hir) kridvs en annan typ av ekvivalensrelation - denna presenteras i nésta
avsnitt.

3.4 Definition av de reella talen med Cauchy-Fo6ljder

Det visade sig att svag ekvivalens var ett otillrackligt villkor fér att ta fram R fran méngden
#(@Q. Inte nog med att nolldelare existerar, det finns inte heller nagot element [(r,,)]? = [(2)] i
#Q). Nista steg i sckandet pa en definition av de reella talen blir att istillet for att betrakta
alla rationella foljder istillet inskrinka sig till Cauchyfoljderna i QY. Det #r nu dags att

presentera ekvivalensrelationen som &r precis den som behovs; mycket stark ekvivalens.

Definition 10. Den mycket starka ekvivalensrelationen
Tva rationella Cauchyféljder sigs vara ekvivalenta i vildigt stark bemdrkelse (eller i
Cauchybemdrkelse) om (Vk € N)(Ing € N) sadant att

|rn — sm| < 1/k Vm > ng,n > ng (12)
Ar detta uppfyllt skrivs det () ~ (5,).

Om (ry,) &r en rationell sekvens som konvergerar mot ett rationellt tal r och (r,) ~ (sm)
sa foljer det direkt ur olikheten

75 = S| < |r— 7| + 70 — Sl (13)

att dven (s,,) konvergerar mot r. Alltsa kan Cauchyféljderna av rationella tal delas in
i ekvivalensklasser; om tva foljder ar ekvivalenta i vildigt stark bemérkelse sa dr de med-
lemmar i samma ekvivalensklass. Varje ekvivalensklass definierar ett reellt tal, ndmligen det
tal som serierna i ekvivalensklassen konvergerar mot. Vidare om serien rg konvergerar mot
ett rationellt tal r sa siger vi att ekvivalensklassen definierar det det rationella reella talet
r. Foljaktligen #r sekvenserna a,, = (2n + 1)/n, b, = (2" —1)/2"7! och ¢, = 2 alla med-
lemmar av samma ekvivalensklass ; ndmligen den som motsvarar det reella rationella talet
2. Pa samma siitt definieras v/2 av varje Cauchyfsljder som konvergerar mot v/2, exempelvis

i1 = (dn +2/dy)/2.

3.4.1 De reella talens egenskaper

Nu néir de “nya” talen ar definierade sa aterstar det att definiera aritmetiken for dessa.
Detta utgor ingen storre utmaning; lat oss anvinda vanlig rationell aritmetik punktvis i
Cauchyfoljderna som utgor ekvivalensklasserna. Om a,, och b, &r dr Cauchyfoljder sa kommer



dven (a, +b,) och a, -b, att vara det. Det giiller dven att om a,, ~ al, och b,, ~ b/, sa kommer
aven (an + byp) ~ (al, + b)) vara Cauchyfoljder. Sa om tva reella tal a och b motsvaras av
de rationella sekvenserna a,, och b, sa definieras naturligt summan och produkten av dessa
som a + b = (a,, + b,) respektive a - b = (a, - by,).

Ett problem med #(@Q som faktiskt inte togs upp i avsnitt 3.4 &r att #(Q, till skillnad fran
R inte har nagon supremumegenskap; en delméngd har en 6vre begrédnsning men inte att
det existerar ett minsta tal X s.a. x < X, Vo € X det vill sdiga en minsta 6vre begriansning.
Detta kallas som bekant for supremum av méangden. Egenskapen att det alltid gar, givet tva
tal x < y, att hitta ett naturligt tal n sadant att y < zn kallas for Arkimedisk egenskap.
Detta enkla resultat leder till en del intressant egenskaper. Resultatet sdger att till vilket
rationellt tal som helst (eller reellt for den delen) sa gar det att hitta ett naturligt tal n som
ar storre; N dr en obegridnsad delméngd av savdl @ som R. Vidare bevisar detta att det
inte finns nagra infinitesimalt sma tal i exempelvis Q, ty om det hade funnits ett sadant tal
0 <e<1/n,Vn € N sa skulle talet 1/e = r vara en dvre begrinsning till N. Som tidigare
namnts i detta stycke innehaller alltsa inte heller IR nagra infinitesimalt sma tal. Icke desto
mindre sa skiljer sig R fran @ i en véldigt viktig bemérkelse; ndmligen supremumegenskapen
- och det &r denna egenskap som gor att “halen” som @ limnar pa tallinjen kan fyllas ut (det
vill séiga att de irrationella talen kan beskrivas).

Ett snabbt motexempel visar att @ inte har nagon supremumegenskap; betrakta méngden
{r € Q:r? < 2}. Att mingden &r uppat begriinsad, av exempelvis 100 eller %, ar forvisso
sant men det finns ingen minsta 6vre begridnsning i Q. Diaremot hade motsvarande méangd
av reella tal begrénsats uppat av v/2.

Att visa att R faktiskt innehar en supremumegenskap gar att visa, men tar ett tag. Da
det ligger i periferin till denna uppsats sa kommer inte ett helt komplett bevis att presenteras;
dock foljer hir en overskadlig skiss 6ver hur ett sadant skulle genomforas;

Sats 3. R har en supremumegenskap.

Bevis. (Skiss). Lat A C R, A # 0 och lat a,b € Q. Antag vidare att:
e Jxr € Asadant att a < x
eb>zx VreA

Eftersom R har en Arkimedisk egenskap och varje (b — a) ér ett positivt rationellt tal sa
géller det att: Im for varje n sa att (b—a) <m - (1/n), dir bade m och n &r naturliga tal.
Detta medfor att b < a + 7 = M,,. Alltsa begréinsas A uppat av méngden

{meN:a—l—%} (14)

vilken &r icketom. Saledes kommer denna méngd att ha ett minsta element m,,. Da gar
det att visa att foljderna x, = a+ “» och y, = a + ma=L 41 ekvivalenta Cauchyfoljder (det

vill séiga att de konvergerar mot samma tal - och detta tal &r det sokta sup(A)). O

4 Icke-standardutvidgning av R

De hyperreella talen, betecknade *R, &r en utvidgning av de reella talen och kan, som tidigare
namnt, konstrueras pa fler &n ett sitt. Har nedan visas forst hur konstruktionen gar till med
ultraprodukter och sedan hur den kan utféras axiomatiskt.

4.1 Konstruktion av *R med ultraprodukter

Det vanligaste sédttet att konstruera de hyperreella talen ar att géra det med ultraprodukter.
Konstruktionen genomfors hir i enlighet med hur den genomférs i [3].
Tanken &r att forst forstora R till RY si att varje tal kan skrivas som en f5ljd

r=(ry,ry, .., =(r, :n €N) (15)



for att sedan reducera RY genom att definiera
R =RY/U (16)

dir U dr ett ultrafilter. Det vill siiga att de hyperreella talen #r ringkvoten av RY och ett
ultrafilter pa RY. Malet &r att det resulterande, reducerade, talsystemet *R skall vara storre
dn R och inkludera oéndligt sméa och stora tal utan att forlora de egenskaper som de reella
talen har. Forst foljer dock en diskussion kring RY.

4.1.1 Om RN

En avbildning f : N — R utvidgar R till RY s& att varje tal kan skrivas som en f6ljd som i
(15). Multiplikation och addition definieras som

r@®s=(rp,+s,:neN)
r®s=(rp*s,:n€N)

RN #r en ring men inte en kropp. En kropp kriver att alla tal forutom noll har en invers.
Att sa inte dr fallet foljer av att det existerar nolldelare, till exempel

(0,1,0,1,...) % (1,0,1,0,...) = (0,0,0,0,...)

Nolldelare har ingen invers fér om ab = 0 dér a dr en inverterbar nolldelare och b ett tal
skilt fran noll sa &r

0=a'0=a"ltab=10

vilket &r en motsédgelse.
RN dr en partiellt ordnad méngd givet att

r<s<=s,<t,,neN

Ett reellt tal r representeras av en konstant f6ljd (r : n € N). I enlighet med detta kan
ringens neutrala element avseende multiplikation och addition skrivas som

1=(1,1,1,1,..)
0=(0,0,0,0,...)

Det &r alltsa de icke-konstanta foljderna som skiljer RY ifran R. Detta medfér att vi nu,
efter utvidgningen, har ett for stort talsystem. Det saknas ett bra séitt att jamfora foljder.
Aven en foljd som

r=(1,0,0,0,...)
ar skild fran noll i RN. Det var inte tanken utan det vore limpligare om alla foljder som skiljer
sig pa ett #ndligt antal platser dr lika. Det &r problematiskt att RY &r en partiellt ordnad
méangd och inte en totalt ordnad méngd. Som det &dr nu kan vi inte avgora huruvida
(0,1,0,1,...) <(1,0,1,0,...) eller (0,1,0,1,...) > (1,0,1,0,...) (17)

och alltsa kommer ett filter som tar hinsyn till ovanstaende problem att véljas.
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4.1.2 Ultrafiltret

Att flera ultrafilter U pa N existerar sa att (16) gar att genomféra ges av Zorns Lemma.
Beroende pa vilket ultrafilter man véljer sa erhaller man olika kroppar av hyperreella tal.
Det giller att U &r icke-principialt, det innehaller alltsa inga dndliga méngder (f6ljder). For
ett ultrafilter pa N sa tillhor en delméngd eller delméngdens komplement filtret men inte
bade och. Fréchet-filtret (komplementet till alla dindliga méngder) tillhor alltsa U.

Med hjalp av ett sadant filter kan vi definiera en ekvivalensrelation mellan tva foljder. Vi
sager att

(rp) ~(spy<=—={neN:r,=s,} €F (18)

dar F &r ett sadant ultrafilter som beskrevs. Inneborden &r att alla foljder som skiljer sig i
ett ’fa” antal termer &r lika, dir den precisa betydelsen av ”fa” dr att méngden inte tillhor F.
Om (r,) ~ (s,) kan man séga att r,, = s,, {or niistan alla n. Pa samma sétt dr till exempel

(rn) <(sp)<={neN:r, <s,} €F

vilket hanterar svéarigheten i (17). Om A = {1,0,1,0,...} sa géller att antingen A € F eller
A€ € F. 1det forsta fallet &r (0,1,0,1,...) <(1,0,1,0,...) och i det andra tvirtom. Huruvida
det &r A eller A€ som tillhor F beror pa vilket ultrafilter vi valt.

4.1.3 Vad hade hint om ultrafiltret var principialt?

Ovan sa stéller vi krav pa att ultrafiltret skall vara icke-principialt. Det &r ett maste fér om
det hade funnits ett tal z sa att

U={ACN]|ze A}
sa hade foljderna

(sn) = (51,582,583, 54, ...)
<S$> = <5w7 8(177 Sa:; S:E7 >
haft atminstone en gemensam term, for n = x. For filtret géller ocksa att

BeUom{z} CBCN

Sa att alla méngder innehallandes x finns i filtret. Eftersom det ocksa finns minst en term
som Overensstdmmer sa géller att (s,) ~ (s,). Notera att konstanta foljder, sa som (s,),
motsvarar reella tal. Alla foljder (s,) dr alltsa lika med ett reellt tal nér ett principialt
ultrafilter anvinds och ingen utvidgning kan astadkommas.

4.1.4 De hyperreella talen

Det aterstar nu att konstruera de hyperreella talen utifran den tidigare givna definitionen
(16) och att visa att *R har de egenskaper som vi sokte.
Ekvivalensklassen for en foljd (r, : n € N) med avseende pa (18) definieras som

[r]={s e RN :r~s}
och #dr méngden av alla foljder som é&r lika med r. De hyperreella talen &r méngden av alla

sadana ekvivalensklasser.

*R={[r] : r € RN}

11



Operationerna pa *R definieras i likhet med hur vi har gjort tidigare, till exempel

[r] + [s] = [{rn + sn)]

[rl<[s]<={neN:r,<s,} €F (19)

Man kan visa att (*R,+,-, <) utgdr en totalt ordnad kropp och att *R innehaller oéndligt
sma och stora tal. Om vi later e = (0,1, 3,...) ger (19) att [0] < [e]. Men for ett reellt tal
r = (r,r,r,..), oavsett hur litet, &r [¢] < [r]. P4 samma siitt dr Q = e~ = (1,2,3,...) ett
oandligt stort tal da [Q] > [r] for alla r. Eftersom varken [Q] eller [¢] motsvaras av ett reellt

tal sa géller att [, [¢] € *R\ R vilket visar att vi utvidgat R.

4.2 Axiomatisk utvidgning av R

Vi har visat hur man gor en konkret utvidgning av de reella talen till de hyperreella talen
med hjilp av ultrafilter, pa ett liknande sétt som man utvidgar rationella talen till reella
talen med hjélp av Cauchy-foljder. En konkret utvidgning &r viktig eftersom det bevisar
existensen av hyperreella tal, och det kan underlitta forstaelsen. Man far dock inte glomma
att hyperreella tal dr just tal, och pa samma sétt som man ofta inte tédnker pa hur reella
tal &r konstruerade (till exempel Cauchyfsljder eller Dedekindsnitt), s gar det att bortse
fran sjélva konstruktionen da talen anvands. Det enda viktiga att veta &r vilka operationer
man kan utféra pa talen och vilka algebraiska lagar de uppfyller. Detta &r det axiomatiska
tillviigagangssiittet. Satser, bevis och definitioner i detta avsnitt foljer forfarandet i [1].

Malet ar att utoka R till en ny kropp *R sa att R C *R. Vi krdver dven att *R ska vara
ordnat, dvs. elementen ska kunna jamforas (detta géller inte for exempelvis de komplexa talen
som ocksa #r en utvidgning av R). Starkare kommer vi kréva att ndstan alla egenskaper,
funktioner och relationer 6ver R kommer ha en motsvarighet i *R (detta kommer definieras
precist snart). Observera att relationer kan uttryckas som méngder, till exempel kan vi gora
en mingd A C R? med alla par (z,y) dir < y, sa att 2 < y <= (z,y) € A. Aven
funktioner kan beskrivas med méngder, vi kan till exempel beskriva en funktion f: R — R
med dess graf, dvs. alla punkter (z,y) dir y = f(x). Eftersom bade funktioner och relationer
ska ha en utokad motsvarighet, kommer definitionen av icke-standardutvidgning innefatta
inte bara R, utan alla delméngder till kartesiska produkter R".

Definition 11. Icke-standardutvidgning av en mingd. Lat X beteckna en icke-tom
mdngd. Da dr en icke-standardutvidgning av X en avbildning som avbildar varje A C X™,
m >0 pa*A sa att *X dr icke-tom och féljande gdller for alla m,n > 0:

1. Utvidgningen dr distributiv dver mdangdoperationer. Om A,B C X™, gdller

*ANB)=*AN"*B

*(AUB)=*AU*B

*(A\B) =*A\ *B.
2. Utvidgningen bevarar elementdra basdiagonaler. Om 1 <i < j <m och

A={(x1,...,xm) € X" | 2; = x;}
sa dr
A= (@1, m) € (X" | @5 = a5}

8. Utvidgningen bevarar kartesiska mdangdprodukter. Om A C X™ och B C X" sa dr
*(AxB)=*Ax*B.

4. Utvidgningen bevarar projektioner dar sista koordinaten uteldmnats. Lat m beteckna
denna projektion, dvs.

7 (21,22, ey Ty Tpg1)) = (21, To, ooy Tp).

For A C X" gller da



Dessa regler ar ganska sjélvklara for vad vi forvintar oss av *R. Forsta reglerna séger till
exempel att Booleska operationer dr bevarade, detta ar ett krav om vi ska kunna foéra dver
relationer pa ett vettigt sétt.

Det &r inte uppenbart i nuliget att denna definition kommer leda nagonstans, hur vet vi
ens att vi fatt med infinitesimaler och oéndligt stora tal i var utokning? Det kommer visa sig
att denna definition riacker valdigt langt, men forst visar vi hur denna definition &r tillrécklig
(och nédviindig) foér att bevisa nagra enkla foljdsatser.

Sats 4. *0 = 0.
Bevis. Anvénd (1) i definition 11

Sats 5. Om A C X™ dr icke-tom dr dven *A icke-tom.

Beuvis. For enkelhets skull visar vi det for m = 2, beviset ar analogt for storre m. Vi anvander
projektionerna 7 och eftersom A C X2 ir icke-tom kan vi skriva X = 7o (73(X x A)) Nu
anvénder vi (3) och (4) i definitionen, sa

K=mgy (m3(*X x *A)).
*X &r icke-tom per definition, sa *A maste ocksa vara icke-tom for annars

K= (m3("X x 0)) = m2 (m3(0)) = 0 # "X

Sats 6. Lat A C X™. Da gdller
A=B < *A="B.

Bewvis. Uppenbart har vi
A=B="A="B

det #r andra hallet som behéver en forklaring. Om *A = *B anvéinder vi (1) i definitionen
och far
“(A\B)="A\"B=0.

Nu ger sats 5
“(A\B)=0= A\B=0.

Pa samma sétt implicerar *A = *B att B\ A = (), och tillsammans ger det

*A="B=A=DB.

Sats 7. Om x € X har *{x} exakt ett element.
Beuwis. Vi anvénder oss av basdiagonalerna
A={(uu)|ueX}

och har uppenbart
{z} x{a} = {(z,2)} C A.
Nu anvénder vi (2) och (3) i definitionen och far

Ha} x Hap =7 ({o} x{z}) = {2, 2)} € A = {(u,u) | v € "X}

Om nu *{z} innehaller mer &n ett element, har vi tva skilda a,b € *{z}, och da skulle
*{a} x *{z} innehalla (a,b) vilket inte tillhér *A. Diarmed har *{z} max ett element, och
enligt sats 5 innehaller den atminstone ett element. O
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Med dessa satser kan vi definiera en avbildning av X pa *X.
Definition 12. Ldt *x beteckna det unika elementet i *{x} for alla x € X.

Enligt sats 6 far vi *z = *y <= x = y. Det dr denna avbildning som later oss kalla R
en delmédngd av *R. Vi kallar ett element i *R standard om det dr av formen *x for nagot
z € R.

Som snart kommer visas med hjilp av transfer, kan alla vanliga operationer och relationer
for de reella talen utokas till de hyperreella talen, sa att *IR blir en ordnad kropp med R som
delméngd. Dérmed kan vi definiera foljande.

Definition 13. Lat x € *IR, vi kallar
1. z infinitesimal om |x| < € for alla positiva € € R,
2. x dndlig om |x| < r for nagot reellt r € R,
3. x obegrdnsad om den inte dr dndlig,
4. x>~y omx —y dr infinitesimal.
Observera att 0 ér en infinitesimal (den enda reella), och att alla infinitesimaler ér éndliga.

Sats 8. Standarddelsatsen. Om x € *R dr dndlig finns ett unikt r € R sa att x ~ r, dvs.
x har en unik representation x = r + o, ddr o dar infinitesimal.

Bevis. Lat A vara den delmingd av R som dr mindre eller lika med x, denna méngd &r
begrinsad uppat eftersom z dndlig sa

r=supA =sup{a <z |a € R}

existerar. Observera att trots detta kan r > x. Om vi later € beteckna ett positivt reellt tal,
har vi att r — € ar ett reellt tal som ddrmed omdojligt kan vara den Gvre griansen for A, sa det
existerar ¢ € A med r — e < a < z, och ddrmed —e < x — r. Samtidigt har vi att r + € ar ett
reellt tal storre dn r, sa det kan omdjligt vara medlem i A eftersom r &r den Gvre gréinsen,
och dédrmed = < r + ¢, eller x — r < e. Foljaktligen

—e<x—r<Ee
sd o = x — r ar per definition infinitesimal. Det kvarstar att visa unikheten, anta att
.’E:T1+51:7"2+(52.

Da ar r1 — ro = d — 71 en reell infinitesimal, och dérmed lika med noll. O

Definition 14. Det unika reella talet r ~ = for dndliga x, kallas skuggan eller standard-
delen av x, och betecknas r = st(x) = °x.

Observera att vi &nnu inte bevisat existensen av vare sig obegriansade eller infinitesimala

tal i *IR.

Sats 9. Om *R dr en dkta utékning (*R\ R # 0) innehdller *R infinitesimaler skilda fran
noll och obegrinsade tal.

Bevis. Lat € *R\ R. Om z dndlig, lat 0 = z — °z. Da dr o en infinitesimal skild fran noll,
och 1/0 dr ett obegrinsat tal. Om dédremot z dr obegrinsat, si &r 1/z en infinitesimal skild
fran noll. O
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5 Transfer

Transferprincipen séiger vilka pastaenden om de reella talen som &r 6verférbara till de hyper-
reella. For att utvidgningen av R ska vara anviindbar sa maste man veta vilka egenskaper
som kan overforas fran R till *R och tvértom. Det dr denna 6verforing som kallas transfer.
Utvidgningen *R uppfyller inte alla egenskaper som R har. Transferprincipen ger som sagt
oss en metod for att urskilja de dverforbara egenskaperna, men i detta kapitel dock endast
de egenskaper som kan formuleras i det forsta ordningens logiska sprak som vi begréinsar oss
till. Det finns generellare versioner av transfer som géller for hogre ordningens objekt vilket
behovs for mer komplexa tillimpningar &n de som tas upp hér.

I denna framstéillning begriansar vi oss inte till R, utan tittar pa en méngd X och dess
utvidgning *X som uppfyller de axiom som introducerats i ett tidigare kapitel. Férst maste
det logiska spraket som kommer anvéndas definieras eftersom det i denna version av transfer
endast ar korrekt formulerade satser i detta sprak som kan 6verforas. Darefter gar vi igenom
den transform som ligger till grund fér transfer den sa kallade *-transformen som tar oss fran
en formel 6ver R till en *-transformerad formel 6ver *R. Satser, bevis och definitioner i detta
avsnitt foljer [1].

5.1 Logik
Definition 15. Logiska konnektiv och kvantifikatorer.
- negation - “icke”

A konjunktion - “och”

V disjunktion - “eller”

— implikation - “medfor”

+ ekvivalens - “om och endast om”

3 existenskvantifikatorn - “det finns”

V allkvantifikatorn - “for alla”

En formel i ett logiskt sprak dr en utsaga som kan innehalla variabler, bade bundna
och fria. Givet variablerna x och y, dir € A och y € B, lat ¢(x,y) vara en formel, dvs.
ett villkor pa (z,y) som definierar en delmingd ® av A x B. Man skiljer pa bundna och
fria variabler, bundna variabler dr av formen 3z € A och Vy € B, de dr bundna av en
kvantifikator fria variabler diremot &r fria for substitution. Om man tittar pa féljande formel
(Ve € A)V (y < z) sa ser man att = & en bunden variabel och att y &r en fri variabel
eftersom x dr inom rickvidden for en kvantifikator i detta fall V. I formeln (z < 1) V (Va €
A)V (y < ) sa dr den forsta instansen av z fri eftersom den inte &r i kvantifikatorns rackvidd
och den andra bunden. Réckvidden for en kvantifikator &r for en formel (Vo € A)p(x) eller
(Jz € A)p(x) alla forekomster av x i delformeln ¢ med undantag av de instanser av x som
i sin tur tillhor en delformel ¢’ av ¢ pa formen (Vz € A")¢'(z) eller (3z € A)¢'(x). Givet
en formel ¢(z1,...,z,) menar man med x1,...,z, alla fria distinkta variabler som ingar i
formeln och de bundna variablerna ingar inte i dessa.

Med satser avses formler som inte har nagra fria variabler det vill séga endast bundna
eller inga alls. En sats kan betecknas ¢ och dr antingen sann eller falsk oberoende av nagra
variabler till skillnad fran en formel. Relationer sa som < , <,= kan alla uttryckas med
méngder, till exempel 14t C utgdra méngden av ordnade par (x,y) sadana att @ < y da
kan man skriva © < y som (z,y) € C dir C utgoér en delmiingd av A x B. En atomir

formel, byggstenen for mer komplexa formler utgors av (z1,...,2z,) € B, for en mingd B
dér xq,...,x, &ar konstanter eller variabler. Atomer innehéaller inga logiska konnektiv eller
kvantifikatorer.

For att kunna anvéanda sig av transferprincipen pa ett korrekt sitt, behévs en mer precis
definition av vad en formel dr. Givet en formel med variabler som varierar 6éver miangden X
kallas den en formel 6ver X. De formler som definieras nedan &r férsta ordningens formler
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vilket innebér att kvantifikatorer gar 6ver X, (Vz € X, Jx € X), och inte 6ver delméngder av
X eller andra typer av hogre ordningens objekt som ér baserade pa X.

Definition 16. Formler 6ver mingden X. For en formel éver mangden X varierar vari-

ablerna i formeln éver X och om variablerna kallas for x1,...,Tm,Y1,--.,Yn och x sa gdller
foljande:
1. For varje mingd A CX™, sa dr uttrycket (x1,...,%m,) € A en atomdr formel dver X.

2. For varje funktion f : A — B, dir A C X™ och B C X" sd dr f(z1,...,%m) =
(Y1,---,yn) en formel dver X, vilket kan skrivas som (x1,...,Tm,Y1,--.,Yn) € I', ddr
T dr grafen till f.

3. Om o(x1,...,Tm,Y1,---,Yn) ar en formel dver X, och om man tar ay,...,a, € X sa
ar dven ©(x1,...,Tm,a01,...,a,) en formel dver X.

4. Om @ och 1 dr formler dver X sa dr dven =, A, V ¥, — 1, @ <> ¥, Jxp och
Vxy formler over X.

Pa sa sétt kan mer komplexa formler byggas upp av enklare atoméra formler. For att
se kopplingen mellan formler och de axiom som giller for icke-standardutvidgningen av en
méangd sa dr det viktigt att inse att en formel definierar en méngd, lat x € A och y € B da
definierar p(z,y) en delmiingd av A x B, bestaende av par (z,y) € A x B for vilka ¢(z,y) dr
sann.

Givet (z,y) som definierar en méngd ® och ¥ (z,y) som definierar en méingd ¥, x € A
och y € B, sa géller foljande:

—p(z,y) dr komplementet till @,
o(z,y) N (z,y) motsvarar ¢ N W,
o(z,y) V (z,y) motsvarar & U ¥,

Jzp(x,y) definierar projektionen 7 (®), dir 7(z,y) = y dr projektionen pa den andra koor-
dinaten,

Vyp(x,y) definierar {z € A|{z} x B C ®}.

Dessa samband kommer anvéindas i beviset utav transferprincipen da vi med hjéilp av axiomen
visar hur egenskaper kan 6verforas fran X till *X och tvértom.

5.2 *-transform

Givet en formel 6ver X sa fas via *-transformen motsvarande *-transformerade formel &ver
*X. Med *X avses den icke-standardutvidgning av en méngd X som definierades i féregaende
kapitel.

Definition 17. *-transform av en formel 6ver X. *X dr en icke-standardutvidgning av
mdngden X, om @(x1,...,Tm,a1,...,a0n) @r en formel dver X, dir aj,...,a, € X sd dr dess
*transform *p(X1, ..., Xm,* a1,... % ay), dir Xq,..., Xy, dr variabler med virden i *X. Lat
@ och ¥ vara formler éver X da gdller foljande:

1. For en atomdr formel (x1,...,2m) € A, dir A CX™ sa dr dess *-transform (X1, ..., X,,) €
*A.

2. Om o(x1,...,Tm,Y1,...Yp) dr en atomdr formel och ai,...,a, € X sa dr dess *-
transform *o(X1,..., Xm, a1,...* ap).

3. For de logiska operatorerna och kvantifikatorerna som bygger upp formler gdller foljan-
de, ddr x dr en variabel éver X:

“(mp) = ="
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*

(V) ="pV™

(pAY)="pN"p
*(Fzp) =IX*
*(Vap) = VX .

V
A

*

Dérmed har vi definierat en transform som tar oss fran egenskaper formulerade i formler
over X till egenskaper formulerade i *-transformerade formler éver *X. I niista avsnitt visas
att transferprincipen ger att en sats dver X och dess *-transform over *X &r ekvivalenta,
vilket gor att via *-transformen kan egenskaper i X 6verforas till motsvarande egenskaper i
*X och tvértom.

5.3 Transferprincipen

Egenskaper som kan formuleras med satser definierade enligt ovan &r 6verférbara mellan R
och *R. For en sats ¢ 6ver X sa giller det enligt transferprincipen att

psann i X & *p sann i *X.

Sats 10. Transferprincipen. Givet X en icke-tom mdngd och *X, dess icke-standardutvidgning.

1. Lat (1, ..., ) vara en formel dver X och *o(X71, ..., X)) dess *~transform. Lat B C
X™ wvara méingden definierad av (21, ..., Tm):

B ={(z1,...,zm) € X"@(x1, ... Tp) dr sann i X}. (20)

Dirmed dr *B mdngden definierad av *o(Xq, ..., Xpm):

*B={(X1,..., X;n) € X" (21, ..., Tp) dr sann i X}

2. Lat ¢ vara en godtycklig sats éver X och lat *¢ vara dess *-transform, da gdller féljande

v sann i X & *p sann 1 *X.

Beviset av transferprincipen sker via induktion 6ver delarna som bygger upp formlerna.
Forst bevisas att del 1 i transfersatsen ovan medfér del 2, sedan bevisas del 1 med hjilp av
induktion. Nedan f6ljer en skiss av hur induktionsbeviset ser ut.

Basfallet innebér att man bevisar att for en atomér formel g sa géller att g < *@q.
Antag sedan att transfer dr sann for delar av formeln ¢ som &r uppbyggda av atomer, logiska
konnektiv och kvantifikatorer. Om tva av dessa delar bendmns for ¢ och ¢y, sa visas att
satsen dven dr sann f6r meningen () (logisk konnektiv) (g ). Man visar ocksa att om satsen
giiller for () sa giller den ocksa for (logisk kvantifikator)xe(z). Dirmed géller transfer for
hela formler uppbyggda av atomer, logiska kvantifikatorer och konnektiv. Om vi kallar en
sadan formel for ¢ sa giller det att ¢ sann i X < *¢ sann i *X.

For att bevisa transferprincipen dr ett par satser som f6ljer av de axiom som presenterats
i ett tidigare kapitel nédvindiga. Den forsta av dessa satser bevisas eftersom den dr essentiell
for forstaelsen av varfor transferprincipen géller for basfallet i induktionsbeviset.

Sats 11. Ldt o vara en godtycklig funktion fran {1,...m} till {1,...,n}. Givet ett A € X™
definiera
B = {(xl, ,Jin) e X" | (a:(,(l), ...,l‘g(m)) S A}

Da gdller
*B = {(:Cl, ,xn) S (*X)n | (xa(l), ...,xa(m)) S *A}
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Bevis. For att gora notationen enklare si betraktas fallet dd m = 3 ochn =2, da ir A C X3.
Definiera B € X2 och C C X® som

B= {(.’lﬁl,wg) S X2 | (56271'171‘2) S A}
och
C= {($1,$2,1‘3,$4,3}5) ex’ | ($3 = 1‘2) N (334 = xl) A (.115 = J)g) N (.733,.734,$5) S A}

B &r darmed resultatet av att projicera C' pa de tva forsta koordinaterna. C' ar snittet mellan
tre diagonala delméngder av X°® och mingden X2 x A. Fran Axiom 1-4 foljer det att

“C ={(x1,x9,x3,24,x5) € *X° | (x5 = x2) A (24 = 1) A (25 = 22) A (23,24,25) € "A}.

B = «n(C) dir 7 dr projektionen pa de tva forsta koordinaterna, det foljer av Axiom 4 att
*B =*(n(C)) =n(*C) ddrmed &r

*B = {(1’1,.12) S *X2 ‘ (IQ,Il,l‘g) S *A}
O

Detta behovs som sagt for att visa transferprincipen for basfallet, det vill sdga fér atomer
vilka som bekant kan skrivas pa formen (2,1, ..., Zo(m)) € A dir A och o &r definierade som
isats 11.

Sats 12. Formler med konstanter. Lit A € X" och a = (ay,...,am) € X™. Definiera
Ala) ={(z1,...,2n) €X" | (a1,...,am,Z1,...,2n) € A}

och
(A (a) = {(z1,...,20) € X)) | ("a1,..., "amx1,...,2y,) € A}

Da gdller det att
"A(a) = ("A)("a).

Sats 12 behovs om en formel innehaller specifika element i X och inte bara variabler som
varierar over X.

Sats 13. Forstirkning av Axiom 4. Axiom /4 gdller for alla projektioner © fran m-tuplar
till n-tuplar, ddr n < m och 7 dr definierad enligt féljande

Tr(xlv s 7xm) = (xi(l)a cee 7937,(71))

dir1 <i(1) <--- <i(n) < m. Detta innebdr att givet A C X"™ sa gdller det att *(n(A)) =
w(*A).

Denna forstéirkning behévs om 3 inte syftar pa den sista variabeln i en formel o(z1, . .., Zp11)
eftersom det inte ger en projektion pa de n forsta koordinaterna vilket &r det fall som Axiom
4 behandlar. Vi behover dven kénna till dualiteten mellan de logiska kvantifikatorerna, dvs.
att V kan skrivas med hjélp av 3 och — enligt foljande

Yyo(y) < =3y—p(y).

I beviset anvdnds dven att — och < kan uttryckas som kombinationer av —, A och V.
For implikation, —, kan det goras enligt féljande

o(r,y) = P(2,y)

vilket dr det samma som
(—p(2,y)) V(z.y).

Med dessa satser och samband givna kan nu transferprincipen bevisas.
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Bevis. Antag att ¢ dr en sats over X och att *¢ dr dess *-transform. Lat A vara méingden
definierad av ¢ enligt ekvation (20) och *A motsvarande for *o. Dirmed dr A antingen X°
eller (), beroende pa om ¢ ir sann eller ej i X. * A #ir antingen (*X)° eller (), beroende pa om *¢
sann eller ej i *X. Axiom 1 ger att *() =* (0\ @) =* 0\*0 = 0 och Axiom 3 att *(X°) = (*X)°.
Detta tillsammans ger att om A = ) s& maste ocksa *A = (), eller A = X° och *A = (*X)?,
da foljer att ¢ < *p. Darmed géller det att del 1 av transfersatsen medfor del 2. Da aterstar
det att visa del 1 av satsen.

Basfallet: Atomer, hir bendmnda pg(z1, ..., 2, ), utgdr basfallet, de kan skrivas pa formen
(To(1)s s To(m)) € A déir {o(1),...,0(m)} C {1,...,n} och A C X", *-transformen av dessa
formler &r (X5(1), ..., Xo(m)) € *A. Lat B = {(21,...,2n) € X" | (T5(1), --» To(m)) € A}, vilket
ar det samma som B = {(z1,...,2,) € X" | wo(z1,...,2,) sann 1 X}. Sats 11 ger da att
*B = {(z1,..,2n) € ("X)" | (Zo(1) - To(m)) € “A} och del 1 av transfersatsen &r darmed
sann for atoméra formler.

I formeln ovan kan variabler ocksa inneha ett specifikt viirde i X det vill siga B(a) =
{(@1, s Tp, a1, am) € X7 | (Zo(1), oy To(m)s O15 - - - Gm) € A}, av sats 12 foljer att *(B(a)) =
*B(*a) och del 1 &r sann i detta fall ocksa.

Induktion: Givet tva méngder C och D definierade enligt ekvation (20) av ¢ (21, ..., Zn)
respektive ©q(y1, ..., Ym ) for vilka del 1 av satsen antas vara sann. Dessa formler dr uppbyggda
av atomer, logiska konnektiv och kvantifikatorer. Vi vill visa att del 1 av satsen fortfarande
géller om man binder samman ¢, och ¢, med logiska konnektiv. . (21, ..., Zn) A@a (Y1, -y Ym)
ger méingden C' N D, enligt Axiom 1 sa &r *(C'N D) = (*C) N (*D) eftersom del 1 av satsen
antas gélla for C och D sa giller den ddrmed ocksa for C N D. Pa samma sétt kan man
anvinda Axiom 1 for de andra logiska konnektiven.

Tack vare dualiteten mellan all- och existenskvantifikatorn récker det med att visa att del
1 av satsen ar sann for existenskvantifikatorn. Givet formeln 3z, (x4, ..., z,) f6r nagot 1 <
Jj <mn, dir o(z1, ..., z,) antas uppfylla del 1 och definiera mingden B enligt ekvation (20) sa
ar 3zjp(x1, ..., 2,) en projektion av méngden B definierad av ¢(z1, ..., z,) pa koordinaterna
{z1,...,xn} \ z;. Lat w(B) beteckna denna projektion, enligt sats 13 giller det att *m(B) =
m(*B), dirav dr del 1 av satsen sann dven for formler uppbyggda med kvantifikatorer.

O

5.4 Tillampningar av transfer

For att visa hur transferprincipen kan anvindas foljer hir ett par exempel pa tillampningar
av principen forst hur definitionen av kontinuerliga funktioner och likformigt kontinuerliga
funktioner kan formuleras pa icke-standardsidan, sedan hur riemannintegralen kan ses som
en summa.

5.4.1 Kontinuerliga funktioner

Man kan med hjilp av e, d-definitionen av kontinuerliga funktioner na en ekvivalent icke-
standarddefinition via transferprincipen. I definitionen nedan har vi variabler som gar Gver
méingden R vilket #r en delmiingd av R detta #r egentligen inte tillatet i ett férsta ordningens
logiskt sprak, men detta &r en férkortning for den tillatna formuleringen (Ve € R) A (€ > 0).

Sats 14. Icke-standard kontinuitet. For f : R — R, f kontinuerlig i ¢ € R, ddr c dr en
konstant sa gdller det att:

(Ve e RM)(F0 e RT)(Vz € R)(Jz — ¢| < 6 = |f(x) — f(c)| < e). (21)

Vilket ar ekvivalent med

(Vx € *"R)(x =~ c= f(z) = f(c)).

Bewvis. Beviset for att dessa definitioner ar ekvivalenta gar via transferprincipen. For nagra
konstanter €,5 € RT si giiller via transfer av standarddefinitionen av kontinuitet, sats (21),
att

(Vo € "R)(j& — o < = |f(z) - F()| < o).
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Om z ~ ¢ sd ir |z —¢| < §,V6 € RT. Sa om z ~ ¢ sa giller |f(z) — f(c)| < € for godtyckligt
reellt €. Eftersom transfer av (Ve € RT)(|f(z) — f(c)| < €) ger att f(z) = f(c), s& har vi att
z~c= f(x) ~ f(c). Dirmed har vi att kontinuitet medfor (x ~ ¢ = f(z) ~ f(c¢)),Vz € *R.

Utgaende ifran att (x ~ ¢ = f(z) ~ f(c)), sd maste man for att bevisa ekvivalens visa
att definitionen av kontinuitet (21) haller. Givet  ~ ¢ = f(z) =~ f(c) sa giller det att

(lz —cf <6 =[f(z) = fle)] <€)

for nagot § ~ 0,e ~ 0. Lat e vara ett positivt reellt tal och sok ett § sadant att (21) &r sann.
Om 0§ &r en infinitesimal sa &r z ~ ¢ da géller utifran antagandet ocksa att f(z) ~ f(c).
Dirmed giller att | f(z) — f(¢)| < e for godtyckligt reellt €. Dérmed géller det att

(36 € *RY) (Vo € *R)(Jx — c| < § = |f(x) — f(c)| <€)
dér c, e ar reella. Via transfer av ovanstaende sa giller det att
(36 e RT) (Vo € R)(|Jz — ¢| < 6 = |f(z) — f(c)| <e).
Vilket dérmed ger att (x ~ ¢ = f(z) = f(c),Vz € *R) medfor e, §-kontinuitet i c. O

Sats 15. Icke-standard likformig kontinuitet. Om A C R, f: A — R, sa dr f likformigt
kontinuerlig i A om:

(Ve e RY)(30 € RT)(Vay € A)(Jo —yl <0 = [f(z) = f(y)| <o) (22)
En ekvivalent icke-standarddefinition fas av
(Vo,y € "A)(z =y = f(z) = f(y)). (23)

Bevis. Beviset for att dessa definitioner &r ekvivalenta &r likt det for kontinuitet. Om vi véljer
€ och 4, positiva reella konstanter, sa att (22) &r sann och anviinder transfer sa fas

(Vay € "A)(|lz —yl <6 = [f(2) = fy)] <e).

Om z ~ y sa giller det att |z — y| < §,V0, eftersom § #r reellt. Didrmed kan reellt e vil-
jas godtyckligt, vilket innebér, via transfer, att f(z) ~ f(y). Likformig kontinuitet medfor
dédrmed att (Va,y € *A)(z ~ y = f(z) = f(y)). Vi borjar nu istéillet med att anta att
(Va,y € *A)(x ~y = f(x) =~ f(y)) &r sant, tag e positivt reellt da giller

(30 € "RY)(Voy € "A)(lz —yl <= [f(2) — f(y)l <e).
eftersom om f(x) ~ f(y) sa ar | f(x) — f(y)| < e for alla reella e. Transfer av ovanstaende ger

(F0 e RY)(Vay € A)(le —yl <3 = [f(2) = f(y)| <o)

Likformig kontinuitet &r ett starkare krav pa sa sétt att

(Vo e "A)(x >~y = fz) ~ f(y)).

maste gilla for alla hyperreella y, dvs. for alla y € * A, kontra kontinuitet som endast kraver

(Ve e A)(x >~y = f(z) > f(y))

diar y € A.
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5.4.2 Integralen blir en summa

I icke-standardanalysen kan integraler betraktas som summor. Nedan demonstreras det som
i [10].

Sats 16. For en kontinuerlig funktion f: R — R ges Riemannintegralen av

! o, i1
| faae = iR

dir H € *N\ N qdr ett odndligt stort tal.

Bevis. For en uniform partition av [0,1] i n intervall géller att Riemannintegralen kan be-
tecknas som grénsvirdet av den hogra Riemannsumman R, (f) nir n — oo.

S|

| @ = i R (@) = tim 3005

n—oo

sa att problemet reduceras till ett bevis for att lim, oo Rn(f) = °Ru(f).
Lat a vara det reella tal for vilket det géller att

/01 fl@)dz=a

Eftersom R, (f) konvergerar mot a sa existerar for ett positivt reellt tal € ett naturligt tal
N = N(e) sa att

(VneN)(in>N=|R,—al<e)
vilket efter transfer blir
(Vne™N)(n>N=|R,—al|<e¢)

i *R. Eftersom H > N oavsett N giller da att ocksa | Ry —a |[< e sd att | Ry —a |~ 0 och
dérmed °Ryg = a. O

6 Definitioner av hyperreella begrepp och regler

6.1 Nya begrepp

Definition 18. Galaxer, Halos och innebérdes avstand. FEtt hyperreellt tal x ligger
odndligt ndra ett hyperreellt tal y om differensen x —y dr infinitesimal. Detta betecknas x ~ vy
Tva hyperrella tal x och y sdgs vara pa ett begrinsat avstand ifran varandra om differensen
x —y dar begrdnsad , det vill siga ligger i R. Relationen betecknas ~.
De tva relationerna ~ och ~ dr ekvilanesrelationer pa *R, (att vilkoren for detta dar
uppfyllda kontrolleras enkelt via riknelagarna for hyperreella tal) de delar sdaledes in *R i
ekvivalensklasserna :

hal(z) = {c€ "R :z ~y} (24)

gal(z) ={ce*R:x ~ y} (25)

Vi sdger att ett hypperreellt tal x halo utgdérs av mingden av alla tal som uppfyller (24)
och dess Galax utgdrs av mdngden av tal som uppfyller (25).

Alltsa dr hyperreelt tal x halo alla tal som ligger onéindligt néra x, och dess galax dr de
tal som ligger pa éndligt avstand fran x. Alternativa namn for ett tals halo &r monad eller
atom.

Sats 17. Varje begrdinsat hyperreellt tal x ligger odndligt ndra ett, och endast ett, reellt tal.
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Bevis. Lat A = {r € R : r < b}. Eftersom b &r begrinsat finns det reella tal r och s s.a.
r < b < s. A ér alltsa icke-tom samt uppat begrinsad (av s) i R. Av fullstindigheten fér R
foljer det att A har ett supremum c € R.

For att visa att b ~ ¢, ta nagot positivt € € R. Eftersom ¢ &r supremum till A sa kan
vi inte ha nagot ¢ + € € A ; varfor b < ¢+ €. Vidare ; om b < ¢ — € sa skulle detta vara en
ovre begrinsing for A , men enligt antagande dr ¢ minsta 6vre begréinsning, alltsa kan inte
denna olikhet vara uppfylld. Sammantaget giller att ¢ —e < b < c+ €, alltsd &r [b — ¢| <e.
Eftersom detta &r sant for alla positiva reella tal epsilon sa dr b odndligt néra c.

Det aterstar bara att visa entydigheten. Om b ~ d € R , sa géller (ty b ~c¢) ¢~ d , och
diarmed (ty reella) ¢ = d. O

Definition 19. Skuggan av x. Det reella tal vilket ett hyperreellt tal x ligger odndligt nira
kalls for skuggan av x och betecknas sh(x).

6.2 Raikneregler for hyperreella tal
Réknelagarna for hyperreella tal stimmer vél 6verrens med vad som intuivt forvantas. For

infinitesimala tal §, € , begridnsade tal b,c och odndligt stora tal Q,A géller :

e Summor

€+ d &r infinitesimal
b+ € ar begransat
b+ ¢ dr begrinsat (kan vara infinitesimalt)

Q + b+ € ar odndligt stort

Additativa Inverser

—e ar infinitesimalt

—b &r begréinsat

—Q ar odndligt stort
e Produkter
€ -6 och
€ - b dr infinitesimala
b - ¢ ar begrinsat
Q-boch Q- A &r odndligt stora

Multiplikativa Inversioner

, € # 0 ar odndligt stort
ar begriansat

ar infinitesimalt

{Q‘,_. = o =

Kvoter

samt 2 ar infinitesimala

samt

a0 Ol

3
X9
7% ar oandligt €,b # 0 stora
c

ol alor oI

# 0 ar begrénsat

Rotter

", /e ar infinitesimalt
"\/b ar begrinsat
n\/Q ar odndligt stort
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€,0,1>0
e Obestimda

Qe Q Q+A

7 Exempel 1: Komplex analys

Detta kapitel behandlar den forsta av de tva fordjupningar som kommer goras, denna inom
komplex analys. Speciellt en del av den komplexa analysen kommer ligga i fokus i detta
avsnitt; ndmligen teori berdérande analytiska funktioner.

7.1 Syfte

Syftet med detta kapitel dr att jimfora icke-standard och standardversionen av Picards stora
sats, detta for att visa pa fordelarna med icke-standardanalysen. Forst sa kommer satser och
definitioner inforas som &r nédvéndiga for att bevisa Picards stora sats. Det kommer att
visa sig att det faktiskt inte &r sa mycket som behover tilldggas utéver en grundldggande
kurs i analytiska funktioner (som ldsaren alltsa férviintas ha genomfort) - atminstone inte i
icke-standardfallet.

Ett avgorande resultat dr fundamentalt for de bevis som kommer att genomforas i denna
text; att enhetsskivan, D = {z : |z| < 1}, avbildas pa hela C foérutom pa 0 och 1, det vill siiga
C\{0,1}. Detta gors med en elliptisk moduléirfunktion som ir relativt komplicerad. Det gar
att bevisa Picards stora sats (bara Picards sats i fortséittningen om inget missforstand kan
uppsta) utan att anvinda sig av denna men av ett antal anledningar har bevis som utnyttjar
denna dnda valts. Exempelvis gar det att anvénda “Bloch-Laundau varianten” for att bevisa
Picard och pa sa sétt gar det att undvika att anvinda den elliptiska modulérfunktionen.
Priset att betala for att slippa denna &r att anvénda sig av Schottkys och Bloch-Laundaus
satser. Dessa reducerar forvisso beviset av Picard till ett kort, elementért bevis - men forst
efter drygt 20 sidors introduktion som &r allt annat &n trivial. Beviset pa detta séitt gar att
ldsa om i [9].

Ett ytterligare argument for valet att anvéinda forfarandet med den elliptiska modulér-
funktionen i beviset dr att detta bevis mer liknar icke-standardvarianten och en mer direkt
jamforelse blir pa sa siitt enklare och betydligt mer givande. De tva bevisens tillvigagangssitt
dr valdigt lika varandra, men de tar sig skilda uttryck i standard respektive icke-standardfallet
eftersom olika matematiska verktyg ar tillgdngliga.

Slutligen sa vill vi podngtera att da den elliptiska modularfunktionen foérvisso &r viktig
for detta bevis av Picards sats sa ér det langt ifran nédvindigt att helt férsta funktionen i sig
- det som é&r viktigt att veta &r egentligen bara att enhetsskivan &r en 6vertdckande méngd
till €\ {0,1} (det vill siga en mingd som via en overtickande avbildning avbildas pa hela
C\ {0,1}) och vad denna har foér egenskaper. Att inte i detalj férsta hur sjélva funktionen
fungerar och varfor dr ovidkommande vad géller forstaelse av beviset till Picard.

7.2 Nodvandig teori inom komplex analys

Nedan introduceras nagra grundliggande topologiska begrepp som kommer att anvindas
for att bevisa delar av Picards sats. Sedan definieras 6vertdckningsavbildning och lyft, det
visas dven hur den elliptiska modulédrfunktionen kan konstrueras. En avvigning har gjorts
infér detta kapitel - vissa begrepp var nodviindiga for beviset i senare kapitel (savél stan-
dardvarianten som icke-standardvarianten) men bakomliggande teori var savil omfattande
som abstrakt. Malet var att astadkomma en sa kortfattad framstéllning som mojligt utan
att gora avkall pa stringens och fullstéindighet. Det visade sig dock rétt snart att om ing-
en definition eller sats skulle utelimnas skulle det ta alldeles for mycket tid, utrymme och
uppmérksamhet i ansprak - dirfor valdes en slags mellanvig dir de viktigaste koncepten
presenteras och definieras abstrakt, men med viss férklarande text efterat som pekar pa vad
som #r av intresse i denna text. Vissa detaljer utelimnas dock (till exempel definieras inte
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den fundamentala gruppfunktorn) men vi ansag att denna framstéillning dr mer informativ
an den som manga forfattare anvinder da Picards sats skall bevisas: att bara i férbigaende
nidmna att overtickningsmingden till C'\ 0,1 dr enhetsskivan utan bevis. Det ér onekligen en
delikat balansgang, men vi anser att detta kapitlet &r lagom djupgaende for att inte kénnas
som totalt handviftande men samtidigt tillrickligt overskadligt for att inte ta for mycket
fokus fran den huvudsakliga uppgiften.

7.2.1 Topologiska begrepp

Foljande topologiska begrepp kommer fran Rotman [12] om ingen annan kiilla ndmns.
Definition 20. Kategori. En kategori K bestar av:
1. En uppsdittning objekt (till exempel mdingder eller grupper), som vi kallar obj K.

2. En uppsittning morfismer, hom(X,Y), en for varje ordnat par XY € obj K. Om f €
hom(X,Y) skriver vi f: X — Y.

3. Sammansdttningar av morfismer hom(Y,Z) x hom(X,Y) — hom(X, Z) till varje
ordnad trippel (X,Y,Z) € obj K. Om f € hom(X,Y) och g € hom(Y, Z) skrivs avbild-
ningen av (f,g) pd hom(X,Z) som fog.

For att vara en kategori behdver dessa objekt, morfismer och sammansdttningar av morfismer
uppfylla foljande axiom:

1. Lat f € hom(X,Y), g € hom(Y,Z) och h € hom(Z,W). Om ho(go f) eller (hog)o f
dr definierad sa dr bada definierade och ho (go f) = (hog)o f.

2. For varje Y € obj K sa finns en identitetsfunktion 1y € hom(Y,Y) som uppfyller
lyog=g for alla g € hom(X,Y), X € 0bj K och holy = h for varje h € hom(Y, Z),
for alla Z € obj K.

Det gar att visa att 1y dar unik.
Speciellt kallas en homomorfi mellan kategorier for funktor.

Definition 21. Topologisk ekvivalens - homeomorfi. Tva objekt X och Y sdigs vara
topologiskt ekvivalenta eller homeomorfa om 3f € hom(X,Y) och g € hom(Y, X) sadant att
gof=1x och fog=1y. f och g kallas ekvivalenser.

Sammantaget siger ovanstaende satser och definitioner att en homeomorfi &r en konti-
nuerlig och bijektiv avbildning som har en kontinuerlig invers. Det vill sdga att tva stycken
objekt d4r homeomorfa om det finns en kontinuerlig, inverterbar avbildning som kan deforme-
ra det ena objektet till det andra. Vi behover detta for att kunna definiera en jamnt téickande
avbildning, vilken i sin tur kommer beh6vas for att kunna definiera évertickningsavbildning-
en.

Definition 22. Jamnt Svertiickt. Lit X och X vara topologiska rum och lit p : X — X
vara en kontinuerlig avbildning. En dppen médngd U C X dr jimnt évertickt av p om p~1(U)
ir en disjunkt union av éppna mingder S; C X, for varje i s gdller det att p : S; — U dr
en homeomorfi.

7.2.2 Overtiickningsavbildning och lyft

Definition 23. Overtiickningsavbildning. Om X och X dr topologiska rum, dd dr X en
overtickande mdangd till X om foljande dr uppfyllt:

1. X dr baguis sammanhingande,
2. p: X = X dr kontinuerlig,

3. varje x € X har en dppen omgivning U, som dr jimnt dvertdckt av p.
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C E

Figur 1: Givet en analytisk 6vertdckningsavbildning II som avbildas pa E sa kan alla ana-
lytiska funktioner f som avbildas pa E lyftas via en funktion h till mingden som utgor
definitionsméngden till II.

Avbildningen p kallas for en Overtdckningsavbildning. Det som egentligen dr intressant
for beviset av Picards Sats &r en specifik analytisk 6vertidckningsavbildning; avbildningen
fran den 6ppna enhetsskivan till det komplexa talplanet forutom punkterna (0,0) och (1,0).
Vad som &r av storst vikt dar dr att avbildningen p &r kontinuerlig, och det faktum att p
ar en Overtdckningsavbildning kommer att utnyttjas for att gora ett lyft - detta dr en av
grundpelarna for beviset av icke-standardversionen av Picards Stora Sats. Existensen av ett
sadant lyft garanteras om villkoren i féljande sats ar uppfyllda.

Sats 18. Existens av lyft. Lat f : X — B wara en kontinuerlig avbildning, ddir X
dr en sammanhdngande och lokalt bagvis sammanhdngande mdngd. x € X oche € E dr
punkter sadana att f(x) = p(e). Givet E, en dvertickande mingd till B, ochp : E — B den
tillhérande dvertickningsavbildning sa kan f lyftas till en avbildning f : X — E med f(z) =
e om och endast om 71 (f) avbildar w1 (X,z) helt in i bilden w1 (p)(m1(E,e)). Dir w1 betecknar
den fundamentala gruppfunktorn.

I nagot 16sa ordalag séiger satsen att om tva relativt “snilla” (kontinuerliga) avbildningar
avbildar varsin méngd pa precis samma méngd sa dr de sapass lika varandra att det borde
finnas en slags “Gversédttning” mellan de bada funktionerna och det &#r den man kallar lyftet
av f.

Figur 7.2.2 ger en 6verskadlig bild av hur de olika avbildningarna och mangderna forhaller
sig till varandra. I fallet med komplexanalys blir satsen mer déverskadlig och vi slipper villkoret
i sats 18, eftersom hér har vi det ytterligare kravet att méngden X, dar funktionen som ska
lyftas dr definierad, dr enkelt sammanhingande detta innebir att 71 (X,x) = 1 och alla
kontinuerliga avbildningar fran X till B kan lyftas [13].

Sats 19. Lyftsatsen. Lat Il : D — FE wvara en analytisk overtickningsavbildning, och C
vara ett enkelt sammanhdngande omrade i C. Da gdller att varje analytisk funktion f : C —
E kan lyftas via h. Det vill siga g : E — D sadan att Il = go h.

7.2.3 Konstruktion av 6vertickningsavbildningen

T detta avsnitt behandlas hur évertickningsavbildningen fran D till C\ {0,1} kan konstrueras,
det &r denna overtdckningsavbildning som kommer anvindas i féljande kapitel om Picards
sats. Innan sjdlva beskrivningen av funktionens uppbyggnad kommer ett par nédvéindiga
resultat att presenteras. Dessa dr inte sérskilt komplicerade eller tunga, men for att underlitta
for ldasaren sa har de lyfts ut ur beskrivningen av sjilva konstruktionen av den elliptiska
modulédrfunktionen. Konstruktionen av évertdckningsavbildningen utgar framst ifran killa
nummer [7].

Ett resultat som kommer att anvéndas under konstruktionen av 6vertdckningsavbildning-
en dr Schwarz Lemma. Lisaren forvéntas vara bekant med detta men en formulering foljer
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hiir - dock utan bevis 3.

Sats 20. Schwarz Lemma. Lat D = {z : |z| < 1,z € C} vara den dppna enhetsskivan.
Givet en funktion f som dr analytisk och uppfyller att f(0) = 0 samt |f(z)| < 1,Vz € D.
Da gdller : |f(2)] < |z| samt |f/(0)| < 1,z € D. Vidare gdller att om |f(2)| = |z| for nagot
z2#0,z € D eller om f'(0) =1 sa dr f(z) = az for nagot a € D.

For att definiera Schwarz reflektionsprincip behtvs analytisk fortsdttning, precis som i
fallet med Schwarz lemma sa dr detta nagot de flesta ldsare antagligen redan kénner till sa
déarfor foljer hiir endast en kort genomgéang av vad det dr. Antag att en funktion f(z) &r
analytisk pa en 6ppen mingd A € C och F(z) dr analytisk pa B,A C B, B ppen med
F(z) = f(2),Vz € A. I detta fall kallas F' f6r en analytisk fortsittning av f.

En analytisk fortsdttning &r unik i bemirkelsen att om B &r den sammanhingande
unionen av definitionsméngderna till tva funktioner fi, fo samt att A C B sa giller att
f1(z) = fa(2) = F(2),Vz € A= f1(z) = f2(2),Vz € B. Detta giiller eftersom differensen av
tva analytiska funktioner ocksa dr en analytisk funktion och enligt satsen om isolerade noll-
stéllen sa maste f; — fo = 0 eftersom f; — fo = 0 pa hela A, detta givetvis for virden for vilka
f1, fo ar definierade. Detta resultat kommer att visa sig vara avgorande for konstruktionen
av overtidckningsavbildningen som i sin tur anvéinds for att bevisa Picards Stora Sats.

Nu &r det dags att presentera nésta resultat som kommer att anvéndas; Schwarz reflek-
tionsprincip. Schwarz reflektionsprincip séger att det gar att utvidga definitionsméngden for
en funktion f(z) med z i &vre halvplanet (6hp) om f antar reella viirden pa den reella axeln.
Eftersom f &r definierad pa det 6ver halvplanet &r alltsa (den &n sa linge formodade) utvidg-
ningen till f dess komplexkonjugat. Reella tal saknar som bekant imaginédrdel (eller réttare
sagt den ér 0) och ér ddrmed lika med sitt konjugat. Om z betecknar komplexkonjugatet till

z kommer alltsa f(Z) = f(z) att 6verensstdmma ldngs den reella axeln. Satsen séger foljande;

Sats 21. Schwarz reflektionsprincip. Ldt f(z) vara en funktion av en komplex variabel
och som dr kontinuerlig pa det (halv)slutna Gvre halvplanet och analytisk pa det dppna duvre
halvplanet, samt att f(z) € R,Vz € R. Da dr f(z) = f(z) en analytisk fortsitining till hela
C.

Nu &r det dags att visa att det finns en funktion, en dvertickningsavbildning, som avbildar
enhetsskivan pa hela C \ {0,1}. Betrakta figur 7.2.3. Omradet Q; utgdrs av en hyperbolisk
triangel som #r inskriven i enhetsskivan (som vi i vanlig ordning betecknar D). Randen till
Qo (cirkelbagsegmenten som &r triangelns sidor) definieras av cirklar som skér D vinkelrétt
i punkterna A, B och C. Cirkelbagarna mots alltsa i dessa tre punkter och har relativ vinkel
0 dédr. Enligt Schwarz existerar det en analytisk funktion som avbildar det 6vre halvplanet
bijektivt pa Qg. Funktionen dr bijektiv och analytisk - dirmed har funktionen en invers som
vi véljer att kalla p(z), som alltsd kommer att avbilda 2 bijektivt pa det évre halvplanet.
Speciellt sa avbildar p(z) de tre gransbagarna till o pa den utvidgade reella tallinjen R U co.
Vidare sa kan funktionen modifieras sa att de tre punkterna A, B och C' (dér cirkelbagarna
skérs) skickas till 0,1 och till co. Nésta steg &r att utveckla p(z) till hela D.

For att utveckla omradet € till hela C’ kommer €gs sidor reflekteras i C’ och detta
kommer upprepas successivt sa att en triangulering av C” erhalles. Lat omradena som bildas
av de forsta reflektionerna kallas for €1, och Q3. u(z) dr konstruerad sa att den endast
antar reella virden pa randen till ¢ och detta erbjuder mdojligheten att tillampa Schwarz
reflektionsprincip. Schwarz reflektionsprincip tillater oss nu att lata u(z) utvecklas analytiskt
till det nya omradet Q = QU Q; UQy U Q3 . Funktionen u(z) avbildar varje nytt omrade
; bijektivt och analytiskt pa det undre halvplanet - foljaktligen avbildas Q analytiskt pa
hela © dock &r p(z) nu flervird eftersom Q1,9 och Q3 vart och ett avbildas pa det undre
halvplanet av p(z). Eftersom spegling &r en konform avbildning sa kommer vinklarna att
bevaras, och cirkelbagarna som utgor grénserna for de nya omradena €2 o 3 &r alltsa vinkelrdta
mot enhetscirkeln i punkterna A, B och C. Vidare sa antar p(z) reella virden pa randen
till vart och ett av de nya omradena. Upprepa nu samma forfarande och reflektera €2 5 3 i
enhetscirkeln, de nya omraden som bildas kommer vart och ett att avbildas analytiskt pa
ohp av p med reella virden pa randen. Alltsa kommer hela C’ att fyllas sa sméningom; en

3Bevis gar att lidsa i exempelvis [13]

26



CI

Figur 2: Bild av hur enhetsskivan fylls ut genom reflektion. Varje par av moérka och ljusa
omraden avbildas pa C \ {0,1} av évertidckningsavbildningen.

triangulering av C’ fas. u &r alltsa analytiskt pa hela enhetsskivan och alla begrinsade virden
utom 0, 1 antas.

Det kommer att finnas ett z i vart och ett av de morka omradena som uppfyller u(z) =
¢ € ohp . Tva pa varandra efterféljande reflektioner kommer att avbilda z — Z med ( =
w(z) = p(fz). Alltsa dr p(z) invariant vid jimnt antal reflektioner av argumentet. Den till
p inversa funktionen v(w) = p~!(w) #r flerviird men till varje kurva som undviker {0, 1,00}
sa finns det en funktion (som alltsa &r ett element i p) som kan utvidgas analytiskt ldngs
kurvan. Speciellt &r v(w)s prinicpalvirden de som antas i tetragonen €y U$; inklusive randen
pa den 6vre halvan (det vill siga den slutna tetragonen ADBC minus kurvan ADB). Varje
par av skuggade och ljusa omraden utgor ett fundamentalt omrade (det vill séiga ett omrade
som avbildas pa hela C\ {0,1} .

Avslutningsvis vill vi upprepa att detaljerna i detta kapitel inte &r av enorm vikt nér det
kommer till att forsta Picard. Icke desto mindre &r det vissa saker som &dr viktiga att minnas
och det dr just att det finns en avbildning fran enhetsskivan, D till C \ {0,1} denna &r en
analytisk overtdckande avbildning vilket innebér att enhetsskivan alltsa ar en dvertdickande
mdangd. Detta gor att de villkor som stélls pa den ena funktionen da ett lyft genomfors &r
uppfyllda - och det &r detta som kommer att utnyttjas i beviset av Picard.

7.3 Icke-standardanalys och Picards stora sats

Innan vi kan introducera icke-standardformuleringen av Picards stora sats och Robinson-
Callots sats sa maste S-kontinuitet definieras. Vi tittar &ven pa hur S-kontinuitet hinger
samman med visentliga singulariteter vilket kommer visa sig viktigt for att forsta icke-
standardformuleringen av satsen. Satser, bevis och definitioner i detta avsnitt foljer i stora
drag tillviigagangsséttet 1 Dieners bok [2].

7.3.1 S-kontinuitet

Det &r en skillnad mellan vanlig kontinuitet och S-kontinuitet vilken forsdkes belysas i detta
avsnitt. Har presenteras forst de tva olika begreppens definitioner, dér vi ser att S-kontinuitet
innebér att en funktion &r kontinuerlig i icke-standardpunkter.

Definition 24. S-kontinuerlig. Lat E.FF C *C och f : E — F. f kallas S-kontinuerlig i
xo € E omm for alla x ~ xq sa gdller f(z) ~ f(xo).

Definitionen for vanlig kontinuitet lyder enligt féljande:

Definition 25. Kontinuerlig. Lat E,F C C och f : E — F. f kallas kontinuerlig i xg € E
omm for alla © ~ xo sa gdller f(x) ~ f(zg).
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En standardfunktion f dr kontinuerlig i standardpunkten zy omm f(z) ~ f(x) for alla
T ~ xg, dir x dr icke-standardpunkter runt zo. Funktionen #r da kontinuerlig i ett omrade
A till g om den i detta omrade dr kontinuerlig i varje standardpunkt.

En standardfunktion f &r likformigt kontinuerlig i A omm f(z) ~ f(y) for alla x ~ y dér
z,y € *A, vilket dr det samma som att sdga omm f &r S-kontinuerlig i varje punkt i *A.

Ta till exempel funktionen f(x) = % denna funktion #r kontinuerlig i alla punkter i (0,1)
men den &r inte S-kontinuerlig i detta intervall. Tag en infinitesimal punkt €, detta ger enligt
S-kontinuitet att f(€) ~ f(e1) om € ~ €1, men om €; = 2€ ~ € tas si far viatt 2 — 5 = L %0
vilket innebér att funktionen inte &r S-kontinuerlig i punkter infinitesimalt néra 0. Funktionen
véxer obegrinsat fort infinitesimalt néra 0, den &r fortfarande kontinuerlig ddr men inte S-
kontinuerlig.

Om f,z ar standard sa &ar f S-kontinuerlig i x omm f &r kontinuerlig i z. S& med stan-
dardvérda variabler och standardfunktionsvirden sa &r S-kontinuitet och kontinuitet samma
sak. Om vi har en standard funktion f pa en méingd *A om f istéllet &r S-kontinuerlig i varje
punkt i *A bade standard och icke-standard sa ar funktionen likformigt kontinuerlig dér.

7.3.2 S-kontinuitet och visentliga singulariteter

I icke-standardversionen av Picards sats blir kopplingen mellan vésentliga singulariteter och
S-kontinuitet viktig for att se hur denna version av satsen hénger ihop med standardformule-
ringen. Om f har en visentlig singularitet i zy sa dr funktionen inte S-kontinuerlig dér, detta
foljer av Casorati-Weierstrass sats som séger att i varje omrade till en vésentlig singularitet
sa kommer funktionen f godtyckligt ndra alla komplexa tal. Detta kan formuleras som, dér
U C C innehaller zg,

(Ve e R)(V6 e R)(Vw € C)(3z € U)(|z — 20l <O A |f(2) —w| <€)

vilket ger att z ~ 2o % f(2) ~ f(20). Detta visar att om en funktion har en vésentlig
singularitet i en punkt sa medfor detta att funktionen dér inte &r S-kontinuerlig dér.

Det motsatta ér inte nédvindigtvis sant, om man tittar pa exemplet fran tidigare sa ar
% analytisk 1 C \ 0 men funktionen &r som sagt inte S-kontinuerlig infinitesimalt néra origo,
trots detta har funktionen ingen vésentlig singularitet i C utan endast en pol i origo.

7.3.3 Robinson-Callot och Picards stora sats

Foljande satser innehaller en beskrivning av analytiska funktioner med ett icke-standard
synsitt. Robinson-Callot beskriver analytiska funktioner i omraden dér de dr begrénsade och
Picard beskriver hur en analytisk funktion beter sig kring en visentlig singularitet. Funk-
tionerna beter sig ungefir som man kan viinta sig: sa linge de dr analytiska (och dérmed
kontinuerliga) &r de riitt lugna och beter sig som forvintat, i fallet med en visentlig singu-
laritet & andra sidan beter de sig vildigt extremt - de kan i en odndligt liten omgivning till
singulariteten anta vilket komplext tal som helst som virde utom mdojligtvis ett.

Sats 22. Robinson-Callot. Lat f vara en analytisk funktion pa en mdngd som innehaller
xg och hal(xg), dir xzo och f(xg) dr begrinsade. Om f bara antar begrinsade véirden i halon
av xo sa existerar ett standard omrade V' av xg pa vilket:

1. f ar S-kontinuerlig
2. sh(f) dr analytisk
3. (sh(f))™ = sh(f™) dirn e N.

Bevis. Om f ér begriinsad och analytisk i hal(zg) sa dr enligt permanensprincipen, f analy-
tisk och begrinsad i ett standardomréade V' som innehaller hal(xg). Det récker att visa satsen
for punkter som ligger i det S-inre av V. Dér man med S-inre av V menar alla punkter x
sadana att om man tar en cirkelskiva med mittpunkt i  och en skattningsbar radie sa ligger
hela skivan i V.
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1. Tag tva punkter z; ~ zo i det S-inre av V, och en sluten kurva 7,(t) = 21 + pe’’ med
t € [0,27] och p skattbar sadan att kurvan ligger i V. Cauchys formel ger da

f_(zz dz = (21 — ZQ)/ Ldz.

, (z — 2z1)(z — 29)

fe - = [ Lao |

v BT z

Eftersom f endast antar begréinsade virden och z 2 z1,29 sa dr termen f% %dz
begrinsad. Eftersom z; ~ 25 sa ér hogerledet ~ 0.

2. Ta en sluten standardskiva D C V. sh(f) #r kontinuerlig eftersom f #r S-kontinuerlig.
Da har vi att f(z) = f(sh(z)) = sh(f(sh(z))) = sh(f(z)). Eftersom f &r analytisk har vi
Jop sh(f(2)) = [,p f(2) = 0, och déirmed &r &ven sh(f) analytisk i ett omrade som innehaller
hal(xg)

3. Med v, och z; definierade som ovan, sa ger Cauchys formel

(1)) = 5 [ S g L [ IO oo

= 9 _ 19 =95 _ 1
2mi ), (2 —21)"F 2mi J,, (2 —2)"F

Dirmed #r sh(f)™(z) = sh(f™(2)). O

Innan Picards sats bevisas tas forst Casorati-Weierstrass sats upp som &r en svagare
variant av icke-standard Picard, hir har man inte att f antar alla virden utom som mest en
del av halon till en punkt utan hir kommer funktionen endast godtyckligt nira varje virde
i C. Denna sats dr mycket enklare att bevisa, det som i huvudsak kriavs &r Robinson-Callots
sats, till skillnad fran Picards stora sats dir en hel del mer teori krévs.

Sats 23. Icke-standard Casorati Weierstrass. Antag att f inte dr S-kontinuerlig i xq.
Da gdller det att f(hal(xo) mdter halon av alla begrinsade punkter.

Bevis. Antag det motsatta att det existerar en punkt wg vars halo inte innehéller nagot
virde av f(hal(zp)). Da dr g(z) = m analytisk och begrinsad i hal(zg). S& enligt
Robinson-Callots sats géller att g dr S-kontinuerlig x; ~ z¢ = g(x1) ~ g(zp).

Dirmed dr g(z) antingen skattbar eller infinitesimal Vx € hal(xg). Eftersom f(x) =
wo + 1/g(x), sa har vi att om g(x) ar skattbart sa &r f(x) begrdnsad i hal(zg) och da &r
enligt Robinson-Callots sats f S-kontinuerlig i hal(xg) och ddrmed kontinuerlig i f(xq) vilket
ar en motségelse. Om g(x) &r infinitesimal i hal(xo) sa &r istéllet f(xo) obegrénsad vilket
ocksa dr en motségelse. O

Nedan foljer en sats som redan vid forsta anblick dr lik Picards stora sats pa standardsi-
dan, men vi pratar inte hir om att funktioner har en visentlig singularitet i en punkt zg utan
om huruvida de ar S-kontinuerlig dér. Till skillnad fran foregaende sats sa kriavs for att visa
att f(hal(xg)) faktiskt innehéaller alla begrénsad punkter forutom mojligen en del av halon
till en punkt att man kénner till att den analytiska dvertdckningsméngden av C\ {0,1} &r
enhetsskivan. Det &r via 6vertdckningsavbildningen som tillhér den ndmnda Gvertdcknings-
méngden som vi visar att f dr S-kontinuerlig i g om den undviker tva virden i C. Vi kommer
senare att forklara varfor satsen inte bara ser ut som Picard pa standardsidan utan faktiskt
ar en helt analog sats i icke-standardutférande.

Sats 24. Icke-standard Picard. Lat f vara en analytisk funktion pa en mdngd som inne-
haller hal(xy), dir xog och f(xg) dr begrinsade. Om f inte dr S-kontinuerlig i xq, sa gdller
att f(hal(xzg)) innehaller alla begrinsade komplexa tal forutom mdjligen en del av halon till
en punkt.

Bevis. Antag att a % b och att a,b € f(hal(zg)). Permanensprincipen ger att det finns ett
omrade V till zyp som innehaller hal(xo) och dir f inte dr antar a eller b. Lat
T:C—-C,z— 'z_a,

—a

och
g=Tof:V —=C\{0,1}.
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Om g(hal(xg)) helt ligger i hal(0) eller hal(1) sa dr g S-kontinuerlig i g, och da dr ocksa
f(xo) det. Eftersom f ér kontinuerlig och f(xz¢) dr begrinsad finns det x1 ~ x( sadant att
g(x1) &r begrinsat och g(z1) # 0, 1.

Nu anvénder vi resultatet om holomorfa évertickande méangder, lat D beteckna den 6ppna
enhetsskivan dvs. D = {€ € C : || < 1} vilket &r en dvertickande méingd av C\ {0,1} som
enligt definitionen har en tillhérande analytisk évertidckningsavbildning (standardavbildning).

IT: D— C\{0,1},

som é&r surjektiv och lokalt injektiv.

IT och ¢g har samma virdeméngd dirmed existerar ett standard & € D : II(§) =
sh(g(x1))). Eftersom II &r kontinuerlig och g(z1) # 0,1 sa géller det att TI(§1) = g(z1),
for nagot &y ~ &1 € D. Bendmn lyftet av g for G = I17! o g och 1at detta vara lyftet definierat
av G(x1) = & . G édr analytisk i ett omrade som innehaller hal(x1), begrinsad eftersom €| < 1
och dédrmed S-kontinuerlig i 1. &; &r en icke-standard punkt och G(x1) = II(&1), dérmed &r
IT S-kontinuerlig i &;.

Eftersom ITo G = g och g = T o f s& har vi att f = T~' oIl o G, detta ger att f ir
S-kontinuerlig i x1 och ddrmed &dven i xg, vilket &r en motséigelse.

Antagandet att f inte dr S-kontinuerlig i xg ger enligt ovanstaende att det inte finns tva
godtyckliga begrinsade vérden, a och b som uppfyller a % b, som f inte antar, sa antingen
antar f alla begridnsade virden eller alla forutom ett begréinsat vérde. O

De tva tidigare ndmnda satserna beskriver analytiska funktioners beteenden kring en
punkt zq i fallen da funktionen &r begriansad i en omgivning kring denna, respektive nir den
inte dr S-kontinuerlig men antar atminstone ett begréinsat virde i halon till zg.

Ett fall som inte tas upp hir (eftersom det antagits att funktionen avbildar xz pa ett
begrinsat viirde) #r att funktionen dr S-kontinuerlig och inte antar nagot begrinsat virde
i halon till zg. Detta innebér naturligtvis att funktionen har en pol i xy och dérmed gar
mot odndligheten i halon. Trots att en funktion far ivig mot odndligheten nira en pol sa
ar den trots allt mycket mer lik en analytisk funktion &n en funktion som har en vésentlig
singularitet. En funktion med en pol av ordning ng &r helt enkelt en analytisk funktion delat
med (z — 2z9)™ dér zp ér polen. Polen kan kancelleras genom att multiplicera med (z — 2z¢)™
och pa sa sitt erhalls en analytisk funktion.

Det sista fallet dr en icke-standardmotsvarighet till satsen om 6ppna avbildningar och
beskriver egenskaperna for en analytisk funktion som &r S-kontinuerlig i zg.

Sats 25. Icke-standardvarianten av satsen om Oppna avbildningar. Om f dr S-
kontinuerlig i xo och om sh(f) inte dr konstant sa gdller att f(hal(xzg)) = hal(f(x0)).

Som avslutning till detta avsnitt presenteras hér ytterligare ett exempel pa hur elegant
icke-standardanalysen kan tillimpas for att bevisa kéinda klassiska resultat. Vi har valt ett
kort bevis av Liouvilles sats.

Sats 26. Liouvilles sats. En begransad hel funktion dr konstant.

Bewvis. Lat f vara en hel begrinsad (standard) funktion. Ta sedan ett tal M € *Ry, och ansitt
funktionen g(z) = f(Mz), da &r g begrénsad och ddrmed &r dven dess derivata begrinsad i C.
Dess derivata ér ¢'(z) = M f/(Mz), eftersom ¢’ &r begréinsad sa antar f’ endast infinitesimala
virden. Men eftersom f' = sh(*f’), dvs antar standardviirden, si maste f/ = 0 i C och
dérmed &ar f konstant. O

7.4 Standardanalys och Picards stora sats

Beviset for icke-standard Picard har en motsvarighet pa standardsidan dir man istéllet for
Robinsons sats gar via Montels sats, och teori rérande normalfamiljer. Det &r detta bevis
och kringliggande teori som kommer behandlas i detta avsnitt. Satser, bevis och definitioner
i detta kapitel kommer om inte annat némns fran [7].

Forst har vi Riemanns sats om hévbar singularitet som anvéands i beviset. Antagandet
som vi utgar ifran ar att funktionen inte antar tva skilda virden och utifran det visas att
funktionen maste ha en hivbar singularitet, via denna sats sa ricker det med att visa att f
ar begrénsad i en omgivning kring singulariteten.
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Sats 27. Riemann hidvbar singularitet. Lat U C C, zo € U, och lat f : U\ {20} — C
vara en analytisk funktion. Da dr féljande pastaenden ekvivalenta:

1. f kan utvidgas till en analytisk funktion f: U — C.

2. f kan utvidgas till en kontinuerlig funktion f: U — C.
8. f dr begrinsad i en omgivning till zy.

4. lim,q(z — 20)f(2) = 0.

Bevis. (1) = (2) = (3) = (4) foljer av definitionerna av analytiska och kontinuerliga funk-
tioner. Vi visar sedan att (4) = (1), och da &r ekvivalensrelationen bevisad.
Utgédende fran (4) sa har vi att for alla n € N*

Res((z — 20)" f(2),20) = 1 lim (z — 20)" f(2)dz,

27 §—0+ |z—20|=06

dér denna integral kan uppskattas enligt féljande

! "f(z i’]‘( max |(z —z0)"f(z
ot [0S goms a2 5(2)

211 - 27 |z—20|=6

6 max |(z—z2)"f(2)| =0" max |(z—z)f(2)
|z—z0|=06 |z—z0|=6
dér lim, ,4(2z — 20) f(2) = 0. Eftersom residyn av (z — 2z9)" f(z) motsvaras av de negativa
koefficienterna i Laurent serien, sa dr dessa noll och f har en hidvbar singularitet i zg. O

Nedan foljer en sats som &r en svagare variant av Picards stora sats dér funktionen kommer
godtyckligt nara vilket komplext tal som helst i varje omgivning till en vasentlig singularitet,
beviset fér denna sats dr mycket lik det for icke-standardformuleringen av satsen.

Sats 28. Casorati-Weierstrass. Givet en analytisk funktion f med en visentlig singularitet
i zo sa finns det for alla € >0, § > 0 och ett komplext tal w ett tal z sadant att |z — zg| < ¢
och |f(z) —w| < €. Vilket med andra ord siger att f kommer godtyckligt nira vilket komplext
tal som helst i varje omrade till zg.

Bevis. Antag att f &r analytisk i V'\ {20} och att zo dr en viisentlig singularitet. Antag att
det finns ett tal b som f inte kommer godtyckligt néra. |f(z) — b| > € for alla z € V.

Da ar funktionen )

9(2) = 75—
=T
analytisk 1 V' \ {20} begrénsad av 1/e. Det existerar dirmed en analytisk fortséttning av g
till hela V' via Riemanns sats om hévbar singularitet.

for alla V' \ {z0}. Da finns tva mojligheter antingen lim,_, ., g(z) = 0 d& har f en pol i z,
eller sa dr gransvirdet nagot annat tal och da dr f begrinsad i zg. Bade mojligheter ger att
f inte har en vésentlig singularitet i 2. O

I beviset av Picards sats visas att f dr begrinsad pa randen till en omgivning kring z
via foljande sats vet man da ocksa att funktionen dr begrinsad i hela omgivningen. Denna
sats antar vi ldsaren dr bekant med sedan innan och bevisas inte hér.

Sats 29. Maximumprincipen. Lat U C C vara en begrinsad mdngd, och lat f vara en
kontinuerlig funktion pa U som dr analytisk pa U. Det storsta virdet av |f| pa U finns pa
ou.
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Ovanstaende satser kommer anvéindas for att visa att f maste ha en havbar singularitet
under antagandet att det finns tva skilda tal i C som f inte antar. For att na fram till den
punkt da dessa satser kan tillimpas sa gar vi hir via normalfamiljer. I beviset visas att f
tillhér en normalfamilj under det ndmnda antagandet och sedan anvénder man de egenskaper
som en normalfamilj av funktioner har for att visa att den &#r begrinsad. Vi borjar hir med
att definiera en normalfamilj, for att sedan narmare utforska dess egenskaper och villkor pa
familjen F som medf6r att den dr normal.

Definition 26. Normalfamilj. En familj F av analytiska funktioner som dr definierade pa
ett omrade U C C, sadana att f : U — Y, dir' Y C C, ddr varje sekvens av funktioner i
F innehaller en delsekvens som konvergerar likformigt till en analytisk funktion pa kompakta
delmdngder av X, (denna funktion far dven vara f = o).

Ett exempel pa en normalfamilj av funktioner fas om vi tar en funktion f som &r analy-
tisk och S-kontinuerlig pa U, tag sedan en funktionsserie av denna funktion definierad som
{fn(z) = f(z+2z/n)} P4 (z + z/n) € U for n = 1,2,3,.... Det existerar da delsekvenser
av denna serie som konvergerar likformigt mot f och vi har en normalfamilj av funktioner
Uz + 2/m)}.

Det foljande nya begreppet ekvikontinuitet och satsen av Arzela-Ascoli anvinds for att
bevisa Montels sats som vi behéver i beviset av Picards sats.

Definition 27. Ekvikontinuitet. En familj F sdgs vara ekvikontinuerlig i en punkt z om
for varje € > 0 sa existerar ett § (oberoende av n,z och z') sadant att | fn(2) — fn(2')| < € da
|z — 2'|§ for varje fn, € F.

Ekvikontinuiteten anvinds nu tillsammans med villkoret att funktionerna &r punktvis
begrinsade som ett tillrickligt krav for normalitet for en familj funktioner.

Sats 30. Arzela-Ascoli. Givet kompakta mdngder X, T C C och F en familj av kontinuer-
liga funktioner fran X tll'T antag att F dr punktvis begrinsad och lokalt ekvikontinuerlig da
ir F en normalfamilj pa X.

Bevis. Givet en serie funktioner { f,} C F sa maste hir visas att det existerar en delserie som
konvergerar likformigt pa varje kompakt delméngd av X . Definiera en tét delméngd till X som
{z},k=1,2,3,.... Tag en serie {f,(xo)}nen, denna serie &r begrinsad enligt antagandena
i satsen, dérmed finns det enligt Bolzano-Weierstrass sats en konvergent delserie dér index
varierar 6ver Ny C N. Denna delserie dr begrénsad i x1 och dérmed finns det ytterligare en
konvergent delserie definierad av Ny C Ng, fortsétter man pa samma sitt for alla k sa fas
en sekvens av oéndliga méangder Ny D N1 D N . ... Det finns ddrmed en konvergent delserie
for varje x 1 {xy }ren. Betrakta nu serien av strikt vixande naturliga tal {n;},en, dér n; &r
element ! i méngden N;. Den diagonala serien {f,, (zx)}ien konvergerar didrmed for varje
ke N.

Nu aterstar att visa likformig konvergens av denna serie pa kompakta delméngder av X.
Hér anvénder vi oss av ekvikontinuiteten, om vi tar K C X en kompakt delméngd och € > 0
sa har vi via ekvikontinuitet att det for alla a € K och alla n € N finns § > 0 sadant att

|fn(a) - fn(b)‘ <e€

da b e X och |a—0b| < 4, 1at D, beteckna den enhetsskiva med mittpunkt i @ och med tillho-

rande radie 0. Eftersom K &r kompakt sa finns det ett begrénsat antal punkter ay, ..., a,, € K
sadana att D, ,..., D,  ticker K. Eftersom {zj}ren dr en tit delméngd av X sa finns det
till varje j € 1,...,m ett tal ), € {2 }ren sadant att xx; € Dq,. { fn, (2)}ien konvergerar

och dr ddrmed en Cauchy foljd for alla j € {1,...,m}, det finns ddrmed ett Iy € N sadant
att | fn, (Tr,) = fr,(2r,)| < € for alla i,l > Iy och for alla j € {1,...,m}.

Om vi nu tar ett tal p, saidant att p € K sa existerar det ett 7 € {1,...,m} sadant att
p € Uy, . For i,l > Iy sa har vi da att

[fni() = fas (D)l < 1 i () = Fs ()| + [ i (@) = Foui ()| 4 [y (25) = S ()]
< €/3,
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vilket innebér att { fy,, }1en konvergerar likformigt pa K. Dérmed existerar delserier av F som
konvergerar likformigt pa kompakta delméingder av X.
O

Montels sats ger ett tillrackligt villkor pa en familj av analytiska funktioner for att denna
ska vara normal. Detta kan jimféras med Robinsons sats som séger att om f &r analytisk
och begrinsad i ett omrade sa &r f S-kontinuerlig didr. Denna sats anviinds alltsa for att
klassificera funktionsfamiljer som normala.

Sats 31. Montel. Om F dr en lokalt begrinsad familj av analytiska funktioner pa en mdngd
Q sa dr F en normalfamilj i §2.

Bevis. Givet forutsidttningarna i satsen sa visas att F maste vara ekvikontinuerlig och darmed
via Arzela-Ascolis sats en normalfamilj.

Tag zp € €2 och vilj ett € > 0. Eftersom F &r lokalt begrdnsad sa existerar en konstant
M > 0 och r > 0 dér D(zp,r) C Q sadana att |f(z)] < M for alla z € D(z0,2r) och f € F.
Cauchys formel ger for alla f € F och z,w € D(z,2r)

— f(w))2m = & — &
(f(Z) f( ))2 -/8D(ZO72T) C - ZdC /8D(z0727") C - wdc
o £(<)
ST A = =

Om vi sedan begrinsar z,w € D(zo,r) sa giller det att |(¢ — 2)({ — w)| > r%.

2r||fH8D 20,27 2M
|f(2) = f(w)] < |Z_w|$ < |z—w|7

Vi soker nu ett d sa att denna olikhet géller for alla € i ett omrade kring zp. Om vi nu véljer
0 = min{r, 37}
£ (2) = f(w)| < €eVzw e D(z0,0)

O

Innan vi kan bevisa Fundamentala normalitets testet sa behdver vi en till sats som nog
inte alla lisare dr bekanta med, denna sats bevisas dock inte hir 4.

Sats 32. Hurwitz. Lat {f,} vara en serie analytiska funktioner pda en sammanhingande
oppen mdngd Q) som konvergerar likformigt pa kompakta delmdngder av Q) till en icke-konstant
analytisk funktion f(z). Om f(z0) = 0 for nagot zg € Q sa gdller for alla r > 0 tillrdckligt
sma att det finns ett N som beror pa r sadant att for alla n > N sd har fn,(z) samma antal
nollstéllen i D(zp,7) som f(z).

Nu kommer vi till en sats som tar oss ett stort steg ndrmare resultatet i Picards stora
sats, denna sats karaktériserar analytiska funktionsfamiljer for vilka det existerar tva olika
véarden i C som funktionerna inte antar pa ett omrade €2 C C.

Sats 33. Fundamentala normalitets testet. Lat F vara en familj av analytiska funktioner
definierad pa en mingd Q C C. Om det finns tva komplexa virden a och b som varje f € F
inte antar sa dar F en normalfamilj pa €.

Bewis. Det réicker att anta att @ = 0 och b = 1 ty detta kan uppnas med en linjér avbildning.
Vi kan anta att € dr enhetsskivan dvs att |z| < 1 eftersom normalitet &r en lokal egenskap. Vi
antar alltsa att

f:D—C\{0,1}.

Elliptiska modulérfunktionen &r en Gvertidckningsavbildning av C\ {0,1} fran D dérmed
kan vi definiera en begrénsad funktion f som beror pa f € F, det faktum att denna funktion
dr begridnsad anvinds sedan i kombination med Montels sats for att visa att serier av f

4Se [7] for bevis.
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konvergerar mot en begridnsad analytisk funktion och utifran detta visas det att dven f
maste vara begrinsad om den undviker tva viirden a och b.

Lat TI(¢) = w vara elliptiska moduldrfunktionen och ta ett zg € Q. For ett godtyckligt
f € F sa villjes den enkelviirda analytiska grenen av v(w) = I (w) for vilken v(f(29)) ér
principalvirdet, da kan v(f(z)) definieras entydigt i ett omrade kring zo. Dédrmed kan v(f(z))
ges en analytisk fortsittning i hela  enligt sats (19), kan en enkelviird analytisk funktion
definieras som f(z) = v(f(z)), denna funktion uppfyller |f(z)| < 1, for z € Q och f € F.
Lat {fn} C F vara en godtycklig serie i F och lit a € C vara en hopningspunkt till serien
{fn(z0)}. Beroende pa viirdet av detta « sa betraktar vi fyra olika fall.

1. a#0,1,00

Lat {fn} C {fn} sadan att {f/(z0)} = a da n’ — co. Eftersom f #r begriinsad s& ger
Montels sats att {f, } har en delserie {f,, } som konvergerar likformigt pa kompakta
delméingder av 2 mot en analytisk funktion F'(z) och |F(z)| < 1 enligt ovan. Om likhet
gilller dvs. |F(z)| = 1 sa innebér det att |f,, (z)| = 1 dd k — oo men detta sker endast
om fy,, — 0,1 och oo, sa vi har alltsé en strikt olikhet |F'(z)| < 11 Q. Givet en godtycklig
kompakt méngd K C Q och en begrinsad konstant m sa har vi |F(z)] <m < 1 pa K.
Likformig konvergens ger att det finns m’ sadant att |f,, ()] < m’ < 1,z € K for alla k
tillréickligt stora. u(¢) dr analytisk i D och dédrmed likformigt begriansad i [(| < m/ < 1,
ta M sadant att |u(¢)| < M. Da géller for tillriackligt stora k och z € K att |fn, (2)] =
le(v(fn, (2))] < M, sa {fn,} & begransad pa K dvs. kompakta delméngder av (.
Dérmed har {f,, } en delsekvens som konvergerar likformigt pa kompakta delméngder
till en analytisk funktion.

2. a=1
Lat {fw} C {fn} sadan att f./(z0) — 1 da n’ — oo och definiera g, (z) = \/ fu (2)
sadan att lim,/ o0 gns(20) = —1. D& &r g,,» déir n’ = 1,2, 3, ... analytiska i Q och antar

inte virdena 0 och 1. Enligt 1 sa finns det {g,, } C {gn'} som konvergerar likformigt
pa kompakta delméngder av € till en analytisk funktion och da gor dven {g2, } det.

3. a=0

Vélj en delserie {f, } C {fn} sadan att f,/(20) — 0 da n’ — oo och definiera g,/ (z) =
1— fo(2), n/ = 1,2,3,... da dr funktionerna g, (z) analytiska och lim, o g = 1
och ddrmed hamnar detta fall under 2. Via del 2 sa konvergerar delserier av {g,/(z)}
likformigt pa kompakta delméngder av  och da géller det &ven for den ursprungliga
funktionsserien { f,}.

4. o= 00

Vilj en delserie {f,/} C {f.} sadan att f,/(20) = oo da n’ — co. Ansétt funktionerna
gn(2) = 1/ fn(2), n/ = 1,2,3,..., dessa #r analytiska i € och undivker 0 och 1, med
lim,/ oo gnr = 0 och faller in under fall (3). Dérmed konvergerar en delserie till en
analytisk funktion g som har vérdet g(zp) = 0, men eftersom funktionerna g, inte har
nagra nollstéllen 1 Q s& ger Hurwitz sats att g inte heller har det eller sa &r g konstant,
s& g =01 Q och ddrmed f,,, — oo likformigt(oberoende av z) pa kompakta delméngder
av €.

O

Foljande bevis av Picards sats gar via normalfamiljer och foljer samma vig som om
man gar via Robinsons sats pa icke-standardsidan. Beviset bygger i stort pa fundamentala
normalitets testet, som i sin tur bygger pa Montels sats. Den vig vi gatt i detta kapitel har
latit oss na fram till fundamentala normalitets testet vilken nu kan ta oss igenom beviset av
Picards stora sats.

Sats 34. Picards stora sats. f(z) dr analytisk i ett omrade K, = {z: 0 < |z — 2| < p}
och zy dr en isolerad visentlig singularitet till f(z). Da gdller det att f(z) antar alla virden
forutom som mest ett i K,.
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Bevis. Vi antar att f dr analytisk i ett omrade D = {z € C: |z| < R} och att zp = 0, detta
antagande ger inga inskridnkningar utan kan astadkommas via en affin avbildning.

Vi antar att f: D — C\ {a,b} dvs. att det existerar tva skilda virden {a,b} som f inte
antar i D, vi vill da visa att detta antagande leder till att f har en havbar singularitet eller
en pol i zg.

Familjen av funktioner F definierade som

o= f(=

o) =123

dr analytisk i annulusen A = {£ < |z| < R} och funktionerna antar inte a eller b dér. Dér-
med #r via fundamentala normalitets testet (sats (33)) F en normalfamilj pa A. Normaliteten
innebér att det pa kompakta delméngder existerar en delserie som konvergerar likformigt.
Méngden {|z| = r : £ < r < R} &r kompakt och pa denna existerar en likformigt konver-
gent serie {f,, }, 1at F(z) antingen vara den analytiska funktion eller F(z) = oo som serien
konvergerar mot i A.

Om F(z) dr en analytisk funktion pa A sa innebér det att den &r begrinsad pa den
kompakta méngden {|z| = r : & < r < R} och ddrmed &r {f,,} likformigt begréinsad dir.
Dérmed har vi att

|[fr, ()| <M, |z =1, n=1,2,3, ...

och da foljer det att

l[f(z)]| < M, |z| = n=1,23,..

r
27k7
vilket innebér att f &r begridnsad pa en serie cirklar centrerade runt origo vars radie gar
mot 0. Maximumprincipen ger att det storsta virdet antas pa randen till ett omrade, vilket
innebér att f dr begrénsad i annulusarna som tva foljande cirklarna definierar. Detta medfor
att vi har foljande resultat

FEI <M 0< |2 < 5 n=1,2.3,..

vilket via Riemanns sats om hivbar singularitet (sats (27)) ger att f har en havbar singularitet
i 0, vilket &r en motségelse.

Om vi istédllet antar att F'(z) = oo, sa kommer 7 L

n —a@

konvergera likformigt mot 0 pa

kompakta delméngder av A. Som ovan drar vi da slutsatsen att funktionen f(ziﬁfa Ar begran-
sad i ett omrade till origo och dérav foljer det att f(z) har en hivbar singularitet dér, &ven
i detta fall sa fas en motséigelse. O

7.5 Jamforelse mellan icke-standard och standard Picards stora sats

Detta avsnitt beror likheter savil som betydande skillnader mellan Picards stora sats och
tillhérande bevis av satsen pa icke-standard och standardsidan.

Vi har alltsa tva satser med likartade resultat som antar att en analytisk funktion har en
visentlig singularitet i en punkt respektive att funktionen &r begridnsad i en punkt och inte
S-kontinuerlig dér. Dessa bada antaganden visar sig vara ekvivalenta. Att en funktion inte &r
S-kontinuerlig i en punkt maste i sig inte innebéra att den har en vésentlig singularitet dér.
Ar diremot funktionen dessutom begriinsad i en punkt i halon sa kan funktionen inte ha en
pol dér, ty i en infinitesimal omgivning till en pol kommer funktionen att anta oéndligt stora
vérden.

Om en funktion har en vésentlig singularitet sa dr den ej S-kontinuerlig dér och det finns
begriansad varden i halon till den vésentliga singulariteten detta innebéar att om villkoren i
standard Picards sats ar uppfyllda sa dr de dven det i icke-standardversionen.

I beviset av Picards stora sats sa ansétter man pa standardsidan serier av funktioner
medan man med icke-standardmetodik kan titta direkt pa funktionen och dess direkta egen-
skaper. For att ndrmare forsta hur funktionsserierna &r relaterade till icke-standardsidan sa
tittar vi hir ndrmare pa sambandet mellan likformig konvergens av en funktionsserie och
S-kontinuitet av den funktion som man kan bygga en sadan serie utav.
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Sats 35. Likformig konvergens av en funktionsserie. {f, : n € N} konvergerar likfor-
migt till funktionen f : A — C, A C C omm for varje z € *A och varje n € *N\ N sa dar

fa(2) = f(2). 3]

Hiir foljer ett enkelt exempel for att belysa sambandet mellan S-kontinuitet och ovansta-
ende sats (35). Givet f analytisk och begrdnsad i V, ansitt funktionen f,(z) = f(z + 2),
{fnln € N} utgor da en familj av funktioner. Fér n € *N* \ N sa ér £ ~ 0 givet att denna
familj dr normal sa dr f(z + Z) ~ f(z) detta ger att f dr S-kontinuerlig. Om vi istéllet
ansitter samma funktionsserie som ovan och antar att f #r S-kontinuerlig sa fas att familjen
som serien utgor dr normal.

I standardframstéllningen sa anvinds begreppet ekvikontinuitet som ett verktyg for att
bevisa Montels sats. Detta begrepp och Arzela-Ascolis sats gor att det riacker att visa att
funktionsfamiljen dr ekvikontinuerlig for att na slutsatsen att den maste vara en normalfamilj.
Det finns ett tydligt samband mellan S-kontinuitet och ekvikontinuitet som berorts tidigare
men hér formulerar vi detta formellt i en sats enligt [8].

Sats 36. S-kontinuitet och ekvikontinuitet. Familjen F = {f,},n = 1,2,3... dr ekvi-
kontinuerlig pa Q omm f, dr S-kontinuerlig pd *Q for varje n € *N*T.

Bevis. Antag att {f,} #r ekvikontinuerlig pa Q och tag ett godtyckligt e > 0, da existerar
0 > 0 sadant att

(Vn e NT)(Vp,g € Q)(lp— gl <6 = [fu(p) — fu(9)] < €).

Anvinds transfer pa denna formel sa fas att (|p — ¢| < 6 = |fn(p) — fu(q)] <€) for p,qg € *Q
och alla n € *N*. Eftersom € ér godtyckligt litet sa géller det att p ~ g = fn(p) = fn(q). fn
dr ddrmed S-kontinuerlig om {f,} dr ekvikontinuerlig. Antages istéillet att alla funktioner i
familjen { f,,} dr S-kontinuerliga i *€2 sa har vi via transfer att familjen &r ekvikontinuerlig. [J

Sats 36 och foljande sats om kontinuerlig skugga kan tillsammans anviindas for att bevisa
Arzela-Ascoli, dessa kan ses som en icke-standardmotsvarighet till denna sats. Vart att notera
ar att dessa satser inte behovdes for beviset pa icke-standardsidan.

Sats 37. Kontinuerlig skugga. Lat X C C vara en kompakt mdingd. Lat f vara en S-
kontinuerlig funktion pa *X och lat f(p) vara begrinsad for alla p € X. Lat F(p) = sh(f(p))
for alla p € X. Dd dr F kontinuerlig pa X och F(p) ~ f(p) for allap € *X. [§]

Sambandet mellan sats 36, 37 och Arzela-Ascoli kan tydligt ses om man ser pa foljande
icke-standardbevis av Arzela-Ascoli som helt bygger pa dessa tva satser.

Icke-standardbeviset av Arzela-Ascoli [8]: Lat {fn}nen vara en ekvikontinuerlig familj,
ta m € *N '\ N. Enligt ekvikontinuitets satsen (sats 36) sa har vi att f,, dr S-kontinuerlig,
F(p) = sh(fm(p)) for alla p € X. Vi har dérmed for m,k € N* att

(3¢ € "N)(¢ > m)(Va € "X(|F(z) — fo(x)| < 1/F)).

Transfer av detta ger sedan att om vi later ¢ : N2 — N, g(m,k) > m och siitter ng = 1,
ni+1 = q(ni, 1+ 1). Sa far vi en strikt véixande serie tal {n;};en och |F(x) — fn, (z)| < 1/i for
i > 1. Darmed konvergerar denna delserie likformigt mot F' pa X och Arzela-Ascolis sats &r
dérmed bevisad med icke-standardmetodik.

Istédllet for att titta pa serier av funktioner sa tittar man pa icke-standardsidan pa en
unik funktion och dess kontinuerliga skugga. Den egenskap som i sammanhanget blir viktig
pa icke-standardsidan for att beskriva funktioner &r S-kontinuiteten.

Arzela-Ascoli ger att en ekvikontinuerlig sekvens av funktioner dr en normalfamilj. Vi ser
pa sa siitt likheten mellan S-kontinuitet och normalfamiljer. Denna koppling gor att vi ser att
Montel och Robinsons sats &r varandras motsvarighet pa standard och icke-standardsidan.
Om en analytisk funktion f &r begrinsad pa ett omrade sa dr den S-kontinuerlig dér, och
om en analytisk funktionsserie dr begrinsad sa utgdr den en normalfamilj. Bada satserna
utnyttjar det faktum att f ar begridnsad och analytisk for att siga nagot om dess normalitet.
Som vi sdg ovan om vi ansétter en funktionsserie av f,(z) = f(z+ z/n) sa far vi att om f &r
begrinsad och analytisk sa dr den S-kontinuerlig och dess serie { f,,} utgér en normalfamilj.

36



I beviset av Picards sats sa visar man att om en analytisk funktion f inte antar tva
varden a,b sa dr f S-kontinuerlig detta dr analogt med satsen om fundamentala normalitets
testet, men beviset och resultatet i den satsen ingar alltsa i icke-standardversion av beviset
av Picards sats. I bada fallen anvinder vi oss av ett lyft under antagandet att funktionen
f undviker tva vérden, detta lyft gor att vi lyckas visa att f maste vara begrinsad med
skillnaden att vi i standardfallet ansétter en funktionsserie utgaende fran f. Resultatet att f
ar begrinsad ger sedan den motséigelse som gor att Picards sats dr bevisad.

Med hjilp av icke-standardanalys har vi fatt ett nytt sitt att se pa analytiska funktioner,
detta kan sammanfattas i en sammanséttning av tidigare nimnda satser namligen Robinson-
Callots sats [2].

Sats 38. Robinson-Callot. Lat f vara en analytisk funktion pa en mdngd som innehaller
2o och hal(xg), dir xo och f(xo) dr begrinsade.

1. Om f bara antar begrdnsade virden i halon av xg sa existerar ett standardomgivning V.
av xo pa vilken:

(a) f dr S-kontinuerlig
(b) sh(f) dr analytisk
(c) (sh(f)™ = sh(f™) dirn € N.

2. Om f dr S-kontinuerlig i xo och om sh(f) inte dr konstant sa gdiller att f(hal(xo)) =
hal(f (o))

3. Om finte dr S-kontinuerlig i xo, sa gdller att f(hal(xg)) innehdller alla begrinsade
kompleza tal forutom mdajligen en del av halon till en punkt.

Denna sats ger en beskrivning av hur en analytisk funktion beter sig i en given punkt och
dess halo, den dr antingen helt oregelbunden eller helt regelbunden. Satsen sammanfattar en
del av teorin kring analytiska funktioner och beskriver hur dessa beter sig pa ett sidtt som
det inte finns nagon direkt motsvarighet till pa standardsidan.

7.6 Slutsats

Robinsons sats visade sig motsvara teorin om normala familjer. Att bevisa Picards sats blir
liattare med hjilp av icke-standardanalys, tack vare att man kan se pa funktionen direkt och
att man inte behover ansidtta funktionsserier for att kunna siga nagot om hur funktionen
beter sig. Sammanfattningsvis kan vi alltsa konstatera att Picards sats pa standard- och icke-
standardsidan &r ekvivalenta. Icke-standardforfarandet tycks ldmpa sig béttre for att bevisa
Picards sats och detta motiveras frimst av att det &r enklare att forsta beviset, beviset
blir kortare och det &r enklare att se samband mellan andra delar av teorin fér analytiska
funktioner.

Nu &r det inte sa att det alltid 16nar sig att tillimpa ett icke-standardférfarande, men i
vissa fall har det visat sig mycket kraftfullt (av bland annat de anledningar som ndmnts hér).
Forfattarna vill da poéngtera att naturligtvis handlar inte icke-standardanalys om att vélja
sida, eller att helt 6verge de vilkdnda metoderna - utan icke-standardanalysen bor snarare
ses som ett verktyg, ett verktyg som kan vara mycket anvindbart om det anvinds pa ritt
satt.

8 Exempel 2: Finansiell matematik

Icke-standardanalys har anvints framgangsrikt inom matematisk statistik och i den andra
férdjupningen studerar vi grundldggande tillimpningar inom finansiell matematik.
Finansiell matematik handlar till stor del om att modellera virdet pa finansiella tillgangar
samt prissitta derivat pa dessa. Mycket av teorin kretsar kring hur man finner en teoretisk
kurs for optioner pa aktier, vilket dr ett fundamentalt fall.
Black och Scholes (1973) [19] var forst med att publicera en formel fér virdering av op-
tioner. Deras arbete ansags vara banbrytande och ett stort genombrott inom féltet. Cox,
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Ross och Rubinstein (1979) [18] anvinde ett annat tillvigagangssiitt och presenterade den
sa kallade binomialmodellen. Skillnaden mellan Black-Scholes modell och binomialmodellen
bestar framst i att den forstndmnda &r kontinuerlig medan den sistndmnda ér diskret. Bi-
nomialmodellen belyser tydligare de ekonomiska principerna och &r enklare att ta till sig.
For att kunna anvindas maste dock antalet tidsperioder i den diskreta prisformeln ga mot
oandligheten varpa den sammanfaller med Black-Scholes formel.

Vi vill med icke-standardanalys visa hur lika och téatt sammankopplade modellerna egent-
ligen &r. Inom ramen for den hér férdjupningen kommer vi att introducera binomialmodellen
for att sedan skapa den hyperfinita binomialmodellen. I samband med det kommer nya be-
grepp inom icke-standardanalysen sasom interna mingder och Loeb-rum att presenteras. I
slutdndan vill vi visa att den hyperfinita binomialmodellen rymmer prisformeln fér bade
binomialmodellen och Black-Scholes modell.

8.1 Introduktion till finans

Forst och framst skall vi nu introducera Cox, Ross och Rubinsteins binomialmodell [18]
och tillhérande ekonomiska begrepp. Notera att vi inledningsvis anvénder begrénsat med
matematik och istéllet tydliggoér principerna for att senare definiera begreppen pa ett mer
precist sétt.

Binomialmodellen &r som ndmnt en diskret modell for prissdttning av optioner. Den byg-
ger pa ett antal antaganden om en finansiell marknad dér tre typer av instrument existerar.
Dessa ar obligationer, aktier och optioner.

8.1.1 Instrument och antaganden

Obligationer stélls ut av bland annat stater och foretag som ett medel for att lana pengar.
Ko6paren av en obligation far réitten att vid ett senare tillfdlle T 16sa in obligationen i utbyte
mot pengarna han lanat ut plus en rénta. Obligationens virde B som en funktion av tiden
kan skrivas som

B(t+1)=rB(t),t=0,1,...,T -1 (26)

dér r &r réntan per tidsenhet och antas vara konstant. B(0) dr foljaktligen den summa som
obligationen stélls ut for.

Aktier hanteras i modellen som stokastiska processer och vérdet vid tiden ¢ betecknas i
modellen S(t). En akties vérde kan skrivas som

S(t+1):Xt+1S(t)7t:O71u7T_1 (27)

dir X1, Xo, ..., X7 dr oberoende och likaférdelade slumpvariabler som féljer en bernoullifor-
delning dér utfallen &r de reella talen u och d déir u > d. Vi har

q = P[X; = ]

Foéréandringen i aktiens viirde mellan S(t) och S(t 4 1) kan grafiskt representeras som

/ wS(t) med sannolikhet ¢
\ dS(t) med sannolikhet 1 — ¢

En option &r ett finansiellt derivat. Det finns olika typer av optioner och vi intresserar oss
hiir for en europeisk képoption med en aktie som underliggande tillgang. Agaren av en sadan
option har ritten men inte skyldigheten att vid en framtida tidpunkt ("lsendagen”) képa
aktien till ett férutbestdmt pris ("losenpriset”) oberoende av vad aktiekursen da star i. Det
finns ocksa séljoptioner, som ger ritten att sélja aktien. Optioner kan vara amerikanska vilka
skiljer sig fran europeiska genom att dgaren har réitt att 16sa in optionen nér som helst fram

S(t)
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till och med den férutbestimda tidpunkten istéllet for enbart vid tidpunkten. Hadanefter sa
antas optionen alltid vara europeisk.

En képoption betecknas ¢ efter engelskans "call” och har fyra parametrar c(¢, T, S(t), K)
dér ¢t dr nuvarande tid, T losendagen, S(t) aktiens pris vid ¢ och K l6senpriset. Ofta anges
bara en parameter, tiden. En képoptions utbetalningsfunktion (viirdet pa slutdagen) ér

e(T) = max(0,S(T) — K) = (S(T) — K)*

Om aktiens pris pa slutdagen dr hogre dn losenpriset, sa kommer dgaren av optionen att 16sa
in sin option mot ritten att kopa en aktie for 16senpriset och han tjdnar da mellanskillnaden
mot vad kdpet annars hade kostat. Ar priset déremot ligre, sa viljer han att inte l6sa in sin
option. En options virde pa lésendagen &r alltid ként, och férdndringen i virde mellan T — 1
och T kan illustreras som

(uS(T — 1) — K)™ med sannolikhet ¢

c(T-1)

/\

(dS(T — 1) — K)* med sannolikhet 1 — ¢

Fragan som binomialmodellen sa vil som Black-Scholes modell forscker besvara ér vad
vardet vid andra tidpunkter &n T &r. Intuitivt kan man tycka att en sadan prissdttning borde
vara beroende av en méngd parametrar sasom till exempel aktiernas sannolikhetsfordelning
och investerarnas riskvillighet. Den mojligtvis viktigaste insikten i finansiell matematik ar
att det inte kriavs nagon sadan information, givet nagra troliga antaganden om marknaden.

Definition 28. Antaganden om marknaden.
I: Aktiepriset S(t) dr en binomialprocess.

II:  Rdntan dr konstant. Man kan lana och lana ut obegrinsade summor pa denna rdn-
tenivd.

III: Marknaden dr avgiftsfri. Inga skatter, courtage eller likvardigt existerar.

IV: Det dr tillatet att dga brakdelar av aktier och det dr dven tillatet att lana ut aktier
(dga ett negativt antal aktier).

V: Marknaden dr arbitragefri, det gar inte att gora riskfria vinster.

Vad det innebér att marknaden &r arbitragefri kommer senare att definieras precist, men
inneborden &r att inga strategier pa marknaden existerar sa att riskfria vinster kan erhallas.
En foljd av detta antagande &r till exempel att u > r > d.

Sats 39. [ en arbitragefri marknad sa gdller att u > r > d.

Bevis. Antag att r < d. Om man da stiiller ut obligationer (lanar pengar) och képer aktier
for de pengar det inbringar sa har man en portfolj bestaende av en skuld och aktier dér
aktiernas varde motsvarar skulden.

S(0) — B(0) =0

Skulden skall betalas med réntan r efter en tidsperiod och aktiens vérde kan da antingen ha
utvecklats till wS(0) eller dS(0). Men om r < d betyder det att portfoljens virde efter en
tidsperiod da aktien gatt daligt &r

dS(0) — rB(0) > 0

Alltsa finns mojlighet till en riskfri vinst och pastaendet dr bevisat for den ena olikheten.
Pa samma sitt visar man att u > r genom att skapa en portfolj dir man gar kort i aktier
("blankar”) och koper obligationer. O
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Innan modellens 16sning pa problemet presenteras sa foljer hir ett exempel pa varfor
prisséttning av optioner &r ett i praktiken relevant problem.

Exempel 3. FEtt skeppsvarv i Gioteborg har fatt i uppdrag att bygga en stor och dyr bat dat en
kund i Amerika. Efter att bestdillningen bekrdftats och priset bestimts sa kommer bygget att
paga i ett ar men betalningen sker vid leverans och i dollar. Eftersom baten byggs i Sverige
sa dr alla utgifter i kronor. Det hdr gor varvets finanschef orolig, for han tror att dollarn
kommer att sjunka i virde gentemot kronan under aret. Om priset ndr det sattes innebar en
vinstmarginal pa 30% efter att betalningen vizlats till kronor sa skulle en nedgdng i dollar-
kursen med lika mycket innebdra att hela vinsten raderades ut. Finanschefen gar darfor till
banken och fragar om de kan stdlla ut sdljoptioner pa dollarkursen, en sa kallad valutaforsik-
ring. Genom sdiljoptionerna kan skeppsvarvet fa mdjligheten att vizla sin betalning i dollar
till kronor om ett ar till samma vizelkurs som ndr kontraktet slots. Pa sa sdtt kan man utan
risk bibehalla vinstmarginalen pa minst 30% minus kostnaden for optionerna. Hur mycket
skall banken ta betalt for att stilla ut optionerna at skeppsvarvet?

Ovanstaende &r en situation dér optioner kommer till anvindning men om inte féretaget
vill ta risken, varfor skulle banken gora det? Banken maste pa nagot sétt eliminera risken.
Innan Black och Scholes presenterade sin modell hade man ingen kunskap om vilket pris
pa optionerna som kriavdes for att risken skulle kunna elimineras. Sedan 1973 har banken
kunnat anvidnda sig av deras formel for att bestdmma vilket pris optionerna skall séljas for
nér de stélls ut. Det dr inte nagon storre skillnad mellan att virdera optioner pa aktier och
valutor men lat oss for framstillningens skull aterga till optioner pa aktier, dir blir priset
vid tidpunkten for utstiillandet enligt Black-Scholes formel

c(0,5(0), K,T) = (28)
S(0)®(dy) — Ke "Td(dy)

_ Q)+ )T
dy = =B

n(5O)) 4 (poo?
dy = WEE LT gy — 6T

dér o ar aktiens volatilitet och kan uppskattas fran historisk data.
Binomialmodellen beskriver precis som Black-Scholes modell hur banken kan eliminera
sin risk och vilket pris pa optionerna ett sadant forfarande leder till.

8.1.2 Binomialmodellen

Idén med binomialmodellen &r att den som stéller ut optionerna, till exempel en bank, samti-
digt koper en portfolj med aktier och obligationer som motsvarar virdet pa optionen oavsett
utfall. Vi borjar med att visa hur resultatet av en sadan strategi blir fér en tidsperiod, T' =1,
for att sedan utvidga den till fler perioder. Man vill skapa en portfolj som vid t = 0 &r lika
mycket vird som optionen

¢(0) = 65(0) + 61 B(0)

for nagra 6y och 6, som &r antalet aktier respektive obligationer. Optionens utbetalning vid
T &ar kénd enligt tidigare. Portfoljens virde efter en period ér pa samma sétt

/ 00S(0)u + 61 B(0)r med sannolikhet g
\ 605(0)d + 61 B(0)r med sannolikhet 1 — ¢

Om optionens virde och portfoljens virde skall Gverensstimma maste alltsa féljande ek-
vationssystem losas

805(0) + 6, B(0)

00S(0)u + 0, B(0)r = ¢,
00S(0)d + 6, B(0)r = cq

40



Dér ¢, och ¢4 ar optionens utbetalning vid uppgang respektive nedgang. Detta ger

Cy — Cq
bo = S(0)(u — d)
6, = ucqg — dey,
rB(0)(u —d)

Om optionen inte prissitts efter en portfolj konstruerad pa detta sétt uppstar arbitrage-
mojligheter. Om optionen skulle ha ett ldgre virde dn portféljen sa skulle en handlare kunna
sélja portfoljen och kdpa optionen. Virdet pa en korrekt prissatt option 6ver en period &r
dérfor

Cu — Cqd  Ucqg — dcy

(0, 5(0), K. 1) = 00S(0) + 61B(0) = —* + To—

vilket ocksa kan skrivas

¢(0, 5(0), K, 1) = 2ot (i — p)ca (29)
dar
_r—d
p= u—d

I binomialmodellen med en period kan en options virde alltsa berdknas enligt (29) som &r
en funktion av ¢y, ¢g, 7, u och d. Nista steg dr att anvéinda den héir metoden pa ett sadant
sitt att den fungerar for godtyckligt manga tidsperioder. Vi har visat hur man kan vérdera
optionen en period fore slutdag tack vare kunskap om virdet pa slutdagen (¢, och ¢4). Pa
precis samma sétt som virdet pa optionen vid T'— 1 kan avgoras néir viardet pa T ar kdnt sa
kan virdet pa T — 2 avgoras nir virdet pa T — 1 ar kidnt. Genom att upprepa ovanstaende
forfarande kan man genom rekursion vérdera en option vid valfri tidpunkt. Man finner att
16sningen for n perioder blir

(0.5(0), K.m) = -3 (?)pﬁ'u I d8(0) - K)* (30)
j=0

vilket 16ser problemet om hur en option bor vérderas i en diskret modell.

Med (30) kan problemet i exempel 3 hanteras. Lat oss tinka pa den underliggande till-
gangen som en aktie och inte en valutakurs. Man kan anta att skeppsvarvet inte kommer
att handla med optionerna vid nagot annat tillfalle &n slutdagen, vilket gor att man kan se
pa situationen som att optionerna stélls ut enligt en binomialmodell med T' = 1. Banken
anvinder (30) for att rikna ut hur mycket en option bor kosta (eller i vart enkla fall, (29))
och séljer den till skeppsvarvet for detta pris plus en avgift. Med de pengar forsidljningen
inbringar koper banken sedan en portfolj med aktier och obligationer i de kvantiteter som
foreslas av modellen. I slutet av aret nir skeppsvarvet har ritt att 16sa in sina optioner kan
tva saker hinda. Om dollarkursen har sjunkit sa loser skeppsvarvet in sina optioner och far
kompensation for det minskade viirdet pa betalningen av skeppet. Om dollarkursen 6kat r
optionerna véardelosa och forfaller. Oavsett sa sdljer banken sin portfolj som &r vird lika
mycket som de utstillda optionerna oberoende av utfall. I de fall dar skeppsvarvet forvin-
tar sig en utbetalning bekostas den alltsa inte av bankens eget kapitel utan av portfoljens
virdeokning. Pa detta sédtt kan banken utan risk erbjuda sig att stélla ut optioner.

8.1.3 Vad ér u och d?

Som ndmnt beror virdet av en option pa ¢y, cq, 7, u och d. Medan de tva forsta &r kinda
och r ges av marknaden sa vet vi inte vad u och d dr. Som tur dr gar det att uppskatta.
Efter n perioder varav j resulterade i en uppatrorelse u for aktien &r dess véirde

S(n) = u/d"~75(0).
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Genom att ta véntevirdet och variansen pa ln(SS(—(”O)) nér n — oo kan man berékna vilka

véarden u och d maste ha for att var modell skall 6verensstdimma med en aktie i verkligheten.
Man far da att

u=eVi (31)
d=e¢ °Vn (32)

ddr o dr den empiriskt uppmaétta volatiliteten (standardavvikelsen) hos aktien.

8.1.4 En diskret och en kontinuerlig formel

For att ytterligare kunna jamfoéra den diskreta formel som foljer av binomialmodellen med
Black-Scholes formel sa kan man fordelaktigt skriva om (30).

Notera att minsta antalet utfall j som gor att (u/d"~75(0) — K)* #r skilt fran noll ges
av olikheten u/d"~7S(0) > K. Vilket &r samma som att

K
log s5ya

33
log % (33)

Om man later a vara det minsta j som gér att (33) uppfylls sa kan optionens viirde uttryckas
som

¢(0,5(0), K,n) =
S(0) 7, (P (1= p) I (ML) — Kr Y (M (1 )

genom att (30) bryts upp i tva termer och (u?d"~75(0) — K)* ersiitts med (u/d"~7S5(0) — K)
da summationsgriansen dndras.
Om binomialprocessen ®(a,n,p) definieras som

n n . .
O(a,n,p) = (j)pj(l —p)"
j=a
nar vi den slutgiltiga formuleringen
(0,5(0), K,n) = S(0)@(a,n, ~p) - Kr~"®(a,n,p) (34)

som kan jamforas med Black-Scholes formel, upprepad nedan, dér @ istéllet betecknar nor-
malférdelning.

(0,5(0), K, T) =
S(0)®(dy) — Ke " T®(dy)

di — In(5Q) 4 (r422)T
1= oVT

(SO 4 (p_ 22
dzi—l(K();i_/(T 2)T:d1*0ﬁ

Att u och d i det kontinuerliga alternativet dr ersatt av o dr inte forvanande med tanke
pa (31) och (32). Motsvarigheten till (26) och (27) i Black-Scholes modell, det vill séga hur
man modellerar aktier och obligationer, ar

S(t) = S(0)e oW ®
B(t) = B(0)e™

dir W (t) dr en Wienerprocess, o standardavvikelsen och « forhaller sig till aktiens viintevérde
posom o = — %

Nér vi sa smaningom gar over till den hyperfinita binomialmodellen sa kommer sambandet
mellan formlerna att framsta klarare.
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8.2 Grundliggande stokastiska processer

Innan vi gar vidare behover vi definiera nagra grundliggande stokastiska processer, vilka
eventuellt redan &r bekanta for ldsaren. Dessa processer dr centrala inom sannolikhetsldran
for bade standard och icke-standard.

8.2.1 Martingal

En martingal adr en stokastisk process dér framtida véintevirden &r nuvarande vérdet. Det dr
ett valdigt vanligt begrepp inom spelteori och anvinds ofta som modell for ett rattvist spel.
For att ge en korrekt definition av martingaler behover vi forst forklara begreppet filtration.
Anledningen dr att framtida vérden av processen tillats bero pa den tillgdngliga historiska
informationen, och filtrationen ar ett sitt att representera denna information. Formellt &r
filtrationen en funktion P : ¢t +— Py, dir Py C P; for alla s < ¢, och en stokastisk process &
anpassad till P uppfyller £(¢) € P, for alla tidpunkter ¢. Det betingade viintevéirdet E p, tar
hénsyn till all historisk information tillgénglig fram till tidpunkt ¢. Vi &r nu redo att definiera
martingal

Definition 29. Martingal. En process & dr martingal om féljande gdller for alla tidpunkter
s<t

1L Ep [E#)]] < oo,
2. Ep, [§(t)] = &(s)-

Det ér (2) som dr den centrala egenskapen. I vart fall kommer processerna att ha obero-
ende forandringar, sa att den enda historiska information de anvinder &r nuvarande virdet

Ep, [£(1)] =E [£(t) [ £(s) = &) = &

dér & alltsa dr kint vid tidpunkt s. Pa grund av att vart fall dr ett enkelt specialfall kommer
vi inte ndmna filtrationer igen.

8.2.2 Wienerprocess och geometrisk Brownsk rorelse

Den stokastiska process som ligger till grund fér modelleringen av aktier i det kontinuerliga
fallet &r Wienerprocessen. Man kan tdnka pa Wienerprocessen som en kontinuerlig slump-
vandring, eller brus. Ibland kallas den &ven fér Brownsk rorelse.

Definition 30. Wienerprocess. W (t) dr en Wienerprocess fort >0 om

5. W(0) = 0.
E[W(t)] = 0.

5.5. Omt > s sa dr X(t) — X (s) normalfordelad.

5. W(t) har stationdra forindringar, det vill siga X (t) — X (s) har samma sannolikhets-
fordelning som X (t + h) — X (s + h) oberoende av t, s och h.

5. W(t) har oberoende forindringar. W(0), W (t1) — W(0), W (t2) — W (t1),... dr obero-

ende av varandra.
5. W(t) dr kontinuerlig nistan sikert (sannolikhet 1).

For en standard Wienerprocess W(t) ér variansen
Var [W(t)] = 1.
I Black-Scholes-modellen modelleras en aktie S som en geometrisk Brownsk rorelse

S(t) = S(0)ert oW ®
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diar W ar den drivande Wienerprocessen, eller motsvarande

S5(t)
oW (t) =In S00) ut.

Parametern p #r en exponentiell trend i priset och motsvarar ett foretags organiska till-
vaxt.

Det #r viktigt att podngtera att parametrarna o och y inte gar att berfikna matematiskt,
utan maste uppskattas. Parametern o gar att uppskatta med stor noggrannhet givet histo-
riken for S. Daremot kan p for en aktie inte métas och dérfoér inte heller anvindas vid till
exempel véirdering av optioner.

Anledningen till att det blir s& hir dr for att o kan uppskattas godtyckligt bra genom
att méta processen tillrdckligt ofta, till skillnad fran uppskattningen av p som inte beror pa
antalet métningar 6verhuvudtaget. Man kan visa att den uppskattning & av @ som ger minst
varians ges av

InS(t) —InS(s)

; , dér S(s) och S(t) &r forsta och sista kédnda vérde.
-

2
ﬂ—/wf\/(O,U)
t—s

=

Observera att

sa,

Pl < 7]~ 200 -1

Ett vanligt virde pa den arliga volatiliteten &r 30% (o = 0.3). Anta att vi vill ha en noggrann-
het pa |t — | < 0,02 med 95% sannolikhet (x = 1,96). Det &r en viildigt grov uppskattning
eftersom storleksordningen av g #r ungefir 0,02 (2% arlig utveckling). Anda innebir det
att vi behdver observera processen i minst ¢ — s = (0‘7’%)2 ~ 864 ar! Darfor dr det en stor
framgang inom finansmatematik att p forsvinner ur berdkningarna av optionspriser.

8.3 Matematiska definitioner av de finansiella begreppen

Nér grunderna for den finansiella modell vilken vi arbetar med nu har presenterats &r vi redo
for att pa ett mer exakt sétt definiera nagra av de begrepp vi anvant och ddrmed ge en precis
matematisk innebord.

8.3.1 Portfdljer och strategier

En portfolj dr en kombination av innehav i olika aktier S; och réanteobligationen B. Vi har
valt att begrénsa oss till endast en aktie S, det forenklar notationen och allt vi skriver gar
att utoka analogt till en marknad med manga aktier. Sa i det hir sammanhanget bestar en
portfolj 6 av 6y andelar i aktien S och 6; andelar i rdnteobligationen B. Vi betecknar denna
portfolj med

0 = (6o, 61)

med vardet
Vo =60pS + 01 B.

En strategi bestar av en portfolj dir andelarna i innehaven tillats foréndras i varje tidssteg,
med tillgang till endast historisk information, dvs. inga orakel eller insideraffarer tillats.

En strategi kallas sjdlvfinansierande om man aldrig tar ut eller sétter in pengar i portfol-
jen, sa att virdeforandringen av portfoljen ar ett resultat enbart av vardeféréandringen av de
underliggande instrumenten. En strategi 6 &r alltsa sjélvfinansierande om

Vot +1) = Vo(t) =6o(t) (S(E+1) — S(t)) +0:(t) (B(t+ 1) — B(1)).
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8.3.2 Raintejusterade virden

For att kunna jamfora virden 6ver tiden maste vi rintejustera dem. Tanken &r att en krona
idag ska vara lika mycket vird som en réntejusterad krona i framtiden. Om y(t) &r ett vérde
vid tidpunkt ¢, later vi g(¢) beteckna dess rintejusterade virde

Vi far da speciellt att

och

8.3.3 Arbitrage

En arbitragestrategi dr en sjilvfinansierande strategi som initialt &r gratis, men som efter
en tid har en mojlighet att anta ett positivt viirde, men aldrig ett negativt virde. En sadan
strategi skulle naturligtvis vara populdr inom finansvérlden, men man kan argumentera for
att en effektiv marknad med tiden skulle ga mot att eliminera sadana mojligheter. Ett vanligt
antagande dr darfor att marknaden &r arbitragefri.

Definition 31. Arbitrage.
En mdajlighet till arbitrage dr en sjdlufinansierande strategi 0 ddr t dr nuvarande tiden, T
ar ett framtida slutdatum (T >t), och

1. Vp(0) =0, den dr initialt gratis
2. Vo(T) > 0, vi blir aldrig skyldiga pengar vid slutdatumet (riskfritt)

3. E [Vop(T)] > 0, vi har en chans att erhalla vinst vid slutdatumet.

8.3.4 Hedging

Hedging &r ett generellt begrepp for en investeringsstrategi som minskar eller eliminerar risk,
lite som en forsikring. Vi kommer anviinda hedging i en mer specifik bemérkelse hér, nimligen
en strategi som eliminerar all risk forknippat med att dga nagot riskfyllt derivat c¢. Tanken
ar att om vi finner en sadan strategi ger det oss mojlighet att ge en entydig och objektiv
prissdttning av derivatet.

Tekniskt gar det till sa hér: anta att vi finner en sjélvfinansierande strategi 6 som vid
losendatumet T har virdet Vy(T) = ¢ for alla mojliga utfall. Ett derivat som har en sadan
strategi kallas atkomlig, och strategin som uppfyller detta ségs imitera c¢. En marknad dér
alla derivat ar atkomliga kallas komplett.

En forsta insikt &r att i en arbitragefri marknad &r vérdeprocessen entydig for strategier
som imiterar c.

Bewvis. Lat 0 och v vara tva sjilvfinansierande strategier som imiterar ¢ i en arbitragefri
marknad. Anta att de inte har samma virdeprocess, dvs. det existerar en tidpunkt ¢ dér
Vo (t) # Vip(t). Vikan utan inskriankning anta att 6 &r den dyrare av de tva, dvs. Vp(t) > Vi ().
Vid denna tidpunkt, kop den billiga portfoljen, silj den dyra (blanka), och kép rédnteobliga-
tioner for verflodet x = Vp(t) — Vip(t) > 0.

Kalla denna strategi f6r n. Vi har ddrmed V;,(¢) = 0, men vid 16sendatumet T' vet vi att
att Vy(T') = Vi (T') = ¢ och dérmed V,)(T') = > 0. Dédrmed &r 7 en arbitragestrategi vilket
motsiger antagandet.

O

45



Lat oss kalla den entydiga vardeprocessen V.. Entydigheten antyder att detta maste vara
det objektiva priset for c. Anta att nagon aktor pa marknaden erbjuder att kopa/silja ¢ for ett
pris som ar hogre respektive ligre dn V.. Detta &r en arbitragemdojlighet pa precis samma sétt
som i beviset ovan. Kop helt enkelt den billigare av de tva, silj den dyra, invéinta l6sendatumet
dér det gar att kvitta dessa mot varandra, och erhall éverflodet som vinst. I en arbitragefri
marknad maste alltsa V_(t) vara det entydigt korrekta virdet av ¢ vid tidpunkt ¢. Vi kommer
fokusera pa dagsvirdet (t = 0) av ¢, vilket vi betecknar 7(c) dér alltsa w(c) = V,(0). Med
hjalp av hedgingtekniken har vi nu ett sidtt att prissdtta derivat i arbitragefria marknader:
hitta en sjélvfinansierande strategi # som imiterar ¢, och berdkna m(c) = Vp(0). Det var pa
detta sdtt vi beriknade binomialpriset i féregaende avsnitt.

8.3.5 Riskneutrala mattet

Det &r viktigt att podngtera att sannolikheten ¢ fér uppgang respektive nedgang i bino-
mialmodellellen inte dok upp i optionspriset (30), eftersom vi i varje utfall hedgat oss, sa
att sannolikheten inte spelade nagon roll. Detta leder till idén att vi kan wdlja en sanno-
likhetsférdelning som pa nagot sitt ar praktisk. Vi behover alltsa inte anvinda den sanna
sannolikhetsfordelningen, vilket dr tur eftersom den inte gar att méta. Den sannolikhetsfor-
delning QQ som visar sig vara praktisk dr den fordelning som gor S till en martingal. Detta
innebér att vid tidpunkt ¢t = 0 géller E [S(T)] = S(0). B ér alltid martingal eftersom
B(T) = B(0) sa Eq [B(T)] = B(0) = B(0) trivialt. Eftersom portfoljerna bestar av enbart
dessa tva basinstrument blir deras virden Vj summan av tva martingaler och ddrmed sjilva
martingaler. Vi far alltsé dven E g [Vy(T)] = Vp(0) for alla sjélvfinansierande strategier 6.
Detta #r praktiskt eftersom vi vet virdet av Vjy vid tidpunkt T' da Vp(T') = &(T). Vi kan nu
berikna m(c) med

m(c) = Vp(0) = V5(0) = Eq [Vo(T)] = E o [¢(T)].

Vi har nu ett enkelt sétt att prissédtta derivat c. Vi berdknar helt enkelt det réntejusterade
vanteviardet av ¢ under ett martingalmatt ¢, som brukar kallas det riskneutrala mattet.
Beroendet av en explicit hedgingkonstruktion 6 forsvinner, vi behéver bara existensen av en
sadan.

Virdet 7(c) blir alltsa inte, som man skulle kunna tro, det sanna vintevirdet E p [¢], dér
P &ar den sanna sannolikhetsfordelningen.

(Att virdeprocesserna dr martingaler ar ett tillréickligt villkor for att marknaden ska vara ar-
bitragefri, eftersom forsta villkoret fér arbitrage &r Vy(0) = 0 vilket for martingaler direkt ger
E [Vy(T)] = Vp(0) = 0 vilket bryter mot tredje villkoret for arbitrage. For diskreta modeller
visar det sig dven vara ett nédvindigt villkor.)

8.4 Interna och externa mingder

Vi kommer att behtva bekanta oss med ytterligare begrepp inom icke-standardanalysen for
att ha de verktyg till hands som vi behover. Dérfor presenteras hér den mest grundléggande
teorin for interna méngder med extra fokus pa w;-méattnad.

Vid konstruktion av *R skapas med hjilp av ultrafilter hyperreella motsvarigheter till
de reella talen. Pa samma sétt kan man skapa motsvarigheter till méngder. Redogorelsen
nedanfor foljer [3].

8.4.1 Interna mingder

En intern méngd &r en utékad méngd i samma bemérkelse som [r] € *R utokar r € R. Man
bildar interna méngder med samma metod som de hyperreella talen. Istéllet for foljder av
tal sa anvinder man foljder av méngder.

Definition 32. En filjd av delmingder A, C R definierar en mdngd i *IR genom

[rn] € [An] <= {neN:r, € A,} € F
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ddar F ar det anvdnda ultrafiltret. En mdngd i *IR kallas intern om den har en sadan repre-
sentation, annars extern.

Ett hyperreellt tal [r,] tillhor alltsd méngden [A,] om 7, tillhér F-nédstan alla A,,. Lat
o0ss ta ett exempel pa en intern méingd.

Exempel 4. Utga fran ett tal [ (T, :n € N) | € *N och en foljd av méingder A,, som ges av

k 1 2 T,
n {Tn k€N ochk < "} {Tn’Tn’ ’Tn}

Om da T = [T,,] sa innebdr det att (32) uppfylls av mingden

ai-{h 2]

eftersom
%E[An]@{neNi%eAn}:{neN?rnENOChT”ST”}G“‘E(:)
n

<~ [rp]) <T och [r,] € N

Om vi viljer T € *N\ N far vi en uppdelning av intervallet (0,1] dér det gar att urskilja
punkter som inte dr mdjliga att urskilja pa en reell tallinje. Det kan man anvinda sig av for
att skapa en sa kallad hyperfinit tidslinge.

Snittet, unionen och méngddifferensen av tva interna méingder kommer uppfylla

[An] N [Bn] = [An N By, (35)
[An} U [Bn] = [An U Bn]a (36)
[An} \ [Bn] = [An \ Bn]a (37)

och dr ddrmed ocksa interna mangder. Man kan ocksa visa att

[An] C [Bn] <= {neN: A, CB,} e F | (38)
[An] #[Bn] <= {neN: A, £#B,} € F . (39)

8.4.2 Exempel pa externa mingder

En intressant och viktig egenskap hos interna méngder ges av foljande sats vars bevis aterfinns
i [3] men uteldmnas hér.

Sats 40. For alla interna méingder M C *N dédr M # 0 gdller att M har ett minimum, det
vill sdga ett minsta element.

Som foljd av detta kan man direkt dra slutsatsen att méngden *N\ N &dr extern eftersom
den inte har ett minsta element.

I andra fall kan man anvénda sig av (35)-(37). *N &r ett trivialt exempel pa en intern
méngd vilket ges av att A,, kan vara N for alla n. Med hjélp av (37) ser vi da att N maste
vara extern eftersom *N \ N annars skulle varit intern, vilket enligt tidigare inte stimmer.
Vidare sa dr RN *N = N varfor det foljer av (35) att R &r extern, eftersom *N inte &r det.

8.4.3 Mittnad hos interna mingder

Den for vart arbete mest relevanta egenskapen hos interna méngder dr wi-méttnad, som
ar viktig for manga av de mer avancerade konstruktionerna i icke-standardmatematik. Den
kommer visa sig vara kritisk i skapandet av Loeb-rummet som vi kommer se senare. I enlighet
med hur det utfors i [3] bevisas hér tre satser som &r av betydelse fér var formaga att hantera
senare svarigheter.
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Sats 41. For en avtagande foljd bestaende av icke-tomma interna mdngder

X'>Xx?D>...2XFD... (40)
gdller att snittet dr icke-tomt
(X" #0.
kEN

Bevis. Lat [A¥] vara foljden som definierar X*. Beviset #ir ganska trickartat och tekniskt. Vi
kommer bevisa satsen genom att explicit konstruera ett hyperreellt tal [s,] som tillhor varje
X*. For detta dndamal behover vi forst skapa tre nya mingdféljder J*, G* och H™, vars
syften inte dr uppenbara till en borjan.

Enligt (38) respektive (39) vet vi att

Xk D Xkl — [neN:4AF DAY e F (41)
XF4£0) <= {neN:A* L)} eF. (42)

Definiera sedan J* som motsvarigheten till de forsta k termerna i (40) tillsammans med
villkoret att A* inte &ir tomt

JF={neN:AL D A2 D...D AF och AF #£0}. (43)
Vi kan #ven skriva om J* som

JP={neN: A" £L0n{neN: AL DA% n...Nn{neN: A1 D A"}

n

och da blir det uppenbart att J* #r ett snitt av #indligt manga mingder ur F (enligt (41),
(42)), och tillhor ddrmed sjélv F
JheF.

Observera dven att vi har J' D J2 D ---. Vi skapar tv4 snarlika méngder
Gk:{nEJN:kgnochnGJk},
H"={keN:k<nochneJ}.

Observera specifikt att om n € G* sa hor k € H™. Vi kan #ven skriva G*¥ som

GF={neN:k<n}nJ*
och da blir det uppenbart att
GFeF

eftersom {n € N : k < n} #r komplementet till den #ndliga méngden {n € N : 1 <n <k} och

dérmed hor till F.

For alla n € J! har vi att 1 € H® = H" # (), s& for dessa n kan vi definiera &, =
max (H"). Eftersom k,, € H" foljer att n € J¥» och enligt konstruktionen av J* foljer att
AFn £ (. Vi dr nu #ntligen redo att konstruera [s,]. For n ¢ J', 1t s,, vara ett godtyckligt
tal, och for n € J' 1at s, vara nagot av talen i A (som vi vet inte &r tom), sa s, € Ak».

Eftersom n € J*» har vi s, € Aﬁ" c...C A}l.
For att visa att [s,,] tillhoér det oédndliga snittet har vi per definition

[sn] € () X* <= {neN:s, € AL} € F for alla k.
keN

Om vi kan bevisa
Gkg{nE}N:sneAﬁ}

ar vi klara eftersom det skulle innebéra att {n eN:s, € A,’fb} ar superméngden till en méngd
i F. G* #r en delmiingd eftersom

neGk:>n€Jk§J1octhH":kSmax(H"):knz
— s, cAc...cAbc...Cc Al —= 5, € A,

Beviset dr darmed klart. O
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Sats 41 leder till flera foljdsatser varav tva ar sérskilt viktiga for oss och kommer att
anvindas senare.

Sats 42. Lat A = {X,, : n € N} vara en samling interna mdngder for vilka det gdller att
snittet av varje dndlig delmdngd J uppfyller

ﬂXﬁé@)
ieJ

det vill siga att snittet av alla element i en dndlig delmdngd till A alltid dr icke-tomt. Vi
siger att A har fip . Dd gdller att

() X0 #0

neN

Bevis. Definiera snittet av de k forsta méngderna i A med

Enligt (44) dr Y* # () och som foljd av (35) #r Y* en intern mingd. Observera att
Vi 2 2% D

varfor sats 41 #r tillimpbar och medfér att det finns ett element som tillhér varje Y* for
k € N. En snabb blick pa (44) forsékrar oss att det dven maste finnas i X. O

Sats 43. Lat X wvara en intern mdingd och som innan {X, : n € N} en samling interna
mdngder. Om X C J, oy Xn sd dr X C U, <, Xy for ndgot k € N.

Bevis. Motsédgelsebevis, antag att X & Ungk X, for alla k € N.
XZJXo= X\ Xn)=X\ ] X0 #0
n<k n<k n<k

Méngden B, = {X \ X,, : n € N} #r intern enligt (37) och den har fip eftersom det finns
ett element i X som inte finns i X,, for nagot n € N. Enligt sats 42 finns det da ett element
x € NpenBy, vilket innebéar att

ze{X\Xp:neN=X\J X, #0
neN

men eftersom X C UneN X, sa dr det en motséigelse. O

8.5 Matt och sannolikhetsrum

Detta avsnitt ger en kort introduktion till matt och sannolikhetsrum.

8.5.1 Hyperfinita sannolikhetsrum
Ett hyperfinit sannolikhetsrum &r en trippel (22,4, Q) dér

1. Q &ar utfallsrummet,
2. A ar en algebra av de interna delméngderna av €,

3. @ é&r ett (4ndligt additivt) sannolikhetsmatt som mappar métbara méngder av utfall
till deras (hyperreella) sannolikhet, @ : A — *[0, 1].

5Finite Intersection Property
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Utfallsrummet Q &r helt enkelt méngden av alla mdojliga utfall. Det &r ofta ointressant att
miéta sannolikheten for enskilda utfall w € €, sa istéillet méiter sannolikhetsmattet ) en
mingd av utfall, men bara méngder som tillhor A. Dessa méngder kallas métbara. Lésare
nya till matteori undrar kanske varfor inte alla méingder &r métbara. Det &r for att man
kan skapa (mérkliga) mingder med hjélp av till exempel urvalsaxiomet vars struktur &r sa
komplicerad att man inte kan tilldela ett meningsfullt matt till dem. Genom att definiera @
endast pa mitbara mingder kommer man undan problemet. Att @ &r ett dndligt additivt
sannolikhetsmatt innebér att det uppfyller

1. Q(0) =0,
2. Q) =1,
3. Q(AUB) = Q(4) + Q(B) — Q(AN B).

Att A #r en algebra (av méngder) innebér att den innehaller £ och #r sluten under parvisa
méangdoperationer, dvs. om A, B € A giller

1. Qe A,

2. AUB € A,

3. A\ Be A,

4. AN B € A, foljer av 3 eftersom ANB = A\ (4\ B),

5. AAB € A, foljer av 2 och 3 eftersom AAB = (A\ B)U (B \ A),
6. AC € A, foljer av 1 och 3 och eftersom AY = Q\ A,

7. 0 € A, foljer av 1 och 3 eftersom ) = Q \ Q.

Nér vi dnda pratar om algebror kan vi passa pa att definiera o-algebra vilket vi behover
senare. Det dr en starkare variant av algebra, sa en o-algebra &r en algebra, med det starkare
villkoret att d&ven upprdikneliga unioner ar slutna, dvs.

Ujend4; € A, om alla 4; € A.
Ur detta foljer att d&ven uppridkneliga snitt dr sluta eftersom

NjenA; = A1 \ Ujen (41 \ 4;).

8.5.2 Loeb-rummet

Med hjilp av ett hyperfinit sannolikhetsrum (£2, A, Q) som beskrivet ovan kan man skapa ett
standard (o-additivt) sannolikhetsrum (9, Ar,Qr), déir

1. Ay dr en o-algebra med A C Ay,
2. Qr : Ap — [0,1] dr o-additiv, och pa A dr Qr = °Q.

Att Qp dr o-additiv innebér att den dr additiv dven for upprdkneliga mingder, sa om alla
A; € Ap &r disjunkta géller

Qr (Ujen4;) = Y Qu(A)).
JEN

Rummet (2, A, Q) kallas Loeb-rummet, och att detta alltid dr mojligt att skapa &r ett hogst
icke-trivialt resultat som &r centralt inom icke-standardsannolikhetslaran. Det dr enkelt att
visa att @ #r dndligt additivt pa A genom att helt enkelt definiera Q@ = °Q dér, sa

QL(AUB)="Q(AUB) =°(Q(A)+Q(B) —Q(ANB)) =
=°Q(A) +°Q(B) +°Q(ANB) =
=QL(A)+QL(B)+ QL(ANB), dir A, B € A.
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Det som inte d&r uppenbart dr att den dven dr o-additiv pa A, men detta gar att visa enkelt
med hjilp av wi-méttnad. Vi ska alltsa visa

Qr (Ujen4;) = Z Qr(4;), dér alla A; € A &r disjunkta och Ujex 4; € A.
JEN
Da ar alltsa UjenA; intern och wi-méttnad ger enligt sats 43 att UjewA; = Uj<pA; for
nagot dandligt k och resultatet foljer direkt!

Nu kan vi tillimpa Carathéodorys utokningssats eftersom vi visat att Q@ ar o-additiv, vilket
ger oss att @, kan utokas till en o-additiv funktion pa o-algebran Ay O A och vi ar klara.

8.5.3 S-integrerbar

En styrka med Loeb-rum &r att man relativt enkelt kan relatera hyperfinita integraler 6ver
interna funktioner F' : Q +— *RR till deras motsvarande integral i Loeb-rummet.

I ett hyperfinit sannolikhetsrum kan man alltid skapa sannolikhetsmattet @) fran en san-
nolikhetsmassfunktion for varje enskilt utfall a : Q — *[0, 1], som om utfallsrummet vore ett
andligt antal diskreta utfall i standardmotsvarigheten, genom hyperfinit summation * >

QA =" Zaw, diar A € A och a,, = Q({w})

weA

dér a, alltsa dr den hyperfinita sannolikheten for det enskilda utfallet w. Vi &r specifikt
intresserade av vantevirden i det hir projektet, och det hyperfinita vantevardet for en intern
funktion F : Q — *RR &r helt enkelt

Eq[F]=") Fl(w)a,
we
och en hyperfinit integral 6ver ett internt A ar
/ FdQ =" F(w)a,.
A weA

Till skillnad fran standardviintevirden existerar alltid hyperfinita viinteviirden (men de
behover inte vara éndliga). Vi dr intresserade av skuggan av det hyperfinita viintevirdet och
hur det forhaller sig till motsvarande standardvéantevirde i Loeb-rummet. Egenskapen hos F
som vi dr intresserade av kallas S-integrerbar. Det finns flera olika ekvivalenta definitioner,
och en av dem &r precis den egenskap vi ar ute efter, sa vi véiljer den som definition.

Definition 33. S-integrerbar
En intern funktion F : Q — *R kallas S-integrerbar relativt QQ om

1. °F existerar ndistan sikert (sannolikhet 1),
2. Eq, [°F] existerar,
5. B, ['F] = EqlF].

En annan definition dr &ven pa sin plats.

Definition 34. Vi kallar en funktion F : Q — *R en lifting av den reellvirda funktionen
f: Q=R om F drintern och °F(w) = f(w) ndstan sikert (Qr-sannolikhet 1).

Vi formulerar &ven en anvéndbar sats i sammanhanget, men ger inget bevis, utan hanvisar
istéllet till [1] Theorem 6.4 under "Loeb measure and probability”.

Sats 44. Lat (2, AL, QL) vara ett Loeb-rum, och f : Q — R en mdtbar funktion. Dd existerar
Eq, [f] om och endast om det existerar en S-integrerbar lifting F' av f, och ddrmed

EqF]=Eq, ["F]=Eq, [f].
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8.6 Hyperfinita binomialmodellen

Vi skapar nu den hyperfinita binomialmodellen. Vilj en sluttid 7' € IR och ett hyperfinit
heltal n € *N sa att tidssteget blir h = At = T'//n och skapa den hyperfinita tidslinjen

T = {0,h,2h, ..., T}.

Lat slumpvariablerna X, Xy, ..., X1 vara oberoende och likaférdelade med utfallen

Vart hyperfinita sannolikhetsrum (2, .4, @) blir f6ljande
1. Q dr utfallsrummet for (Xo, Xp, ..., X7), sa Q@ = {-1,1}",
2. A ar algebran av de interna delméngderna i €2,

3. Sannolikhetsmattet @ : A +— *IR blir helt enkelt kardinalitetmattet eftersom alla utfall
ar lika sannolika.

Vi definierar nu den hyperfinita aktieprocessen S, och den hyperfinita ranteprocessen B i
detta rum. Lat o och p vara tva reella tal och definiera aktieprocessen S i tidpunkt ¢ som

S = SO ]] (1 + ph + aﬁxs) .

s<t

Lat rédntan r vara ett positivt reellt tal och definiera réanteobligationsprocessen B i tidpunkt
t som
B(t) = B0) [] (1 +rh) = B(0) (1 +rh)"/".

s<t

I denna modell ar ett rantejusterat virde

Ym:YmB@

B(t)

Vi far S till en martingal genom ett lampligt val av p. Eftersom X #r oberoende och likafor-
delade ricker det med att titta pa ett steg. Vi véljer u sa att

Eq [S(h)] = 5(0).
Notera att E[X] =0 sa

Eq [5(h)] = ;E%EQ [1+uh+0\/ﬁXh} = EE%(HM).

For att uppfylla martingalvillkoret behéver alltsa

5(0)
—= (1 + ph) = 5(0)
(h)
eller
1+uph=Bh)=1+rh
vilket ger

W=

Enligt finansdelen i foregaende avsnitt kan nu ett hyperreellt derivat C prissittas med II(C)
dér
1(C) = Eq [C(S(T))].
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8.6.1 Relation till standardbinomialmodellen

For att relatera till standardbinomialmodellen som presenterades foérut har vi hér

w=1+ah+oVh,

d=1+ah—oVh,

1

3

den enda skillnaden &r att h,u,d nu generellt &dr infinitesimaler och n obegriansat. For att
berdkna slutpriset S(T") récker det med att rdkna hur méanga ganger priset gick upp, J =

{X: : X, = 1}|, eftersom resultatet dr oberoende av ordningen av {X,}. Vi kan déarfor skriva
S(T) som

p:

S(T) = S(0)u’d"~7.
Eftersom J &r binomialférdelad J ~ Binomial(n,p) far vi

1(C) = E [C(S(T)] = Fg) 3= C (SO ) B0

n
0~

dar B,, , &r binomialkoefficienterna
B p(j) = (J.)p] (1-p)"7.

Viljer vi naturligt n € N far vi alltsa tillbaka standardbinomialpriset. Observera att vi inte
behovde skapa en explicit hedgingkonstruktion.

8.6.2 Relation till Black-Scholes-modellen

Mer intressant blir det om vi viiljer n € *IN'\ N. D4 blir skuggan av aktiepriset en geometrisk
Brownsk rérelse som i Black-Scholes-modellen (med sannolikhet 1)

2

S(t) ~ 8(0) exp ((a - %)t + oW(t))

dér W (t) &r en Wienerprocess.

Bevis. Vi kommer anviinda uppskattningar av In(1+ z) dir x dr litet (infinitesimalt till och
med). Uppskattningen vi anvénder &r

22
In(1+ x) :m—?—l—e
dér || < |x|?, vilket géller for alla || < 2. Vi har dérfor

S(t) = SO [T (1 tah+ a\fhxs) _

s<t

= 5(0) exp (Z In (1 +ah+ m//EXS)> —

s<t

= 5(0) exp (Z ah+ovVhX, — % (ah + o*\/EXS)2 + es> =

s<t

2 1
= S(0) exp (Z(a - U—st)h +oVhX, — §a2h2 — achVhX, + es> =

2
s<t

observera att X% =1, Zh =t,ochlat Y; = ZXS ] =
s<t s<t

02

1
= 5(0) exp ((a - ?)t + oVhY; — §a2ht — aoh®?Y; + Z €s>

s<t
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dar

eol < < 12 (|a| + |o])’
sa
> e < Vit (la| + |o])® ~0
s<t
och y
[Y;| < 7= ach?|Y;| < actvVh ~ 0
och

1
§a2ht ~ (.
Detta tillsammans med att exp dr S-kontinuerlig f6r begrdnsade virden ger
2 1
S(t) = S(0) exp ((a - %)t + oVhY; — §a2ht — ach®?Y, + Z 65>
s<t

2
~ S(0) exp ((a - %)t + a\/EYt> med sannolikhet 1

eftersom Y; &r begransad med sannolikhet 1. Det kvarstar att visa att skuggan av den hy-
perfinita slumpvandringen v/AY; éir en Wienerprocess

> (ViYi) = wp).

Detta foljer av icke-standardmotsvarigheten av centrala gransvardessatsen. O

Vi kénner att vi fuskar lite nér vi hénvisar till centrala grénsvirdessatsen, men vart
framsta intresse dr Black-Scholes-prissidttningen, och for detta syfte riacker det med ett svagare
villkor p& v/hY7, némligen att skuggan ir normalférdelad, vilket vi ger ett bevis for.

Bevis. Observera att vi kan skriva Y med hjélp av binomialférdelningen .J

Y=Y X;=J-(n-J)=2J]—n.
teT

Eftersom vi forvantar oss att detta blir en normalférdelning tittar vi pa den karakteristiska
funktionen vilket brukar vara praktiskt for normalférdelningar

pl6) =B [/ ] = Zelm% (") g

Nu anviénder vi binomialsatsen bakldnges genom att observera att
J n—j . .
exp (zf\/ﬁ) exp (—ig\/ﬁ) — (i€Vh(2i—n)

och diarmed

olE) = g Do Ve (’;) =

Jj=0

1 (608 4 i) _ (eiix/ﬁ_i_e—zf\/ﬁ) _
T 2

— cos” (gx/ﬁ) — exp [n In (cos (gx/ﬁ))} .

Vi Taylorutvecklar In (cos (§ \/E)) kring 0 och far
In (cos (f\/ﬁ)) =—&n/2+ 0(h?)
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kom ihag att h = T'/n, sa
1
1 h))=-T/24+0( -
nn(cos(fxf)) &ET/2+ (n)
och slutligen

P(€) ~ exp (=€°T/2)

igen eftersom exp &r S-kontinuerlig, och detta dr ju den karakteristiska funktionen foér en nor-
malfordelning med varians T'. Eftersom en slumpvariabel bestéams helt av sin karakteristiska
funktion har vi det 6nskade resultatet

o (x/EYT) ~ N(0,T).

O

Vi har enkelt att skuggan av B &r motsvarande rianteprocess i Black-Scholes-modellen
genom

B(t) = B(0)(1+ Th)t/h = B(0) exp <ftL In(1+ Th)) ~ B(0)e*"" = B(0)e'™.

For att sammanfatta resultatet, vi har definierat de hyperfinita binomialmodellprocesser-
na S och B pa det hyperfinita sannolikhetsrummet (2, A, @), och f6r motsvarande Loeb-rum
(Q, AL, Q) blir dessa processer samma som i Black-Scholes-modellen.

Hyperfinita derivat C' kan prissittas direkt med II(C') = E o [C (S(T))].

For reella derivat ¢ anvéander vi féljande icke-standardmaskineri
1. Hitta en S-integrerbar lifting C av c,
2. Beriikna priset med m(c) = °II(C) = Eq [C] = Eq, [¢] = e " Eq, [c|.

Enligt sats 44 finns en S-integrerbar lifting C av ¢ precis da 7(c) = e "TE g, [c] existerar,
sa hyperfinita binomialmodellen innehaller alltsa dven Black-Scholes-modellen.

8.6.3 Priset for en europeisk képoption

Vi avslutar med att visa att den hyperfinita binomialmodellen ger Black-Scholes-priset for
en europeisk képoption som vid slutdatumet ger c(w) = (s(w,T) — K)¥, dir s : O x T — R
definieras med s(w, °t) = ° (S(w,t)) f6r t € T. Vi har tagit med beroendet pa utfallet w for
att understryka att det dr en slumpvariabel och inte en deterministisk funktion. Kom ihag
att Black-Scholes-priset dr

S(0)2(dy) — Ke "7 ®(ds)

lnw rﬁT
4y = R

SOy (o>
dy = WL gy — 6T

dér ® dr den kumulativa normalférdelningsfunktionen.

Bevis. Vi foljer de tidigare givna instruktionerna for att berdkna priset. Vi har att C(w) =
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(S(w,T) — K)" &r en S-integrerbar lifting av ¢. Priset blir
()= "TEq,[d =
o? *
(S(O) exp ((r - ?)T + U\/TG) - K)

_ e—T?' E

, G~ N(0,1)

2

=e " /R <S(0) exp ((r - %)T - m/:Fx> - K>+ .
—etr [ (swew (- G- ovTr) i) F

= e T"K®(dy) + e 17 /z% 5(0) exp ((r - %)T —oVTx - “’;) dz
oxp (<4 () ) 2

— TR (dy) + S(0) /

Igdg

= —e T"K®(dy) + S(0)®(dy).

8.7 Jamforelse med standardmetoder

Det visade sig ganska svart att gora en rattvis jaimforelse mellan hyperfinita binomialmodellen
och standardmetoderna. I Black och Scholes originalartikel [19] utgar de fran kontinuerliga
processer och anvinder sig av avancerade resultat inom stokastiska processer och partiella
differentialekvationer for att na sin prissittning. Deras metod anses svar, och Cox, Ross,
Rubinstein presenterade sin binomialmodell [18] som ett enklare alternativ f6r att na samma
resultat. Deras binomialmodell som presenterades i borjan av projektet har sjialvklart up-
penbara likheter med den hyperfinita binomialmodellen, men de ger inget pris fér generella
derivat. Istéllet gor de en grinsovergang fran binomialpriset, specifik for den europeiska ko-
poptionen, for att na Black-Scholes-priset. Férmodligen gar det att gora en grinsévergang for
generella derivat, men hur enkel den dr vet vi inte. Dessutom forlitar de sig pa viktiga resultat
bevisade pa annat hall, nagot som vi ocksa gjort pa nagra stéllen, vilket ocksa forsvarar en
jamforelse.

Vi konstaterar ddremot att den hyperfinita binomialmodellen &r en elegant variant av
standardbinomialmodellen, ddr man kan utnyttja vélkdnd diskret kombinatorik i en konti-
nuerlig miljo. Genombrottet som gor det méjligt &r Loeb-rummet som tillater en att bekym-
merslost lyfta ner en hyperfinit process pa en kontinuerlig standardmotsvarighet. Déarfor blir
det enkelt att konstruera och bevisa existensen av till exempel Wienerprocessen, nagot som
tar manga sidor i ansprak for standardmotsvarigheten.

Det &r ocksa tacksamt att anvénda den hyperfinita binomialmodellen ur en forstaelsein-
riktad synvinkel. Trots att matematiken som anvinds av Black och Scholes &r avancerad sa
bygger deras modell pa vildigt enkla ekonomiska antaganden. Man kommer langt, som vi
har sett, med resonemang om det diskreta fallet. Darfér anvéinds binomialmodellen ofta som
en inkorsport till finansiell matematik, trots att man egentligen vill na fram till Black och
Scholes prisformel. Da kan det vara fordelaktigt att studera den hyperfinita binomialmodel-
len, som forenar enkelhet med en intuitiv koppling och tillgang till bada prisformler. Det &r
ett smidigare sitt &4n att anvinda sig av binomialmodellens griansvirde, for om inte annat sa
belyses sambandet mellan modellerna pa ett béttre sidtt av det hyperfinita alternativet.
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